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2022 北京东城高一（下）期末 

数    学 

一､选择题共 10 小题，每小题 3 分，共 30 分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项. 

1. 复数 2 iz = − 的虚部是（    ） 

A. 1  B. 1−  C. 2  D. 2−  

2. sin 72 cos 42 cos 72 sin 42  −   =（    ） 

A  
1

2
 B. 

3

2
 C. 

1

2
−  D. 

3

2
−  

3. 已知向量 ( 1,2)a = − ， (1, )b m= ，且 //a b ，那么m =（    ） 

A  5−  B. 4−  C. 2−  D. 0  

4. 已知
1 (1,0)e = ，

2 (0,1)e = ，那么与
1 22e e+ 垂直的向量是（    ） 

A. 
1 22e e− +  B. 

1 22e e−  C. 
1 22e e−  D. 

1 22e e+  

5. 已知 tan 1 = ，那么
π

tan( )
3

 + =（    ） 

A. 2 3− −  B. 2 3+  C. 1 3+  D. 1 3−  

6. 设 ABC 的内角 , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c ，若 3a = ， 1b = ， 60A = ，则 B 等于（    ） 

A. 30  B. 45  C. 60  D. 150  

7. 如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，与直线 1DC 互为异面直线的是（    ） 

 

A. CD  B. 1AB  C. 1CD  D. 1 1A D  

8. 已知正四棱锥 S ABCD− ，底面边长是 2 ，体积是
4 3

3
，那么这个四棱锥的侧棱长为（    ） 

A. 3  B. 2  C. 5  D. 2 2  

9. 已知五位同学高一入学时年龄的平均数，中位数均为16 ，方差为1，那么三年后，下列说法错误的是（    ） 

A. 这五位同学年龄的平均数变为19  

B. 这五位同学年龄的中位数变为19  

C. 这五位同学年龄 方差仍为1  

D. 这五位同学年龄的方差变为 4  

..

的
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10. 如图，在△ ABC 中，D 是 AB 的中点，O 是CD 上一点，且 2CO OD= ，则下列说法中正确的个数是（    ） 

 

① 0OA OB OC+ + = ； 

②过点O 作一条直线与边 ,AC BC 分别相交于点 ,E F ，若
3

4
CE CA= ，CF CB= (0 1)  ，则

3

4
 = ； 

③若△ ABC 是边长为1的正三角形，M 是边 AC 上的动点，则 BM MD 的取值范围是
3 23

,
4 64

 
− − 
 

 

A. 0 个 B. 1个 C. 2 个 D. 3个 

二､填空题共 5 小题，每小题 3 分，共 15 分. 

11. 已知复数 1 1 iz = − ， 2 2 iz = + ，那么 1 2z z = ___________. 

12. 已知 ,a b均为单位向量，且
1

2
a b = − ，那么 | 2 |a b+ = ___________. 

13. 从甲､乙两个部门中分别任选5名员工统一进行职业技能测试，得到的测试成绩（单位：分）的数据统计表如下

所示.在这两个部门员工的测试成绩中，平均数较高的是___________部门，方差较大的是___________部门. 

员工 

部门 
分数 1 分数 2 分数 3 分数 4 分数 5 

甲 82 86 81 93 85 

乙 86 89 90 90 92 

14. 已知锐角 ABC 的内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c ，若 3 2 sin( )a b B C= + ，则B = ___________. 

15. 如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，点M 为线段 1B C 上异于 1,B C 的动点，则下列四个命题： 
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① 1A DB△ 等边三角形； 

②平面 1 1A ACC⊥平面 1A BD ； 

③设CM x= ，则三棱锥 1A ADM− 的体积随着 x增大先减少后增大； 

④连接 1D M ，总有 1 / /D M 平面 1A BD . 

其中正确 命题是___________. 

三､解答题共 5 小题，共 55 分.解答应写出文字说明､演算步骤或证明过程. 

16. 某校从高一年级学生中随机抽取60 名学生，将期中考试的数学成绩（均为整数）分成六组.第一组为[40,50)，

第二组为[50,60) ，以此类推，第五组为[80,90)，第六组为[90,100]得到如图所示的频率分布直方图. 

 

（1）根据频率分布直方图，求a的值，并直接写出众数､第80百分位数分别在第几组； 

（2）若用分层随机抽样的方法在各分数段的学生中抽取一个容量为20 的样本，求在[70,90) 分数段抽取的人数. 

17. 在 ABC 中， , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c ，且 2a = ，
π

4
A = ， 2 2 2c a b ab= + − . 

（1）求C 的大小； 

（2）求b 的值. 

18. 如图，在四棱锥P ABCD− 中，PD ⊥平面 ABCD，四边形 ABCD是矩形，点 E 为侧棱PA 的中点，过

, ,C D E 三点的平面交侧棱 PB 于点 F . 

 

（1）求证： AB 平面CDEF ； 

（2）再从条件①､条件②这两个条件中选择一个作为已知，求证：PA CF⊥ . 

条件①：PD AD= ；条件②：DE ⊥平面PAB . 

是
的
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注：如果选择条件①､条件②分别解答，按第一个解答计分. 

19. 已知函数 ( ) cos 2 sinf x x x= − + ， ( ) 3 sin 2 2sin cos
2 2

x x
g x x= − . 

（1）求函数 ( )f x 的最大值； 

（2）若函数 ( ) ( ) ( )F x f x g x= + ，求函数 ( )F x 的单调递增区间. 

20. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知一列点： 1

1
(1, )

2
P ， 2

2
(2, )

3
P ， 3

3
(3, )

4
P ， ， ( , )

1
n

n
P n

n +
， ，其中n

+
N ，

向量 (0,1)j = . 

（1）求 1 2P P j 和 2 3P P j 的值； 

（2）证明：对任意的正整数m ，都有 1 1 2m m m mP P j P P j+ + +   ； 

（3）若正整数 , ,k m n 满足 k m n  ，则下列结论中正确的有___________.（填入所有正确选项的序号） 

① m k m m m kP P j P P j− +   ；② | | | |n n k m m kP P P P+ + ；③ | |m k mP P−  | |n n kP P + . 

21. 用光线照射物体，在某个平面上得到的影子叫做物体的投影，照射光线叫做投影线，投影所在的平面叫做投影

面.由平行光线形成的投影叫做平行投影，由点光源发出的光线形成的投影叫做中心投影.投影线垂直于投影面产生

的平行投影叫做正投影，投影线不垂直于投影而产生的平行投影叫做斜投影.物体投影的形状､大小与它相对于投影

面的位置和角度有关.如图所示，已知平行四边形 ABCD在平面 内的平行投影是四边形 A B C D    . 

 

图1  

 

图 2  
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图3  

（1）若平行四边形 ABCD平行于投影面（如图1），求证：四边形 A B C D   是平行四边形； 

（2）在图 2 中作出平面 ABCD与平面 的交线（保留作图痕迹，不需要写出过程）； 

（3）如图3，已知四边形 A B C D   和平行四边形 ABCD的面积分别为 1 2,S S ，平面 ABCD与平面 的交线是直

线 l ，且这个平行投影是正投影.设二面角 A l A− − 的平面角为 （ 为锐角），猜想并写出角 的余弦值（用

1 2,S S 表示），再给出证明.  
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参考答案 

一､选择题共 10 小题，每小题 3 分，共 30 分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项. 

1. 复数 2 iz = − 的虚部是（    ） 

A. 1  B. 1−  C. 2  D. 2−  

【答案】B 

【解析】 

【分析】由复数的定义得出答案. 

【详解】复数 2 iz = − 的虚部是 1−  

故选：B 

2. sin 72 cos 42 cos 72 sin 42  −   =（    ） 

A. 
1

2
 B. 

3

2
 C. 

1

2
−  D. 

3

2
−  

【答案】A 

【解析】 

【分析】直接用正弦和差角公式即可得到结果. 

【详解】因为 ( )sin 72 cos 42 cos72 sin 42 sin 72 42 −   = −   

1
sin 30

2
=  =  

故选:A. 

3. 已知向量 ( 1,2)a = − ， (1, )b m= ，且 //a b ，那么m =（    ） 

A. 5−  B. 4−  C. 2−  D. 0  

【答案】C 

【解析】 

【分析】根据向量共线的坐标表示得到方程，解得即可. 

【详解】解：因为 ( 1,2)a = − ， (1, )b m= ，且 //a b ， 

所以 1 2m− =  ，解得 2m = − . 

故选：C 

4. 已知 1 (1,0)e = ，
2 (0,1)e = ，那么与 1 22e e+ 垂直的向量是（    ） 

A. 
1 22e e− +  B. 

1 22e e−  C. 
1 22e e−  D. 

1 22e e+  

【答案】B 

【解析】 

【分析】根据平面向量线性运算的坐标表示及数量积的坐标表示计算可得. 

【详解】解：因为 1 (1,0)e = ， 2 (0,1)e = ，所以 ( )1 22 2,1e e+ = ， 

对于 A： ( )1 2 2,12e e = −− + ，此时 ( ) ( ) ( )1 2 1 22 2 2 2 1 1 3e e e e− + + =  − +  = − ，故 A 错误； 
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对于 B： ( )1 22 1, 2e e− = − ，则 ( ) ( ) ( )1 2 1 222 2 1 1 2 0e e e e+−  =  +  − = ，故 B 正确； 

对于 C： ( )1 2 12 2,e e = −− ，此时 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 32 22 2 1 1e e e e− + =  +  − = ，故 C 错误； 

对于 D： ( )1 22 1,2e e+ = ，则则 ( ) ( )1 2 1 222 2 1 1 2 4e e e e+  + =  +  = ，故 D 错误； 

故选：B 

5. 已知 tan 1 = ，那么
π

tan( )
3

 + =（    ） 

A. 2 3− −  B. 2 3+  C. 1 3+  D. 1 3−  

【答案】A 

【解析】 

【分析】利用和角正切公式即可求值. 

【详解】

π
tan tan

π 1 33tan( ) 2 3
π3 1 31 tan tan
3






+
+

+ = = = − −
−−

. 

故选：A 

6. 设 ABC 的内角 , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c ，若 3a = ， 1b = ， 60A = ，则 B 等于（    ） 

A. 30  B. 45  C. 60  D. 150  

【答案】A 

【解析】 

【分析】利用正弦定理求出 sin B ，又sinA sinB ，则 B 为锐角，结合选项得出答案． 

【详解】 3a = ， 1b = ， 60A = ， 

3 1

sin 60 sinB
 =


，解得

1
sinB

2
= ， 

又 sinA sinB ， B 为锐角，即 30B = ， 

故选：A 

7. 如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，与直线 1DC 互为异面直线的是（    ） 

 

A. CD  B. 1AB  C. 1CD  D. 1 1A D  

【答案】D 

【解析】 
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【分析】由异面直线的定义对选项一一判断即可得出答案. 

【详解】对于选项 A， 1DC CD D = ，故 A 不正确； 

对于选项 B， 1 1/ /DC AB ，故 B 不正确； 

对于选项 C，直线 1DC 与直线 1CD 相交，故 C 不正确； 

对于选项 D，因为直线 1DC 与直线 1 1A D 不同在任意一个平面，所以直线 1DC 与直线 1 1A D 是异面直线，故 D 正确. 

故选：D. 

8. 已知正四棱锥 S ABCD− ，底面边长是 2 ，体积是
4 3

3
，那么这个四棱锥的侧棱长为（    ） 

A. 3  B. 2  C. 5  D. 2 2  

【答案】C 

【解析】 

【分析】设正四棱锥的高为 h，由体积是
4 3

3
，求出 3h = .利用勾股定理求出侧棱长. 

【详解】因为正四棱锥 S ABCD− ，底面边长是 2 ，所以底面积为 2 2 4 = . 

设正四棱锥的高为 h，由
3

1
4

3

4 3
V h=  = ，所以 3h = . 

所以侧棱长为 ( )
2

2 2 3 2 5l h= + = + = . 

即侧棱长为 5 . 

故选：C 

9. 已知五位同学高一入学时年龄的平均数，中位数均为16 ，方差为1，那么三年后，下列说法错误的是（    ） 

A. 这五位同学年龄的平均数变为19  

B. 这五位同学年龄的中位数变为19  

C. 这五位同学年龄的方差仍为1  

D. 这五位同学年龄的方差变为 4  

【答案】D 

【解析】 

【分析】利用平均数、中位数、方差的定义直接求解. 

【详解】五位同学高一入学时年龄的平均数，中位数均为16 ，方差为1， 

那么三年后，这五位同学年龄的平均数变为16 3 19+ = ，故 A 正确； 

这五位同学年龄的中位数变为16 3 19+ = ，故 B 正确； 

这五位同学年龄的方差不变，故 C 正确，D 错误； 

故选：D. 

10. 如图，在△ ABC 中，D 是 AB 的中点，O 是CD 上一点，且 2CO OD= ，则下列说法中正确的个数是（    ） 
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① 0OA OB OC+ + = ； 

②过点O 作一条直线与边 ,AC BC 分别相交于点 ,E F ，若
3

4
CE CA= ，CF CB= (0 1)  ，则

3

4
 = ； 

③若△ ABC 是边长为1的正三角形，M 是边 AC 上的动点，则 BM MD 的取值范围是
3 23

,
4 64

 
− − 
 

 

A. 0 个 B. 1个 C. 2 个 D. 3个 

【答案】C 

【解析】 

【分析】由
1 1

2 2
CD CA CB= + ，

2
,

3
OC CD OA OD DA= − = + ，OB OD DA= − ，结合向量的运算判断①；由

, ,E O F 三点共线结合向量的数乘运算判断②；建立坐标系，利用坐标运算结合二次函数的性质判断③. 

【详解】对于①：
1 1

2 2
CD CA CB= + ，

2
,

3
OC CD OA OD DA= − = + ，OB OD DB= + OD DA= − ，故

2 2 2
2 0

3 3 3
OA OB OC CD OD CD CD+ + = − + = − + = ，故①正确； 

对于②：
1 3 5 1

( )
3 4 12 3

OE OC CE CA CB CA CA CB= + = − + + = − ，

1 1 1
( )

3 3 3
OF OC CF CA CB CB CA CB 

 
= + = − + + = − + − 

 
，因为 , ,E O F 三点共线，所以OF OE= ，即

5 1

12 3

1 1

3 3



 


= −


 − = −


，解得
4

,
3

5 5
 = − = ，故②错误； 
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对于③：以点D 作为坐标原点，建立如下图所示的直角坐标系，
1 1 3

,0 , ,0 , 0, , (0,0)
2 2 2

A B C D
    

−            
，

1 3
, , (1,0)

2 2
AC AB

 
= =  
 

，设 , [0,1]AM t AC t=  ，因为

1 3 1 3
, (1,0) 1,

2 2 2 2
BM AM AB t t t t

   
= − = − = −      

   
，

1 1 3 1 1 3
,0 , ,

2 2 2 2 2 2
MD AD AM t t t t

    
= − = − = − −             

，所以

2 21 1 1 3 3 1
1

2 2 2 4 4 2
BM MD t t t t t

  
 = − − − = − + −  

  
，当 1t = 时，

4

3
BM MD = − ，当

3

8
t = 时，

23

64
BM MD = − ，即 BM MD 的取值范围是

3 23
,

4 64

 
− − 
 

，故③正确； 

 

故选：C 

二､填空题共 5 小题，每小题 3 分，共 15 分. 

11. 已知复数 1 1 iz = − ， 2 2 iz = + ，那么 1 2z z = ___________. 

【答案】3 i− ## i 3− +  

【解析】 

【分析】直接利用复数的乘法法则求解即可 

【详解】因为 1 1 iz = − ， 2 2 iz = + ， 

所以
2

1 2 (1 i)(2 i) 2 i 2i i 3 iz z = − + = + − − = − ， 

故答案 ：3 i−  

12. 已知 ,a b均为单位向量，且
1

2
a b = − ，那么 | 2 |a b+ = ___________. 

【答案】 3  

【解析】 

【分析】由模长公式计算即可. 为
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【详解】
2 2 1

2 4 4 1 4 4 3
2

a b a a b b
 

+ = +  + = +  − + = 
 

 

故答案为： 3  

13. 从甲､乙两个部门中分别任选5名员工统一进行职业技能测试，得到的测试成绩（单位：分）的数据统计表如下

所示.在这两个部门员工的测试成绩中，平均数较高的是___________部门，方差较大的是___________部门. 

员工 

部门 
分数 1 分数 2 分数 3 分数 4 分数 5 

甲 82 86 81 93 85 

乙 86 89 90 90 92 

 

【答案】    ①. 乙    ②. 甲 

【解析】 

【分析】根据表中的数据利用平均数和方差公式计算进行比较 

【详解】甲的平均数为 ( )1

1
82 86 81 93 85 85.4

5
x =  + + + + =  

乙的平均数为 ( )2

1
86 89 90 90 92 89.4

5
x =  + + + + = ， 

所以乙的平均数较大， 

甲的方差为
2 2 2 2 2 2

1

1
[(82 85.4) (86 85.4) (81 85.4) (93 85.4) (85 85.4) ] 17.84

5
S =  − + − + − + − + − =  

乙的方差为
2 2 2 2 2 2

2

1
[(86 89.4) (89 89.4) (90 89.4) (90 89.4) (92 89.4) ] 3.84

5
S =  − + − + − + − + − = ， 

所以甲的方差较大， 

故答案为：乙，甲 

14. 已知锐角 ABC 的内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c ，若 3 2 sin( )a b B C= + ，则B = ___________. 

【答案】
3


## 60  

【解析】 

【分析】由正弦定理边化角，再利用 ABC 中sin( ) sinB C A+ = 即可化简求解. 

【详解】解：在锐角 ABC 中，因为 3 2 sin( )a b B C= + ， 

所以由正弦定理可得 3sin 2sin sin( ) 2sin sinA B B C B A= + = ， 

因为sin 0A  ， 

所以
3

sin
2

B = ， 
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因为 0,
2

B
 

 
 

， 

所以
3

B


= ， 

故答案为：
3


. 

15. 如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，点M 为线段 1B C 上异于 1,B C 的动点，则下列四个命题： 

 

① 1A DB△ 是等边三角形； 

②平面 1 1A ACC⊥平面 1A BD ； 

③设CM x= ，则三棱锥 1A ADM− 的体积随着 x增大先减少后增大； 

④连接 1D M ，总有 1 / /D M 平面 1A BD . 

其中正确的命题是___________. 

【答案】①②④ 

【解析】 

【分析】对①：由正方体的面对角线相等即可判断；对②：由线面垂直的判断定理证明BD ⊥平面 1 1A ACC ，即可

得证平面 1 1A ACC⊥平面 1A BD ；对③：由 //CM 平面 1 1A ADD ,可得点 M到平面 1A AD 的距离d 为定值，从而可得

三棱锥 1A ADM− 的体积为定值；对④：由面面平行的判断定理证明平面 1 1B D C / / 平面 1A BD ，再根据面面平行的

性质定理即可判断. 

【详解】解：对①：在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，设边长为 1，则 1 1 2A D A B BD= = = ，所以 1A DB△ 是等

边三角形，故①正确； 

对②：在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，BD AC⊥ ， 

又 1A A ⊥平面 ABCD，所以 1A A BD⊥ ， 

因为 1A A AC A= ，所以BD ⊥平面 1 1A ACC ， 

又 BD 平面 1A BD ， 

所以平面 1 1A ACC⊥平面 1A BD ，故②正确； 

对③：在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，因为平面 1 1A ADD // 平面 1 1BCC B , CM 平面 1 1BCC B , 
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所以 //CM 平面 1 1A ADD , 

所以点 M到平面 1A AD 的距离d 为定值， 

所以
1 1 1

1

3
A ADM M A AD A ADV V S d− −= =  为定值，故③错误； 

对④：在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，因为 1 1//B C A D ， 1B C 平面 1A BD ， 1A D 平面 1A BD ， 

所以 1 //B C 平面 1A BD ，同理可得 1 1 //B D 平面 1A BD ，又 1 1 1 1B C B D B = ， 

所以平面 1 1B D C / / 平面 1A BD ， 

因为 1D M 平面 1 1B D C ， 

所以 1D M / / 平面 1A BD ，故④正确. 

故答案为：①②④. 

三､解答题共 5 小题，共 55 分.解答应写出文字说明､演算步骤或证明过程. 

16. 某校从高一年级学生中随机抽取60 名学生，将期中考试的数学成绩（均为整数）分成六组.第一组为[40,50)，

第二组为[50,60) ，以此类推，第五组为[80,90)，第六组为[90,100]得到如图所示的频率分布直方图. 

 

（1）根据频率分布直方图，求a的值，并直接写出众数､第80百分位数分别在第几组； 

（2）若用分层随机抽样的方法在各分数段的学生中抽取一个容量为20 的样本，求在[70,90) 分数段抽取的人数. 

【答案】（1） 0.030a = ，众数､第 80 百分位数分别在第四组､第五组     

（2）11（人） 

【解析】 

【分析】（1）由频率分布直方图中所有的小矩形面积之和为1得到方程，即可求出a，再由频率分布直方图判断众

数及第80百分位数所在位置. 

（2）首先求出抽样比，再根据频率分布直方图求出[70,90)中的人数，从而计算可得. 

【小问 1 详解】 

解：由题意可得 ( )0.010 0.015 2 0.025 0.005 10 1a+  + + +  = ，解得 0.030a = . 
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由图频率分布直方图可知小矩形最高的一组为第四组 )70,80 ，所以众数位于第四组， 

又 ( )0.010 0.015 2 0.030 10 0.7 0.8+  +  =  ， 

( )0.010 0.015 2 0.030 0.025 10 0.95 0.8+  + +  =  ， 

所以第 80 百分位数在第五组. 

【小问 2 详解】 

解：因为总体共 60 名学生，样本容量为 20，因此抽样比例为
20 1

60 3
= . 

又因为在 )70,90 分数段共有 ( )60 0.3 0.25 33 + = （人）， 

因此在 )70,90 分数段抽取的人数是
1

33 11
3

 = （人）. 

17. 在 ABC 中， , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c ，且 2a = ，
π

4
A = ， 2 2 2c a b ab= + − . 

（1）求C 的大小； 

（2）求b 的值. 

【答案】（1）
3


     

（2） 3 1+  

【解析】 

【分析】（1）由余弦定理求出cosC 的值，再根据角C 的取值范围即可求解； 

（2）由已知及（1）问结论，利用两角和的正弦公式可得sinB ，再根据正弦定理即可求解. 

小问 1 详解】 

解：因为 2 2 2c a b ab= + − ，所以由余弦定理可得
2 2 2 1

cos
2 2

a b c
C

ab

+ −
= = ， 

又 ( )0,C  ， 

所以
3

C


= ； 

【小问 2 详解】 

解：由（1）知 ( )
π π π π 6 2

sin sin sin cos cos sin
4 4343

B A C
+

= + = + = ， 

由正弦定理
sin sin

a b

A B
= ，得

6 2
2

sin 4 3 1
sin 2

2

a B
b

A

+


= = = + . 

18. 如图，在四棱锥P ABCD− 中，PD ⊥平面 ABCD，四边形 ABCD是矩形，点 E 为侧棱PA 的中点，过

, ,C D E 三点的平面交侧棱 PB 于点 F . 

【
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（1）求证： AB 平面CDEF ； 

（2）再从条件①､条件②这两个条件中选择一个作为已知，求证：PA CF⊥ . 

条件①：PD AD= ；条件②：DE ⊥平面PAB . 

注：如果选择条件①､条件②分别解答，按第一个解答计分. 

【答案】（1）证明见解析     

（2）证明见解析 

【解析】 

【分析】(1)由平行四边形的性质得到线线平行，由线线平行证明线面平行. 

(2)选择条件，则线面垂直证得线线垂直即可. 

【小问 1 详解】 

 

四边形 ABCD是矩形， 

AB CD ∥ . 

又 CD 平面 ,CDEF AB 平面CDEF ， 

AB 平面CDEF . 

【小问 2 详解】 

选择条件① 

PD AD= 且点 E 为侧棱PA 的中点， 

.DE PA ⊥  

PD ⊥平面 ,ABCD CD 平面 ABCD， 

.PD CD ⊥  

又 ,AD CD PD AD D⊥  = ， 

故CD⊥平面 .PAD  

又 PA平面PAD ， 

.CD PA ⊥  

又 DE CD D= ， 

PA ⊥平面 .CDEF  

又 CF 平面CDEF ， 

.PA CF ⊥  

选择条件②： 
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DE ⊥平面 ,PAB PA平面PAB， 

.DE PA ⊥  

PD ⊥平面 ,ABCD CD 平面 ABCD， 

.PD CD ⊥  

又 ,AD CD PD AD D⊥  = ， 

故CD⊥平面 .PAD  

又 PA平面PAD ， 

CD PA ⊥ . 

又 DE CD D= ， 

PA ⊥平面CDEF . 

又 CF 平面CDEF ， 

PA CF ⊥ . 

19. 已知函数 ( ) cos 2 sinf x x x= − + ， ( ) 3 sin 2 2sin cos
2 2

x x
g x x= − . 

（1）求函数 ( )f x 的最大值； 

（2）若函数 ( ) ( ) ( )F x f x g x= + ，求函数 ( )F x 的单调递增区间. 

【答案】（1） 2      

（2） , ,
6 3

k k k
 

 
 

− +   
Z  

【解析】 

【分析】（1）有二倍角的余弦公式化简 ( )f x ，  sin , 1,1t x t=  − ，由二次函数的性质求数 ( )f x 的最大值； 

（2）由三角恒等变换化简 ( )F x ，令 ( )2 2 2
2 6 2

k x k k
  

 −  −  + Z ，即可求出函数 ( )F x 的单调递增区间. 

【小问 1 详解】 

( ) cos2 sinf x x x= − +  

( )21 2sin sinx x= − − +  

22sin sin 1x x= + −  

设  sin , 1,1t x t=  − . 

于是，

2

2 1 9
2 1 2

4 8
y t t t

 
= + − = + − 

 
. 

当 1t = 时， max 2y = . 

【小问 2 详解】 

( ) ( ) ( )F x f x g x= +  

cos2 sin 3sin2 2sin cos
2 2

x x
x x x= − + + −  



 17 / 21 

cos2 sin 3sin2 sinx x x x= − + + −  

3sin2 cos2= −x x  

2sin 2
6

x
 

= − 
 

 

令 ( )2 2 2
2 6 2

k x k k
  

 −  −  + Z ， 

则 ( )
6 3

k x k k
 

 −   + Z . 

因此，函数 ( )F x 的单调递增区间为 , ,
6 3

k k k
 

 
 

− +   
Z . 

20. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知一列点： 1

1
(1, )

2
P ， 2

2
(2, )

3
P ， 3

3
(3, )

4
P ， ， ( , )

1
n

n
P n

n +
， ，其中n

+
N ，

向量 (0,1)j = . 

（1）求 1 2P P j 和 2 3P P j 的值； 

（2）证明：对任意的正整数m ，都有 1 1 2m m m mP P j P P j+ + +   ； 

（3）若正整数 , ,k m n 满足 k m n  ，则下列结论中正确的有___________.（填入所有正确选项的序号） 

① m k m m m kP P j P P j− +   ；② | | | |n n k m m kP P P P+ + ；③ | |m k mP P−  | |n n kP P + . 

【答案】（1）
1

6
，

1

12
     

（2）证明见解析    （3）①③ 

【解析】 

【分析】(1)写出向量的坐标，利用坐标进行运算； 

(2)用坐标表示出向量的数量积，再对数量积进行作差，比较大小； 

(3)对于①，用坐标表示出 ,m k m m m kP P j P P j− +  ，再判断大小； 

对于②③，用坐标表示出向量的模长，再比较大小. 

【小问 1 详解】 

( )1 2

1
1, , 0,1 ,

6
PP j

 
= = 
 

1 2

1
.

6
PP j  =  

( )2 3

1
1, , 0,1

12
P P j

 
= = 
 

， 2 3

1
.

12
P P j  =  

【小问 2 详解】 

( )( )
( )1

1
1, , 0,1

1 2
m mP P j

m m
+

 
= =  + + 

， 

( )( )1

1
.

1 2
m mP P j

m m
+  =

+ +
 



 18 / 21 

( )( )
( )1 2

1
1, , 0,1

2 3
m mP P j

m m
+ +

 
= =  + + 

， 

( )( )1 2

1

2 3
m mP P j

m m
+ +  = 

+ +
 

( )( ) ( )( )1 1 2

1 1

1 2 2 3
m m m mP P j P P j

m m m m
+ + +  −  = −

+ + + +
 

( )( )( )
2

0.
1 2 3m m m

= 
+ + +

 

1 1 2m m m mP P j P P j+ + +    . 

【小问 3 详解】 

对于①， ( , ), ( , )
1 1

m k m

m k m
P m k P m

m k m
−

−
−

− + +
， ( , )

1 1
m k m

m m k
P P k

m m k
−

−
= −

+ − +
，

1 1
m k m

m m k
P P j

m m k
−

−
 = −

+ − +
， 

( , )
1

m k

m k
P m k

m k
+

+
+

+ +
，所以 ( , )

1 1
m m k

m k m
P P k

m k m
+

+
= −

+ + +
，

1 1
m m k

m k m
P P j

m k m
+

+
 = −

+ + +
， 

m k m m m kP P j P P j− + −  =
1 1 1 1

m m k m k m

m m k m k m

− +
− − +

+ − + + + +

2
( )

1 1 1

m m k m k

m m k m k

− +
= − +

+ − + + +
 

22 2 ( 1) 2

1 ( 1)( 1)

m m m k

m m k m k

+ −
= −

+ − + + +

2 2 2[( 1) ] ( 1)[ ( 1) ]
2

( 1)( 1)( 1)

m m k m m m k

m m k m k

+ − − + + −
=

+ − + + +

2

2 0
( 1)( 1)( 1)

k

m m k m k
= 

+ − + + +
，所以

m k m m m kP P j P P j− +   ，故①正确； 

对于②， ( , ), ( , )
1 1

n k n

n k n
P n k P n

n k n
+

+
+

+ + +
，所以 ( , ) ( , )

1 1 ( 1)( 1)
n n k

n k n k
P P k k

n k n n n k
+

+
= − =

+ + + + + +
，

2
2

2
| |

[( 1)( 1)]
n n k

k
P P k

n n k
+ = +

+ + +
， 

同理， ( , )
( 1)( 1)

m m k

k
P P k

m m k
+ =

+ + +
，

2
2

2
| |

[( 1)( 1)]
m m k

k
P P k

m m k
+ = +

+ + +
， 

因为 n m k  ，所以 ( 1)( 1) ( 1)( 1)n n k m m k+ + +  + + + ， 

| | | |n n k m m kP P P P+ + ，所以②错误； 

对于③， ( , ) ( , )
1 1 ( 1)( 1 )

m k m

m m k k
P P k k

m m k m m k
−

−
= − =

+ − + + + −
， 

2
2

2
| |

[( 1)( 1 )]
m k m

k
P P k

m m k
− = +

+ + −
， 

2
2

2
| |

[( 1)( 1)]
n n k

k
P P k

n n k
+ = +

+ + +
， 

因为 n m k  ，所以 ( 1)( 1) ( 1)( 1)n n k m m k+ + +  + − + ， 

所以
2

2

2[( 1)( 1 )]

k
k

m m k
+

+ + −

2
2

2[( 1)( 1)]

k
k

n n k
 +

+ + +
， 
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即 | |m k mP P−  | |n n kP P + ，所以③正确  

所以正确选项的序号为：①③. 

21. 用光线照射物体，在某个平面上得到的影子叫做物体的投影，照射光线叫做投影线，投影所在的平面叫做投影

面.由平行光线形成的投影叫做平行投影，由点光源发出的光线形成的投影叫做中心投影.投影线垂直于投影面产生

的平行投影叫做正投影，投影线不垂直于投影而产生的平行投影叫做斜投影.物体投影的形状､大小与它相对于投影

面的位置和角度有关.如图所示，已知平行四边形 ABCD在平面 内的平行投影是四边形 A B C D    . 

 

图1  

 

图 2  

 

图3  

（1）若平行四边形 ABCD平行于投影面（如图1），求证：四边形 A B C D   是平行四边形； 

（2）在图 2 中作出平面 ABCD与平面 的交线（保留作图痕迹，不需要写出过程）； 

（3）如图3，已知四边形 A B C D   和平行四边形 ABCD的面积分别为 1 2,S S ，平面 ABCD与平面 的交线是直

线 l ，且这个平行投影是正投影.设二面角 A l A− − 的平面角为 （ 为锐角），猜想并写出角 的余弦值（用

1 2,S S 表示），再给出证明. 

.
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【答案】（1）证明见解析；     

（2）答案见解析；    （3）
1

2

cos
S

S
 = ，证明见解析. 

【解析】 

【分析】（1）由题意知 , , ,A A B B  共面，根据面面平行的性质可得 / /AB A B 、 / /CD C D ，再由平行四边形及

平行线的性质有 / /A B C D   、 / /BA D C   ，即可证结论. 

（2）根据平面的基本性质作出面 ABCD与面 的交线； 

（3）猜想
1

2

cos
S

S
 = ，过A 作 AM CF⊥ 于M ，连接 A M ，过 B 作 ⊥BN CF 于 N ，连接B N ，由投影 性质

有 AA ⊥面 ，再根据线面垂直的性质及判定可得CF ⊥面 AMA，由线面垂直的性质有CF A M⊥  ，结合面面

角的定义有 AMA 是二面角 A l A− − 的平面角，同理 BNB 是二面角 A l A− − 的平面角，最后由余弦函数的定

义及三角形面积关系列方程，即可证猜想. 

【小问 1 详解】 

依题意， / /AA BB ，故 , , ,A A B B  共面. 

面 ABCD / / 面 ，面 ABCD 面 AA B B AB  = ，面 AA B B  面 A B  = ， 

/ /AB A B  ，同理 / /CD C D  . 

又平行四边形 ABCD，则 / /AB CD ， 

/ /A B C D   ，同理 / /BA D C   ， 

四边形 A B C D   是平行四边形. 

小问 2 详解】 

如图，直线 EF 为平面 ABCD与平面 的交线. 

【小问 3 详解】 

猜想：
1

2

cos
S

S
 = . 

不妨将平行四边形 ABCD平移，使C 与C 重合，如图所示. 

则面 ABCD与面 的交线 l 即为CF . 

的

【
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过 A 作 AM CF⊥ 于M ，连接 A M ，过 B 作 ⊥BN CF 于 N ，连接B N . 

由正投影，则 AA ⊥面 ，又CF 面 ，故 AA CF ⊥ . 

又 ,AM CF AM AA A⊥   = ， ,AM AA 面 AMA，则CF ⊥面 AMA， 

而 A M 面 AMA，故CF A M⊥  ，又 AM CF⊥ ， 

AMA 是二面角 A l A− − 的平面角 ，同理 BNB 是二面角 A l A− − 的平面角 . 

1

2cos
1

2

B FC

BFC

B N CF
SB N

BN S
BN CF

 



 = = =






，且

1

2cos
1

2

A FC

AFC

A M CF
SA M

AM S
AM CF

 

 

=




= = ， 

1

2

1

2
1

2

B FC
B FC A FC

BFC AFC
BFC

S S
S S

S S
S S


 

+

 = =

+

， 

1

2

B FC

BFC

S S

S S

 = ，即
1

2

cos
S

S
 = . 
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