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2023 北京海淀高三二模 

数    学 
本试卷共 6页，150分．考试时长 120分钟。考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作

答无效。考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回。 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项。 

1．已知集合 { 1 2}, {0,1}A x x B= −   =∣ ，则（    ） 

A． A B         B． B A          C． A B=       D． A B =  

2．在平面直角坐标系 xOy 中，角 以Ox 为始边，其终边经过点 (1, 2)P ，则 sin =（    ） 

A．
2 5

5
       B．

5

5
       C．2        D．

1

2
 

3．若 ( )*(2 )nx n− N 的展开式中常数项为 32，则n =（    ） 

A．5          B．6         C．7            D．8 

4．下列函数中，既是奇函数又在区间 (0,1) 上单调递增的是（    ） 

A． lgy x=         B．
2

y
x

=          C．
| |2 xy =       D． tany x=  

5．已知等差数列 na 的前 n项和为 nS ， 1 1 2 33,a a a a= − = ，则 nS 的最大值为（    ） 

A．7         B．6          C．5          D．4 

6．已知抛物线
2: 4C y x= ，经过点 P的任意一条直线与 C均有公共点，则点 P的坐标可以为（    ） 

A． (0,1)         B． (1, 3)−          C． (3, 4)       D． (2, 2)−  

7．芯片是科技产品中的重要元件，其形状通常为正方形．生产芯片的原材料中可能会存在坏点，而芯片

中出现坏点即报废，通过技术革新可以减小单个芯片的面积，这样在同样的原材料中可以切割出更多的芯

片，同时可以提高芯片生产的产品良率． 

= 100%
切割得到的无坏点的芯片数

产品良率
切割得到的所有芯片数

 

在芯片迭代升级过程中，每一代芯片的面积为上一代的
1

2
．图 1 是一块形状为正方形的芯片原材料，上面

有 4 个坏点，若将其按照图 2 的方式切割成 4 个大小相同的正万形，得到 4 块第 3 代芯片，其中只有一块

无坏点，则由这块原材料切割得到第 3 代芯片的产品良率为 25% ．若将这块原材料切割成 16 个大小相同

的正方形，得到 16 块第 5 代芯片，则由这块原材料切割得到第 5 代芯片的产品良率为（    ） 

 

A．50%         B．62 5%．         C．75%         D．87 5%．  

8．已知正方形 ABCD所在平面与正方形 CDEF所在平面互相垂直，且 2CD = ，P是对角线 CE的中点，Q
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是对角线 BD上一个动点，则 P，Q两点之间距离的最小值为（    ） 

A．1         B． 2        C．
6

2
        D． 6  

9．已知 a b， 是平面内两个非零向量，那么“ a b∥ ”是“存在 0  ，使得 | | | | | |a b a b + = + ”的

（    ） 

A．充分而不必要条件   B．必要而不充分条件   C．充分必要条件   D．既不充分也不必要条件 

10．已知动直线 l 与圆
2 2: 4O x y+ = 交于 A，B 两点，且 120AOB = ．若 l 与圆

2 2( 2) 25x y− + = 相

交所得的弦长为 t，则 t的最大值与最小值之差为（    ） 

A．10 4 6−        B．1        C．4 6 8−         D．2 

第二部分  （非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

11．在复平面内，复数 z所对应的点为 (1,1) ，则 z z = ___________． 

12．已知双曲线 C经过点 (2,0)，渐近线方程为
2

2
y x=  ，则 C的标准方程为___________． 

13．如图，在 ABC△ 中，D 是边 BC 上一点， 4, 2, 3 2AD BD CD AC= = = = ，则 cos ADC =

__________； ABD△ 的面积为___________． 

 

14．设函数
3( ) sin , ( )f x x g x mx= = ． 

①若
π

, 1
2

m = = ，则不等式 ( ) ( )f x g x 的解集为___________； 

②若
π

4
 = ，且不等式 ( ) ( )f x g x 的解集中恰有一个正整数，则 m的取值范围是___________． 

15．在数列 nx 中， 1 21, 2x x= = ．设向量 ( )1,n n nxa x += ，已知 ( )1 0( 1,2, )n n n na aa + − = = ， 

给出下列四个结论：  

① 3 3x = ；②
*, 0nn x  N ；③

*

2, n nn x x+  N ；④
*

1, n nn x x+  N ．其中所有正确结论的序号

是___________． 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程。 

16．（本小题 13 分） 

已知函数
π

( ) sin cos cos 2
6

f x a x x x
 

= + + 
 

，且
π 1

4 2
f
 

= 
 

． 

（I）求 a的值和 ( )f x 的最小正周期； 

（Ⅱ）求 ( )f x 在[0, π]上的单调递增区间． 

17．（本小题 14 分） 

某大学 A学院共有学生 1000 人，其中男生 640 人，女生 360人．该学院体育社团为了解学生参与跑步运动

的情况，按性别分层抽样，从该学院所有学生中抽取若干人作为样本，对样本中的每位学生在 5 月份的累
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计跑步里程进行统计，得到下表． 

跑步里程 s（ km ） 0 30s   30 60s   60 90s   90s   

男生 a 12 10 5 

女生 6 6 4 2 

（I）求 a 的值，并估计 A 学院学生 5 月份累计跑步里程 s（km ）在[0,30) 中的男生人数； 

（Ⅱ）从 A学院样本中 5月份累计跑步里程不少于90(km)的学生中随机抽取 3人，其中男生人数记为 X，

求 X的分布列及数学期望； 

（Ⅲ）该大学 B 学院男生与女生人数之比为 ，B 学院体育社团为了解学生参与跑步运动的情况，也按性

别进行分层抽样．已知 A学院和 B学院的样本数据整理如下表． 

5 月份累计跑步里程平均值（单位： km ） 

          学院 

性别 
A B 

男生 50 59 

女生 40 45 

设 A 学院样本中学生 5 月份累计跑步里程平均值为 Ax ，B 学院样本中学生 5 月份累计跑步里程平均值为

Bx ，是否存在 ，使得 A Bx x ?如果存在，求 的最大值；如果不存在，说明理由． 

18．（本小题 13 分） 

如图，在四棱锥 P ABCD− 中， PD ⊥平面 ABCD，底面 ABCD为菱形，E，F分别为 AB，PD的中点． 

（I）求证：EF∥平面 PBC； 

（Ⅱ）若 2 3AD = ，二面角 E FC D− − 的大小为 45，再从条件①、条件②这两个条件中选择一个作

为已知．求 PD的长． 

 

条件①： DE PC⊥ ；条件②： PB PC= ． 

注：如果选择条件①和条件②分别解答，按第一个解答计分． 

19．（本小题 15 分） 

已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)

x y
E a b

a b
+ =   的左顶点为 A，上、下顶点分别为 1 2,B B ，直线 1AB 的方程为

3 3 0x y− + = . 

（I）求椭圆 E的方程及离心率； 

（Ⅱ）P 是椭圆上一点，且在第一象限内，M 是点 P 关于 x 轴的对称点．过 P 作垂直于 y 轴的直线交直线

1AB 于点 Q，再过 Q作垂直于 x轴的直线交直线 2PB 于点 N．求 MNQ 的大小． 

20．（本小题 15 分） 

已知函数 ( ) lnf x x x=  

（I）求曲线 ( )y f x= 在点 (1, (1))f 处的切线方程； 
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（Ⅱ）求证： ( )f x x ； 

（Ⅲ）若函数 ( )2( ) ( )g x f x a x x= + − 在区间 (1, )+ 上无零点，求 a的取值范围． 

21．（本小题 15 分） 

设 为整数．有穷数列 na 的各项均为正整数，其项数为 m（ 2m  ）．若 na 满足如下两个性质，则称

 na 为 P 数列： 

① 1ma = ，且 1( 1, 2, , 1)ia i m = − ； 

② 1

1 ,  , 

( 1, 2, , 1)
,   

2

n n

n n
n

a a

a n ma
a



+

 +


= = −



为奇数

为偶数
 

（I）若 na 为 1P 数列，且 1 5a = ，求 m； 

（Ⅱ）若 na 为 1P− 数列，求 1a 的所有可能值； 

（Ⅲ）若对任意的 1P 数列 na ，均有 2 12logm a d + ，求 d的最小值． 
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海淀区2022—2023学年第二学期期末练习 

高三数学 

参考答案 

一、选择题 

题目 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

答案 B A A D B D C C C D 

 二、填空题 

（11）2         （12）
2 2

1
4 2

x y
− =   

（13）
8


 ；3 7        （14） ( , 1) (0,1)− − ；

1 2
[ , )
8 2

 

（15）②③④ 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程。 

（16）（本小题13分） 

解：（Ⅰ）由 ( ) sin cos cos(2 )
4 4 4 4 6

    
= +  +f a  

2 2 1
sin

2 2 6 2


=  − =a           

  得 2a = .     

所以， ( ) 2sin cos cos(2 )
6


= + +f x x x x   

sin 2 cos 2 cos sin 2 sin
6 6

 
= + −x x x     

1 3
sin 2 cos 2

2 2
= +x x sin(2 )

3


= +x     

所以， ( )f x 的最小正周期
2


= = T .    

（Ⅱ）由 2 2 2
2 3 2

k x k
  

 −  +   + 得
12 12

k x k
 

 −    + ( )kZ ，  
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所以 ( ) sin(2 )
3

f x x


= + 的单调递增区间为[ , ]
12 12

k k
 

 −  + ( )kZ .   

当 0k = 时， ( )f x 的单调递增区间为[ , ]
12 12

 
− ， 

当 1k = 时， ( )f x 的单调递增区间为[ , ]
12 12

 
， 

所以 ( )f x 在[0, ] 上的单调递增区间为 [0, ]
12


，[ , ]

12


 .   

 

（17）（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ）由题意知，男女比例为 16∶9，则
12 10 5 16

18 9

a + + +
= ，故 5a = . 

估计 A学院学生 5 月跑步里程在[0,30)中的男生人数为
5

1000 100
50

 = 人. 

（Ⅱ）X的取值范围是{1,2,3} . 

( )

( )

( )

1 2

5 2

3

7

2 1

5 2

3

7

3

5

3

7

5 1
1 ,

35 7

20 4
2 ,

35 7

10 2
3 .

35 7

C C
P X

C

C C
P X

C

C
P X

C

= = = =

= = = =

= = = =

 

因此 X的分布列为 

X 1 2 3 

P 
1

7
 

4

7
 

2

7
 

1 4 2 15
( ) 1 2 3

7 7 7 7
E X =  +  +  = . 

（Ⅲ）存在满足条件的，且的最大值为
1

9
. 

设 B学院女生人数为 x，则男生人数为 x , 则
59 45 59 45

1
B

x x
x

x x

 

 

+ +
= =

+ +
， 

而
50 640 40 360 232

1000 5
Ax

 + 
= = .  

依题意， A Bx x ，得
232 59 45

5 1





+


+
，解得

1

9
  ，所以的最大值为

1

9
. 
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（18）（本小题 13 分） 

（Ⅰ）取 PC 中点M ，连接 ,FM BM .  

在 PCD△ 中， ,M F 分别为 ,PC PD的中点，所以 MF DC ，
1

=
2

MF DC . 

在菱形 ABCD中，因为 AB DC ，
1

2
BE DC= ， 

所以 BE MF ， =BE MF . 

所以四边形 BEMF 为平行四边形，因此 EF BM .  

又因为 EF 平面 PBC ， BM 平面 PBC ， 

所以 EF 平面 PBC .    

（Ⅱ）选择条件①: DE PC⊥  

因为 PD ⊥平面 ABCD， ,DE DC 平面 ABCD， 

所以 PD DE⊥ ， PD DC⊥ .  

又因为 DE PC⊥ ， PD PC P=  

所以 DE ⊥平面 PCD，又 DC 平面 PCD 

所以 DE DC⊥  

所以建立如图空间直角坐标系 D xyz− ．  

又因为 AB DC ， DE AB⊥ . 

又 E 为 AB 中点，所以 AD DB= ，即 ADB△ 为正三角形. 因为 2 3AD = ，所以 3DE = . 

设 (0,0, )( 0)F t t  ， (3,0,0)E ， (0,2 3,0)C . 

( 3,0, )EF t= − , ( 3,2 3,0)EC = − . 

平面 FCD的法向量为 1 (1,0,0)=n .  

设平面 EFC 的法向量为 2 ( , , )x y z=n ，则 

2

2

0,

0.

EF

EC

  =


 =

n

n
   

得
3 0,

3 2 3 0.

x tz

x y

− + =

− + =

取 2x t= ，则 3y t= ， 6z = . 

所以 2 (2 , 3 ,6)t t=n .  

由题意，二面角 E FC D− − 的大小为 45° 

z

x

y

M

E

C

A B

D

P

F
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所以
1 2

1 2

1 2

| cos , | | |
| || |


 =

n n
n n

n n 2 2

2 2
| |

23 4 36

t

t t
= =

+ +
 

解得 6t =  （舍负）.   

因为 F是 PD的中点，所以 PD的长为 12. 

经检验符合题意. 

选择条件②：  

因为 PD ⊥平面 ABCD， , ,DB DC DE 平面 ABCD， 

所以 PD DB⊥ ， PD DC⊥ ， PD DE⊥ .  

又因为 2 2 2PB PD BD= + ， 2 2 2PC PD DC= + ， 

且 PB PC=  

所以 BD DC= ，在菱形 ABCD中， AB BD AD= = ， 

即 ADB△ 为正三角形. 

又因为 E 为 AB 中点，所以 DE DC⊥  

建立如图空间直角坐标系 D xyz− ．  

又因为 AB DC ， DE AB⊥ . 

因为 ADB△ 为正三角形. 且 2 3AD = ，所以 3DE = . 

设 (0,0, )( 0)F t t  ， (3,0,0)E ， (0,2 3,0)C . 

( 3,0, )EF t= − , ( 3,2 3,0)EC = − . 

平面 FCD的法向量为 1 (1,0,0)=n .  

设平面 EFC 的法向量为 2 ( , , )x y z=n ，则 

2

2

0,

0.

EF

EC

  =


 =

n

n
     

得
3 0,

3 2 3 0.

x tz

x y

− + =

− + =

取 2x t= ，则 3y t= ， 6z = . 

所以 2 (2 , 3 ,6)t t=n .  

由题意，二面角 E FC D− − 的大小为 45° 

所以
1 2

1 2

1 2

| cos , | | |
| || |


 =

n n
n n

n n 2 2

2 2
| |

23 4 36

t

t t
= =

+ +
 

z

x

y

M

E

C

A B

D

P

F
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解得 6t =  （舍负）.   

因为 F是 PD的中点，所以 PD的长为 12. 

经检验符合题意. 

 

19. （本小题 15 分） 

 解：（Ⅰ）由直线 1AB 的方程为 3 3 0x y− + = ，可得 1( 3,0), (0,1)A B− . 

所以， 3, 1a b= = ，由 2 2 2a b c= + 得， 2c = . 

椭圆 E 的方程为
2

2 1
3

x
y+ = ，离心率

2 6

33

c
e

a
= = = . 

（Ⅱ）依题意，设 0 0( , )P x y （ 0 00, 0x y  ），则 0 0( , )M x y− . 

且由 P 是椭圆上一点，可得
2

20
0 1

3

x
y+ = . 

直线 1AB 的方程为
3

1
3

y x= + ， 

由 0

3
1

3
x y+ = 得， 03( 1)x y= − . 

所以 0 0( 3( 1), )Q y y− . 

直线 2PB 的方程为 0

0

1
1

y
y x

x

+
= − ，令 03( 1)x y= − ，得 

2

0
2

0
0

0 0

3( )
3( 1) 331 1 1

3

x

y
y x

x x

−
−

= − = − = − − . 

即 0 0

3
( 3( 1), 1)

3
N y x− − − . 

所以
0 0

0 0

0 0 0 0

3
1

3 33 33

3 33( 1) 3 3

M N

MN

M N

y x
y y x y

k
x x x y x y

− + +
− − +

= = = =
− − − − +

. 

即直线MN 的倾斜角是
π

6
，所以

π

3
MNQ = . 

 

（20）（本小题 15 分） 

 解：（Ⅰ）对 ( )f x 求导得
ln

( )
2

x x
f x

xx
 = + . 

  可得 (1) 1f  = . 

 又可知 (1) 0f = ， 

x

y

O

N

Q

M

A

B1

B2

P
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    所以曲线 ( )y f x= 在点 (1, (1))f 处的切线方程为 1 0x y− − = . 

（Ⅱ）因为 0x  ，所以 0x  . 

由此可知，要证 lnx x x ，只需证 ln x x ，即证 ln 0x x−  . 

    令 ( ) lnh x x x= − ，  

    求导得
1 1 2

( )
22

x
h x

x xx

−
 = − = .  

令 '( ) 0,h x = 解得 4x = . 

    可知 , ( )x h x 与 ( )h x 的变化情况如下表： 

x  (0,4)  4  (4, )+  

( )h x  +  0  −  

( )h x   极大值  

所以 ( ) (4) ln4 2 0h x h = −  . 

所以 ln 0x x−  恒成立. 

即原不等式成立. 

（Ⅲ） 2( ) ln ( )g x x x a x x= + − ， 

因为 1x  ，所以 2ln 0, 0x x x x −  . 

所以当 0a  时， ( ) 0g x  在 (1, )+ 上恒成立，符合题意. 

当 0a  时，
ln

'( ) (2 1)
2

x x
g x a x

xx
= + + − . 

令 ( ) ( )t x g x= ， 

则

ln

1 1 1 ln2
( ) 2 2 0

2 2 4

x x

xx x
t x a a

x x x x x

−

 =  −  + = − +  在 (1, )+ 上恒成立. 

所以 ( ) ( )t x g x= 在 (1, )+ 上单调递减. 

(1) 1g a = + . 

①当 (1) 1 0g a = +  即 1a  − 时， ( ) 0g x  在 (1, )+ 上恒成立. 

所以 ( )g x 在 (1, )+ 上单调递减. 

所以 ( ) (1) 0g x g = 在 (1, )+ 上恒成立，符合题意. 

②当 (1) 1 0g a = +  即 1 0a−   时， 
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因为 1x  且由（Ⅱ）知 ln x x ， 

所以
ln

'( ) (2 1)
2

x x
g x a x

xx
= + + −

1 1
(2 1) 1 (2 1)

22

x
a x a x

x x
 + + −  + + − . 

所以
1 1

'(1 ) 0
2

g a
a

−  −  ， 

所以存在 0

1
(1,1 )x

a
 − 使得

0'( ) 0g x = ， 

因此 , '( )x g x 与 ( )g x 的变化情况如下表： 

x  
0(1, )x  

0x  
0( , )x +  

'( )g x  +  0  −  

( )g x   极大值  

所以 0( ) (1) 0g x g = . 

由（Ⅱ）中 lnx x x ， 

可以得 2 2( ) ln ( ) ( ) ( 1 )g x x x a x x x a x x x ax a= + −  + − = + − . 

令
1

1x
a

= − ，得
1

(1 ) 0g
a

−  . 

所以 ( )g x 在区间 (1, )+ 上存在零点，不合题意，舍去. 

综上， a 的取值范围是 ( , 1] [0, )− − + . 

 

（21）（本小题 15 分） 

解: （Ⅰ）依题意， 1 5a = ， 1

1

  
2

n n

n n

n

a a

a a
a

+

+


= 



， 为奇数，

， 为偶数
， 

所以 2 3 4 5 66 3 4 2 1a a a a a= = = = =， ， ， ， .  

从而 6m = ．    

（Ⅱ）依题意， 1

1

  
2

n n

n n

n

a a

a a
a

+

−


= 



， 为奇数，

， 为偶数
， 1 1a  ． 

下面证明对于任意的正整数 1k  ，当 1a k= 时，均存在数列{ }na 为 1P− 数列． 



高三数学参考答案 第8页（共9页） 

1 2a = 时，
2 1a = ， 2m = 符合题意．        

反证，假设存在正整数 1k  ，当
1a k= 时，不存在数列{ }na 为 1P− 数列， 

设此时 k 的最小值为M （ 3M  ），   

即 1 2,3,4, , 1a M= − 时存在 1P− 数列， 1a M= 时不存在 1P− 数列．  

（1）当M 为奇数时， 

因为存在以 1M − 为首项的 1P− 数列 1 2, , , ma a a ， 

所以 1 2, , , , mM a a a 就是首项为M 的 1P− 数列，与假设矛盾．  

（2）当M 为偶数时， 

因为存在以
2

M
为首项的 1P− 数列 1 2, , , ma a a ， 

所以 1 2, , , , mM a a a 就是首项为M 的 1P− 数列，与假设矛盾．  

综上， 1a 的所有可能取值为全体大于 1 的正整数．   

（Ⅲ）依题意， 1

1

  
2

n n

n n

n

a a

a a
a

+

+


= 



， 为奇数，

， 为偶数,
 1ma = ， 1 2ma − = ， 2 4ma − = ，… . 

（1）先证明 2d = 符合题意，即 2 12log 2a m+  ． 

当 2m = 时，显然成立． 

当 3m  时，对任意 3ia  ，
2

1
, 1,

2 2 4

i i i

i

a a a
a +

+ 
 + 
 

．故 2 1
2

i

i

a
a +  + ，即 22 2( 2)i ia a +−  − ． 

（i）当 2 1( 1,2, )m t t= + = 时， 

有 1

1 22 2 ( 2) 2t t

ma a−

−−  − = ，
1

2
1 2 2 2 2

m

ta
−

 + = + ． 

所以
1

2
2 1 22log 2 2log (2 ) 2 1

m

a m m
−

+  + = +  ． 

（ii）当 2 2( 1,2, )m t t= + = 时， 

有 1

2 22 2 ( 2) 2t t

ma a−

−−  − = ，
1

2
2 2 2 2 2

m

ta
−

 + = + ，
1

2
1 2 1 2 1

m

a a
−

 − = + ． 

所以
1

2
2 1 22log 2 2log (2 ) 2

m

a m
−

+  + = ． 

（2）再证明 2d  ． 
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对任意的偶数 2 ( 2,3, )m t t= = ，令

1

2

2

2 1 1,3, , 1

2 2 2,4, , 2

1               .

m n

m n

n

n m

a n m

n m

− −

−


+ = −




= + = −

 =


， ，

， ，

，

 

（i）先验证{ }na 为 1P 数列：  

当 1,3, , 3n m= − 时，
1

22 1
m n

na
− −

= + 为奇数，
( 1)

2
1 2 2 1

m n

n na a
− +

+ = + = + ，符合②． 

当 2,4, , 2n m= − 时， 22 2
m n

na
−

= + 为偶数，
( 1) 1

2
1

1
2 1

2

m n

n na a
− + −

+ = + = ，符合②． 

当 1n m= − 时， 1 2 1m ma a− = =， ，符合②． 

又{ }na 符合①，所以{ }na 为 1P 数列． 

（ii）下面证明 2d  不符合题意． 

假设 2d  ． 

因为 2 ( 2,3, )m t t = = ，
1 1

2 2
2 1 2 22log 2log (2 1) 2 2log (1 2 )

m m

d m a m
− −

 − = − + = − + ． 

即 2 ( 2,3, )m t t = = ，
1

2
22 2log (2 1)

d

m
−

 − − ，矛盾． 

综上， d 的最小值为 2．    
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