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丰台区 2022～2023 学年度第二学期综合练习（二） 

高三数学  参考答案 

2023. 04 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分． 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

答案 B C B A D C D A D B 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分． 

11．24                  12． 2y x= + （答案不唯一）   13．0；
9

[ ,2]
8

−  

14．80 15．②③ 

三、解答题共 6 小题，共 85 分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

16.（本小题 13 分） 

选择条件①： 

解：（Ⅰ）在△BCD中，由余弦定理得 2 2 2 2 cosDC BD BC BD BC DBC= + −   ， 

即
2

2 5 5 0BD BD− + = ，解得 5BD = .         -----------6分 

（Ⅱ）在△BCD中，BC=3，CD=2， 5BD = ，所以 2 2 2BD CD BC+ = ， 

因此
π

2
BDC = ，

  所以
1

5
2

BCDS BD CD =  =

在△ABD中，AB=1，AD=2， 5BD = ，所以 2 2 2AB AD BD+ = ，

所以
π

=
2

DAB ， 

又因为
1

1
2

ABDS AB AD =  = ，

所以 = 5 1
ABCD ABD BCD

S S S
 

+ = + .   -----------13分 

选择条件②： 

解：（Ⅰ）在△BCD中，BC=3，CD=2，由余弦定理得 

2 2 2 2 cos 13 12cosBD BC CD BC CD DCB DCB= + −   = −  ①， 

在△ABD中，AB=1，DA=2，由余弦定理得

2 2 2 2 cos 5 4cosBD AB AD AB AD DAB DAB= + −   = −  ②， 

因为∠DCB+∠DAB= π， 
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所以 cos = cosDCB DAB −  ， 

由①②解得
1

cos =
2

DCB ， 

代入①得 7BD = .                                      -----------6 分 

（Ⅱ）因为 cos = cosDCB DAB −  ， 

        所以
1

cos =
2

DAB − ， 

        所以
3

sin =sin
2

DCB DAB  = ， 

        所以
1 1

= sin sin 2 3
2 2

ABCD ABD BCD
S S S AB AD DAB CB CD DCB

 
+ =   +   =  . 

-----------13分 

17.（本小题 14 分） 

（Ⅰ）证明：因为平面 ABF//平面 CDE， 

平面ADEF 平面ABF=AF，平面ADEF 平面CDE=DE， 

所以AF//DE.
 
-----------4分 

（Ⅱ）因为 DE⊥平面 ABCD， AD DC , 平面 ABCD， 

      所以 DE⊥AD，DE⊥DC， 

      又因为 AD⊥DC， 

所以 AD,DC,DE两两垂直， 

以 D为原点建立空间直角坐标系O xyz− ，如图所示， 

      (0 0 0) (1 0 0) (2 2 0) (0 2 0) (0 0 2) (2 0 1)D A B C E F, , , , , , , , , , , , , , , , , ，

(0 2 2), ( 2 0 0), (0 2 1)CE BC FB= − = − = −, , , , , , ， 

      设平面 BCE的法向量为
0 0 0( )x y z= , ,m  

由
,

,

BC

CE

 ⊥


⊥

m

m
得

0,

0,

BC

CE

  =


 =

m

m
所以 0

0 0

2 0,

2 2 0,

x

y z

− =

− + =

 

      所以平面 BCE的一个法向量为 (0 1 1)= ,,m ， 

      所以点 F到平面 BCE的距离为
| | 2

| | 2

FB
d


= =

m

m
.               -----------9分 

   （Ⅲ） 设 EP EB= ，可得 (2 2 2 1 2 )FP   = − −, , ， 

          因为 FP在 CE的垂面上，所以 FP⊥CE， 

          所以 4 2(1 2 ) 8 2 0FP CE    = − + − = − + = ，所以
1

4
 = ， 

          所以
1 3

4 2
EP EB= = .                                 -----------14 分 

18.（本小题 14 分） 
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解：（Ⅰ）
7

2000 =140
100

n =  ；                                   -----------4 分 

（Ⅱ）设事件 A=“按性别进行分层抽样，从该地区抽取了 5 名教师，这 5 名教师中恰有

1 人认为人工智能对于教学很有帮助”. 

按性别进行分层抽样，从该地区抽取了 5 名教师，其中 1 名男教师，4 名女教师. 

由题意可知 100 名被调查的教师中，有 8 名男教师和 40 名女教师认为人工智能

对于教学“很有帮助”. 

所以估计从该地区教师中任取一名男教师，认为人工智能对于教学“很有帮助”

的概率为
2

5
；任取一名女教师，认为人工智能对于教学“很有帮助”的概率为

1

2
. 

故
4 1 3

4

2 1 3 1 1 1 6 7
( ) (1 ) + (1 ) =

5 2 5 2 2 40 40 40
P A C=  −   − + = ；     -----------11 分 

（Ⅲ）
1 >

0 >
2 .                                             -----------14 分 

19.（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）因为椭圆 C过点 ( 2,0)A − ,B
1

( 3, )
2

. 

所以
2 2

2

3 1
1

4

a

a b

=



+ =


，解得：
2

1

a

b

=


=
， 

所以椭圆 C的方程为：
2

2 1
4

x
y+ = ， 

因为 2 2 2 3c a b= − = ，所以椭圆 C的离心率为
3

2
.         -----------5 分 

（Ⅱ）方法 1： 

         设点
1 1 2 2 1 2( , ), ( , )( 2, 2)P x y Q x y x x    ，  

所以直线 PA的方程为： 1

1

( 2)
2

y
y x

x
= +

+
，直线 AQ的方程为： 2

2

( 2)
2

y
y x

x
= +

+
， 

          所以点 1

1

2
(0, )

2

y
E

x +
， 2

2

2
(0, )

2

y
F

x +
. 

1

1

2
( 1, )

2

y
ME

x
= −

+
， 2

2

2
( 1, )

2

y
MF

x
= −

+
 

          因为ME MF⊥ ，所以 0ME MF =  

          即 1 2

1 2

4
1 0

( 2)( 2)

y y
ME MF

x x
 = +

+ +
=    ① 

          当直线 PQ无斜率时，设 x m= ， 

则 1 2x x m= = ，
2

2

1 2 1 1
4

m
y y y = − = −  

           代入①得：

2

2

4( 1)
41 0
4 4

m

m m

−

+ =
+ +

，解得： 0m = ， 
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           所以 P，O，Q三点共线. 

           当直线 PQ有斜率时，设 ( 0)y kx n k= +  ， 

由 2
2 1

4

y kx n

x
y

= +



+ =


得： 2 2 2(1 4 ) 8 4 4 0k x knx n+ + + − =  

         所以

2 2 2 2

1 2 2

2

1 2 2

64 4(1 4 )(4 4) 0

8

1 4

4 4

1 4

k n k n

kn
x x

k

n
x x

k


 = − + − 



+ = −
+

 −
 =

+

 

        1 2 1 2( )( )y y kx n kx n = + +  

              2 2

1 2 1 2( )k x x kn x x n= + + +  

2 2 2 2
2

2 2

(4 4) 8

1 4 1 4

k n k n
n

k k

−
= − +

+ +
 

2 2

2

4

1 4

n k

k

−
=

+
 

         代入①得：
2 2 2

2 2 2

4 4 16 4 16
4 0

1 4 1 4 1 4

n kn n k

k k k

− −
− + + =

+ + +
  

        解得： 0n = 或 2n k=  

        当 2n k= 时，直线 PQ的方程： ( 2)y k x= + ，不符合题意. 

        所以 P，O，Q三点共线. 

综上，P，O，Q三点共线.                            -----------15 分 

方法 2： 

设点 0 0 0( , )( 2)P x y x   ，点 (0, )F n ， 直线 PA的方程为： 0

0

( 2)
2

y
y x

x
= +

+
，  

        所以点 0

0

2
(0, )

2

y
E

x +
. 

        0

0

2
( 1, )

2

y
ME

x
= −

+
， ( 1, )MF n= − ， 

        因为ME MF⊥ ，所以 0ME MF =  

        所以 0

0

2
1 0

2

y n

x
+ =

+
，即 0

0

2

2

x
n

y

+
= − ， 

        所以直线 AF的方程为： 0

0

2
( 2)

4

x
y x

y

+
= − +  
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  要证 P，O，Q三点共线，由椭圆的对称性， 

只需证 0 0( , )Q x y− − 在直线 AF上. 

  又因为
2

20
0 1

4

x
y+ = ，所以 2 2

0 04 4x y− = − ， 

  所以
2

0 0
0 0

0 0

2 4
( 2)

4 4

x x
x y

y y

+ −
− − + = = −  

所以 0 0( , )Q x y− − 在直线 AF上， 

所以 P，O，Q三点共线.  -----------15 分 

20.（本小题 15 分） 

解： ( )f x 的定义域为[0, )+

（Ⅰ）当 0a = 时， ( ) exf x x= ，
e

( ) e ( 0)
2

x
xf x x x

x
 = +  ， 

所以
3e

(1)
2

f  = ， (1) ef = ， 

因此，所求切线方程为
3e

e ( 1)
2

y x− = − ，即3e 2 e 0x y− − = .-----------4 分 

（Ⅱ）
1 2 2 1

( ) e ( )e e
2 2

x x xx a x
f x x a

x x

+ +
 = + + = ( 0)x  ， 

因为函数 ( )f x 是增函数，所以 ( ) 0f x  在区间 (0, )+ 上恒成立， 

等价于 2 2 1 0x a x+ +  在区间 (0, )+ 上恒成立， 

法 1：转化为
1

( )
2

a x
x

 − + 在区间 (0, )+ 上恒成立， 

因为
1

2
2

x
x

+  ，当且仅当
1

2
x = 时

1
2

2
x

x
+ = ， 

所以 max

1
[ ( )] 2

2
x

x
− + = − ，所以 2a  − . 

当 2a = − 时，满足条件. 

所以 a的取值范围是[ 2, )− + . -----------9 分 

法 2：当 0a  时， 2 2 1 0x a x+ +  在区间 (0, )+ 上恒成立，符合题意. 

当 0a  时，令 x t= ，则 0t  ， 22 2 1 0t at+ +  在区间 (0, )+ 上恒成立， 

因为 0
2

a
−  ，所以 24 8 0a −  ，所以 2 0a−   ， 
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综上所述，a的取值范围是[ 2, )− + .                     -----------9 分 

（Ⅲ）由（Ⅱ）知，当 2a  − 时， ( )f x 是增函数， ( )f x 的最小值 (0) (1)f f ； 

当 2a  − 时，由 ( ) 0f x = 得， 2 2 1 0x a x+ + = ，该方程有两个正实数根， 

设为 1 2,x x 且 1 2x x ，（
2 2

1

1 2

2

a a a
x

− + −
= ，

2 2

2

1 2

2

a a a
x

− − −
= ） 

随 x 的变化， ( ), ( )f x f x 的变化情况如下表：  

x  
1(0, )x   1x  1 2( , )x x  2x  2( , )x +  

( )f x   
+ 0 - 0 + 

( )f x   单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增 

所以 ( )f x 的极小值为 2( )f x ， ( )f x 的最小值为 2min{ (0), ( )}f f x ,记为 0( )f x . 

当 2 1x  时， 2( ) (1)f x f ，所以 0( ) (1)f x f ， 

当 2 1x = 时， (1) 0f  = ，所以
3

2
a = − ，

e 3
(0) (1) 0

2
f f

−
− =  ，即 (0) (1)f f ， 

此时 0( ) (0) (1)f x f f=  ， 

综上所述， 0( ) (1)f x f .                                -----------15 分 

21.（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ）{ }na 为 4，6，9；{ }nb 为 1，3，5，7.（答案不唯一）      -----------4 分 

（Ⅱ）由题意，因为数列{ }nb 是公差 d不为 0的无穷数列，所以数列{ }nb 的公差必为正数

否则，假设 0d  ，因为 1
1 1

1
1, 1 ( 1) 1 1n

b
b b b n d n

d

−
   + −    + ， 

所以当 11
1

b
n

d

−
 + 时， 1nb  ，与 1 1c = 矛盾. 

数列{ }nc 的前 5 项为 2 3 41, , , ,p p p p ，且 1p  ， 

因为 0d  ，所以{ }nb 是递增数列. 

因为 1 5b a ， 1 1 1,a c A B= = =， 

所以  1 2 3 4 5, , ,b c c c c . 

此时必有 2 1c b= , 事实上，若 2 2c a= ，则{ }nc 的前 5 项即是{ }na 的前 5 项， 
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与  1 2 3 4 5, , ,b c c c c 矛盾. 

所以 3 2c a= 或 3 2c b= . 

若 3 2c a= ，则 2 2p = ，所以 2p = ，此时{ }nc 的前 5 项为1, 2, 2, 2 2, 4 ， 

即 1 22, 2 2b b= = ，所以数列{ }nb 的公差为 2 1 2,d b b= − =   

因为 3 23 2b a=  ，所以 2p = 符合题意； 

若 3 2c b= ，则 4 3c b= 或 4 3c a=  

① 4 3c b= 时，有
2 3, ,p p p 成等差数列，所以

2 32 p p p= + ，解得 1p = ，与 1p  矛盾； 

② 4 3c a= 时，有 3 2p = ，所以 3 2p = ，所以{ }nc 的前 5 项为 3 3 31, 2, 4, 2, 2 2 ， 

因为 32 2 A ，所以 32 2 B ，即 3

3 2 2b = ，所以 1 3 22b b b+  ，与{ }nb 为等差数

列矛盾. 所以 3 2c b= 不可能. 

        综上， p 的值为 2 .                                     -----------9 分 

（Ⅲ）因为数列{ }nb 是首项为 1的无穷数列，由（2）知，数列{ }nb 是递增的数列； 

对于公比不为 1的无穷数列{ }na ，必有 1 1a  , 1q  . 

否则，若 q 为负，则{ }na 相邻两项必有一项为负，与 1 1c = 矛盾； 

若 0 1q  ，因为
1 1

1

ln
1 1

ln

n a
a q n

q

−    − ， 

所以当 1ln
1

ln

a
n

q
 − 时， 1na  与题设矛盾. 

先证明充分性： 

当 d 是有理数时，因为数列{ }nb 是递增的等差数列，所以 0d  ， 

设 ( , , , )
s

d s t s t
t

= N* 互质 ，则 s td= ， 

令 1(1 )n

na s −= + ，则 1 2 11, 1 1 ,ta a s td b += = + = + =  

当 3n  时， 1 2 2 1 1

1 1 1 11 r r n n

n n n n na C s C s C s C s− −

− − − −= + + + + + +  

1 2 1 1 2

1 1 1 11 ( )r r n n

n n n nC C s C s C s td− − −

− − − −= + + + + + +  
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所以数列{ }na 的第 n项是数列{ }nb 的第 1 2 1 1 2

1 1 1 1( ) 1r r n n

n n n nC C s C s C s t− − −

− − − −+ + + + + + 项，

所以数列{ }na 中的 项都是数列{ }nb 的项，即 A B . 

再证明必要性，（反证法） 

假设 d 是无理数，因为 A B ，即数列{ }na 中的项都是数列{ }nb 的项， 

令 1 1 2 1 3 1, , ( , , )i j ka b a b a b i j k N+ + += = =  ，则
1 2 31 , 1 , 1a id a jd a kd= + = + = + ，且 i j k  ， 

因为 2 2

2 1 3 , (1 ) (1 )(1 )a a a jd id kd= + = + +即 ， 

整理得： 2 2 22 ( )jd j d i k d ikd+ = + + ，约去 d有 22 ( )j j d i k ikd+ = + + ， 

因为 , , *i j kN ，且 d 是无理数，所以
2

2 ,

,

j i k

j ik

= +


=
消去 j 并整理得： 2( ) 0i k− =  

即 i k= ，与 i j k  矛盾，所以假设不成立，即 d 是有理数. 

综上所述，“存在数列{ }na ，使 A B ”的充要条件是“ d 是有理数”. 

-----------14 分 
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