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2023北京牛栏山一中高二 10月月考 

数    学 

第Ⅰ卷 

一、选择题（本大题共 10小题，每小题 4分，共 40分，四个选项中只有一是符合题目．） 

1. 在空间直角坐标系中，已知点
( ) ( )1,2,3 , 3,3,5A B

，则线段 AB 的长度为（    ） 

A. 3 B. 4 C. 2 2  D. 4 6  

2. 在空间直角坐标系中，点 ( )1,1,1A ，点 ( )3, 1,4B − ，则点A 关于点 B 的对称点坐标是（    ） 

A. ( )2, 2,3−  B. ( )5, 3,7−  C. ( )5, 1,3−  D. ( )4,0,5  

3. 经过点 ( )2,1 ，且倾斜角为 45的直线方程是（    ） 

A. 3y x= −  B. 1y x= +  C. 3y x= − +  D. 1y x= −  

4. 直线 x+（m+2）y﹣1＝0 与直线 mx+3y﹣1＝0 平行，则 m的值为（  ） 

A. ﹣3 B. 1 C. 1 或﹣3 D. ﹣1 或 3 

5. 如图，空间四边形OABC 中， , ,OA a OB b OC c= = = ，点M 为 BC 中点，点 N 在侧棱OA上，且

2ON NA= ，则MN =（    ） 

   

A. 
1 2 1

2 3 2
a b c− − +  B. 

2 1 1

3 2 2
a b c− + +  C. 

2 1 1

3 2 2
a b c− −  D. 

1 1 1

2 2 2
a b c+ −  

6. 直线 ( )sin 1 0 Rx a y a+ + =  的倾斜角的取值范围是（    ） 

A. 
π 3π

,
4 4

 
  

 B. 
π 5π,
6 6
 
  

 C. 
π 3π

0, , π
4 4

   
   

   
 D. 

π 5π
0, , π

6 6

   
  

   
 

7. 给出下列命题： 

①经过点 ( )0 0 0,P x y 的直线都可以用方程 ( )0 0y y k x x− = − 表示； 

②若直线 l 的方向向量 ( )0,1, 1a = − ，平面 的法向量 ( )1, 1, 1n = − − ，则 //l  ； 

③直线 ( )3 2y ax a a= − + R 必过定点 ( )3,2 ； 

④如果向量 ,a b 与任何向量不能构成空间向量的一个基底，那么 ,a b 一定共线． 
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其中真命题的个数是（    ） 

A. 3 B. 2 C. 1 D. 0 

8. 已知空间三点 ( )0,0,0O ， ( )1,1,0A − ， ( )0,2,2B ，在直线OB 上有一点 H 满足 AH OB⊥ ，则点 H

的坐标为（    ） 

A. 
1 1

, ,0
2 2

 
− − 
 

 B. 
1 1

, ,0
2 2

 
− 
 

 C. 
1 1

0, ,
2 2

 
− 

 
 D. 

1 1
0, ,

2 2

 
 
 

 

9. 如图，在平行六面体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1 1AB AD AA= = = ，

1 1

π π
,

2 4
BAD BAA DAA =  = = ，则直线 1BD 与直线 AC 所成角的余弦值为（    ） 

 

A. 
3

3
−  B. 

6

3
 C. 

6

3
−  D. 

3

3
 

10. 如图，在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， ,P Q 分别是线段 1,CC BD 上的点， R 是直线 AD

上的点，满足 //PQ 平面 1 1,ABC D PQ RQ⊥ ，且 P Q、 不是正方体的顶点，则 PR 的最小值是（    ） 

   

A. 
30

5
 B. 

2 3

3
 C. 

5

2
 D. 

30

4
 

第Ⅱ卷 

二、填空题（本大题共 6小题，每小题 5分，共 30分．请把结果填在答题纸上的相应位

置．） 

11. 直线 3 1 0x y+ + = 的倾斜角为______． 

12. 已知点 ( )1,P b− 到直线 2 1 0x y+ − = 的距离为 2，则b = ________． 

13. 已知向量 ( ) ( ) ( )1, 1, , 2,1,0 , 0,1, 1a m b c= − = = − 共面，则m = ________． 

14. 《九章算术》中将底面为直角三角形且侧棱垂直于底面的三棱柱称为堑堵．在堑堵 1 1 1ABC A B C 中，

若 11, 1AC BC AA= = = ，点 P 是直线 1AC 上的动点，则 P 到直线 1BB 的最短距离是________． 
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15. 在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，点 ,E F 分别是 1,AB CC 的中点． 

① 1/ /EF AC ； 

② 1A F 与 BD所成角为90； 

③ 1A E ⊥平面 ADF ； 

④ 1A F 与平面 ABCD所成角的正弦值为
2 2

3
． 

其中所有正确说法的序号是________． 

   

三、解答题（本大题共 6小题，共 85分，解答应写出文字说明过程或演算步骤．） 

16. 已知直线 1 : 1 0l x y− − = 与直线 2 : 2 3 0l x y− + = 交于点 P． 

 

（1）直线 l 过点 P 且平行于直线 4 2 0x y− + = ，求直线 l 的方程；（结果写成一般式） 

（2）直线 1l 与 y 轴交于 2,A l 与 x轴交于点 B ，请在直角坐标系中画出两条直线，求 ABP中 AB 边上的高

线所在的直线方程． 

17. 已知长方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 12, 1,AB AD AA M= = = 是 1CC 中点． 
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（1）求直线 BM 与 1DB 所成角的余弦值； 

（2）求平面 1A BD 与平面 ABCD夹角的余弦值． 

18. （1）直线 l 过点 ( )1, 2P 且在两坐标轴上的截距相等，求直线 l 的方程； 

（2）直线m 过点 ( )1, 2P 且与 ,x y 轴正半轴分别交于 ,M N 两点，O 为坐标原点，求三角形OMN 面积取

最小值时直线m 的方程． 

19. 已知四棱锥 P ABCD− 中，底面是边长为 4 的正方形， PAD 是正三角形，CD ⊥平面 PAD ，

E F G O、 、 、 分别是 PC PD BC AD、 、 、 的中点． 

 

（1）求证： PO⊥平面 ABCD； 

（2）已知点M 是线段 PG 上的动点，并且到平面 EFG 的距离是
3

3
，求线段GM 的长． 

20. 如图，在直棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，底面 ABCD是菱形， 12, 60 ,AB BAD AA a=  =  = ， ,E F

分别是棱 1,BC DD 的中点． 

 

（1）求证： / /EF 平面 1A BD ； 

（2）若二面角 1A BD A− − 的大小是 45，求a值，并求直线 1AC 与平面 1A BD 所成角的正弦值． 

21. 对于正整数集合  ( )*

1 2, , , , 3nA a a a n n=    N ，如果去掉其中任意一个元素 ( )1,2, ,ia i n=  之

后，剩余的所有元素组成的集合都能分为两个交集为空集的集合，且这两个集合的所有元素之和相等，就

称集合A 为“平衡集”． 

（1）判断集合  2,4,6,8,10Q = 是否是“平衡集”并说明理由； 

（2）求证：若集合A 是“平衡集”，则集合A 中元素的奇偶性都相同； 
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（3）证明：四元集合  1 2 3 4, , ,A a a a a= ，其中 1 2 3 4a a a a   不可能是“平衡集”．  
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参考答案 

第Ⅰ卷 

一、选择题（本大题共 10小题，每小题 4分，共 40分，四个选项中只有一是符合题目．） 

1. 【答案】A 

【分析】根据距离公式计算即可. 

【详解】 ( ) ( ) ( )
2 2 2

3 1 3 2 5 3 3AB = − + − + − = . 

故选：A. 

2. 【答案】B 

【分析】直接根据中点坐标公式即可得结果. 

【详解】设点A 关于点 B 的对称点坐标 ( ), ,Q x y z ， 

由中点坐标公式可得

1 6

1 2

1 8

x

y

z

+ =


+ = −
 + =

，解得

5

3

7

x

y

z

=


= −
 =

，即 ( )5, 3,7Q − ， 

故选：B. 

3. 【答案】D 

【分析】由倾斜角求斜率，应用点斜式求直线方程. 

【详解】由题设，直线斜率为 tan 45 1 = ，又过 ( )2,1 ， 

所以，直线方程为 1 2 1 0y x x y− = −  − − = （或 1y x= − ）. 

故选：D 

4. 【答案】A 

【分析】由题意可得 1×3＝（m+2）m，解方程求出 m，然后检验即可 

【详解】根据直线 x+（m+2）y﹣1＝0 与直线 m+3y﹣1＝0 平行， 

可得 1×3＝（m+2）m，解得 m＝1 或﹣3， 

当 m＝1 时，两直线的方程重合，不符合题意； 

当 m＝﹣3 时，两直线的方程为 x﹣y﹣1＝0 和 3x﹣3y+1＝0，两直线平行，符合题意， 

故 m＝﹣3． 

故选：A． 

5. 【答案】C 

【分析】由图形中线段关系，应用向量加减、数乘的几何意义用 , ,OA a OB b OC c= = = 表示出MN . 

【详解】
1 2 2 1

( )
2 3 3 2

MN MB BO ON CB OB OA OA OB OC OB= + + = − + = + − −

2 1 1 2 1 1

3 2 2 3 2 2
OA OB OC a b c= − − = − − . 
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故选：C 

6. 【答案】C 

【分析】由直线斜率 sin [ 1,1]a−  − ，结合斜率与倾斜角的关系求倾斜角的范围. 

【详解】由题设，直线斜率为 sin [ 1,1]a−  − ， 

若倾斜角为 [0, π)  ，则 tan [ 1,1]  − ，故
π 3π

0, , π
4 4


   

    
   

. 

故选：C 

7. 【答案】B 

【分析】对于①④，可举出反例；对于②，计算向量数量积得到 a n⊥ ，从而得到 //l  ；对于③，变形后

得到直线所过定点. 

【详解】对于①，当经过点 ( )0 0 0,P x y 的直线斜率不存在时，不能用方程 ( )0 0y y k x x− = − 表示，①错误； 

对于②，因为 ( ) ( ) 01 10,1, ,1 11 1,na  −= −− =− + = ，故 a n⊥ ， 

则直线 l 与 n 垂直，则 //l  ，②正确； 

对于③，直线 ( )3 2y ax a a= − + R 变形为 ( )( )2 3y a x a− = − R ，必过定点 ( )3,2 ，③正确； 

对于④，不共线的向量 ,a b 与零向量不能构成空间向量的一个基底，④错误． 

故选：B 

8. 【答案】D 

【分析】设OH OB= ，由向量垂直的坐标表示可构造方程求得 ，进而可得点 H 坐标. 

【详解】由题意知： ( )1,1,0OA = − ， ( )0,2,2OB = ， 

设 ( )( )0,2 ,2OH OB   = = R ， ( )1,2 1,2AH OH OA   = − = − ， 

AH OB⊥ ， ( )0 2 2 1 4 0AH OB    = + − + = ，解得：
1

4
 = ， 

1 1
0, ,

2 2
OH

 
 =  

 
，又 ( )0,0,0O ，

1 1
0, ,

2 2
H
 

  
 

. 

故选：D. 

9. 【答案】D 

【分析】由线段的位置关系及向量加减的几何意义有
1 1BD AD AA AB= + − 、 AC AB AD= + ，利用向量

数量积的运算律求 1AC BD 、 1| |BD ，最后应用夹角公式求直线夹角余弦值. 

【详解】由
1 11B BA AD DD AD AA ABD = + + = + − ， AC AB AD= + ， 

所以

1

2 2

1 1 1( ) ( )AC AB AD AD AA AB AB AD AB AA AB AD AD AA AD BBD A = +  + − =  +  − + +  −  ， 
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又 1 1AB AD AA= = = ， 1 1

π π
,

2 4
BAD BAA DAA =  = = ， 

所以
1

2 2
0 1 1 0 2

2 2
A BDC  = + − + + − = ，而 | | 2AC = ， 

2 2 2
2

1 1 1 1 1| | ( ) 2 2 2BD AD AA AB AD AA AB AD AA AD AB AA AB= + − = + + +  −  −   

1 1 1 2 0 2 3= + + + − − = ， 

综上，直线 1BD 与直线 AC 所成角的余弦值为 1

1

2 3
| |

3| || | 2 3

BD

D

A

AC B

C 
= =


. 

故选：D 

10. 【答案】A 

【分析】根据正方体的性质得到 1B C ⊥平面 1 1ABC D ，然后建立空间直角坐标系，设 ( )0,1,P z ，

( ), ,0Q x x ， ( ),0,0R y ，根据 PQ ∥平面 1 1ABC D ， PQ RQ⊥ 得到 0x z− + = ，2 1x y− = ，然后得到

25 4 2PR x x= − + ，最后求最值即可. 

【详解】    

因为 1 1 1 1ABCD A B C D− 为正方体，所以 AB ⊥平面 1 1BCC B ， 1 1B C BC⊥ ， 

因为 1B C 平面 1 1BCC B ，所以 1AB B C⊥ ， 

因为 1AB BC B= ， 1,AB BC 平面 1 1ABC D ，所以 1B C ⊥平面 1 1ABC D ， 

如图，以D 为原点，分别以 1, ,DA DC DD 为 , ,x y z 轴建立空间直角坐标系， 

( )1 1,1,1B ， ( )0,1,0C ， 

设 ( )0,1,P z ， ( ), ,0Q x x ， ( ),0,0R y ， ( ), , 0,1x y z   

( ), 1,PQ x x z= − − ， ( ), ,0RQ x y x= − ， ( )1 1,0, 1B C = − − ， 

因为 PQ ∥平面 1 1ABC D ，所以
1 0B C PQ x z = − + = ， 

因为 PQ RQ⊥ ，所以 ( ) ( )1 0PQ RQ x x y x x = − + − = ，即 2 1x y− = ， 
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( )
22 2 2 21 2 1 1 5 4 2PR y z x x x x= + + = − + + = − + ， 

所以当
2

5
x = 时， PR 最小，最小为

30

5
. 

故选：A. 

第Ⅱ卷 

二、填空题（本大题共 6小题，每小题 5分，共 30分．请把结果填在答题纸上的相应位

置．） 

11. 【答案】
5π

6
##150  

【分析】根据倾斜角和斜率的关系即可求解. 

【详解】直线 3 1 0x y+ + = 的斜率
3

3
k = − ， 

设其倾斜角为 ，故可得
3

tan
3

 = − ，又 [0, π)  ，故
5π

6
 = ． 

故答案为： 
5π

6
 

12. 【答案】3 2 5  

【分析】根据点到直线的距离公式即可求解. 

【详解】由题意可得
2 2

2 1
2 3 2 5

1 2

b
b

− + −
=  = 

+
， 

故答案为：3 2 5  

13. 【答案】
3

2
##1.5 

【分析】由向量共面定理，结合向量线性关系的坐标运算求参数即可. 

【详解】由题设 a xb yc= + 且 , Rx y ，即 ( ) ( ) ( )1, 1, 2,1,0 0,1, 1 (2 , , )m x y x x y y− = + − = + − ， 

所以

1

22 1
3

1
2

3

2

x

x

x y y

y m

m


=

= 
 

+ = −  = − 
 − = 

=


. 

故答案为：
3

2
 

14. 【答案】1 

【分析】建立空间直角坐标系，利用点到直线的距离公式求解. 
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【详解】  

如图以点 C 为原点，CA 为 x轴，CB 为 y 轴， 1CC 为 z 轴建立空间直角坐标系， 

则 1 11,0,0 , 0,1,0 , 0,1,1 , 0,0,1A B B C ， 

且 ( )1 1,0,1AC = − ， ( )1 0,0,1BB = ， 

因为点 P 是直线 1AC 上的动点，设点 ( ),0,P x z ， 

则
1AP AC ，即 1,0, 1,0,1x z  ， 

可得 1 ,x z ，即 ( )1 ,0,P  − ， 1 , 1,BP   ， 

则 P 到直线 1BB 的距离是
22 2 22 2

1 1 1 1 1BP BP BB     ， 

则当 1 = 时， P 到直线 1BB 的最短距离是 1. 

故答案为：1 

15. 【答案】②③ 

【分析】连接 1,AC EF ，连接 ,AC BD 交于O ，连接OF ，易得 1 / /AC OF ，由平行公理判断①；利用线

面垂直性质及判定判断②③；转化为求 1A F 与平面 1111 DCBA 所成角，结合线面角定义及已知求其正弦值

判断④. 

【详解】连接 1,AC EF ，连接 ,AC BD 交于O ，连接OF ，则O 是 AC 中点， 

所以 F 是 1CC 的中点，则 1 / /AC OF ，而 E OF ，故 1/ /EF AC 不成立，①错； 

   

如下图， BD AC⊥ ，CF ⊥面 ABCD， BD 面 ABCD，则CF BD⊥ ， 

由 AC CF C = ， ,AC CF 面 1ACFA ，则 BD ⊥面 1ACFA ， 1A F 面 1ACFA ， 

所以 1A F 与 BD垂直，②对； 
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如下图，若G 为 1BB 中点，连接 ,AG GF ，显然 / / / /GF BC AD ，则面 ADF 即为面 AGFD ， 

由题设易知： 1Rt RtAEA BGA ，则 1 90BAG AEA + = ，即 1EA GA⊥ ， 

由 AD ⊥面 1ABB A， 1EA 面 1ABB A，则 1AD EA⊥ ， 

GA AD A = ， ,GA AD 面 AGFD ，则 1EA ⊥面 AGFD ，即 1A E ⊥平面 ADF ，③对； 

   

如下图，由面 / /ABCD 面 1111 DCBA ，则 1A F 与平面 ABCD所成角，即为 1A F 与平面 1111 DCBA 所成角， 

由 1C F ⊥面 1111 DCBA ，连接 1 1AC ，则 1 1FAC 或其补角即为所求线面角， 

在 1 1Rt FAC 中，
2

2 1
1 1 1 1 1

3
2 ,

4 2

C C
AC AB FA AC AB= = + = ， 

所以
1

1 1

1

1
12sin

3 3

2

AB
FC

FAC
FA

AB

 = = = ，④错. 

   

故答案为：②③ 

三、解答题（本大题共 6小题，共 85分，解答应写出文字说明过程或演算步骤．） 

16. 【答案】（1） 4 11 0x y− + =      
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（2）3 11 0x y− − =  

【分析】（Ⅰ）联立两个直线的方程求出 P 的坐标，根据平行直线系方程即可代入求解， 

（2）根据两直线垂直满足的斜率关系，即可由点斜式方程求解. 

【小问 1 详解】 

联立方程得
1 0

2 3 0

x y

x y

− − =


− + =
，解可得

5

4

x

y

=


=
，则 P 的坐标为 (5, 4) ， 

由于直线 l 平行于直线 4 2 0x y− + = ，设直线 l 的方程为 4 0x y b− + = ； 

将 5, 4P( )代入得 11b = ， 

所以直线 l 的方程为 4 11 0x y− + =  

【小问 2 详解】 

由题意可知 ( ) ( )0, 1 , 3,0A B− − ,所以
1 0 1

0 3 3
BAk

− −
= = −

+
, 

故 AB 边上的高线所在的直线斜率为 3， 

又高所在直线经过点 5, 4P( )， 

所以由点斜式可得 ( )4 3 5y x− = − ，即3 11 0x y− − =  

 

17. 【答案】（1）
30

30
；     

（2）
2

3
. 

【分析】（1）（2）构建空间直角坐标系，应用向量法求线线角、面面角的余弦值即可. 

【小问 1 详解】 

构建如下图示的空间直角坐标系， 1

1
(1,2,0), (0,2, ), (1,2,1), (0,0,0)

2
B M B D ， 

所以
1

( 1,0, )
2

BM = − ，
1 (1,2,1)DB = ，则

1
1

1

1
302| cos , | | |

30| || | 5
6

2

BM DB
BM DB

BM DB


= = =



； 

所以直线 BM 与 1DB 所成角的余弦值为
30

30
. 
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    【小问 2 详解】 

由（1）， (0,0,1)m = 是面 ABCD的一个法向量， 1(1,0,1)A ， 

所以
1 (1,0,1), (1,2,0)D DBA = = ，若 ( , , )n x y z= 面 1A BD 的一个法向量， 

则
1 0

2 0

n DA x z

n DB x y

  = + =


 = + =
，令 1y = ，则 ( 2,1,2)n = − ， 

所以
2 2

| cos , | | |
1 3 3| || |

m n
m n

m n


= = =


； 

所以平面 1A BD 与平面 ABCD夹角的余弦值
2

3
. 

18. 【答案】（1）2 0x y− = 或 3 0x y+ − = ；（2） 2 4 0x y+ − = . 

【分析】（1）讨论截距是否为 0，应用点斜式、截距式及所过的点求直线方程； 

（2）由题意直线斜率一定存在且不为 0，设直线为 2 0kx y k− + − = ，求出与坐标轴交点坐标，并得到三

角形面积关于 k的关系式，利用基本不等式求最小值，并确定取值条件，即得直线方程. 

【详解】（1）若截距都为 0 时，则所求直线为 2y x=  2 0x y− = ； 

若截距不为 0 时，设直线为 1
x y

a a
+ = ，则

1 2
1 3a

a a
+ =  = ， 

所以 1
3 3

x y
+ =  3 0x y+ − = ； 

综上，所求直线为 2 0x y− = 或 3 0x y+ − = . 

（2）由题意，直线斜率一定存在且小于 0， 

设直线为 2 ( 1)y k x− = −  2 0kx y k− + − = ，故
2

(1 ,0), (0,2 )M N k
k

− − ， 

所以三角形OMN 面积
1 2 1 4 1 4

(1 )(2 ) 2 [( ) ( )] 2 2 ( ) ( ) 4
2 2 2

S k k k
k k k

= − − = + − + −  +  −  − = ， 

当且仅当

4

2

0

k
kk

k


− = −

 = −
 

时三角形OMN 面积取最小值为 4， 

所以，对应直线为 2 4 0x y+ − = . 

19. 【答案】（1）证明过程见解析     
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（2）
2 7

3
 

【分析】（1）根据三线合一得到线线垂直，进而由CD ⊥平面 PAD ，得到CD ⊥ PO，证明出线面垂直； 

（2）建立空间直角坐标系，设
( )3 4

0, ,
2

a
M a

 −
 
 
 

，由点到平面距离公式得到方程，求出线段GM 的长. 

【小问 1 详解】 

因为 PAD 是正三角形，O 为 BC 的中点， 

所以 PO⊥ AD ， 

因为CD ⊥平面 PAD ， PO 平面 PAD ，所以CD ⊥ PO， 

因为CD AD D= ， ,CD AD 平面 ABCD， 

所以 PO⊥平面 ABCD； 

【小问 2 详解】 

连接OG ，因为 PO⊥平面 ABCD， ,OA OG 平面 ABCD， 

所以 PO⊥OA， PO⊥OG ， 

因为底面是边长为 4 的正方形，则 , ,OP OA OG 两两垂直， 

以O 为坐标原点， , ,OA OG OP 所在直线分别为 , ,x y z 轴，建立空间直角坐标系， 

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,0,0 , 2,4,0 , 0,0,2 3 , 1,0, 3 , 1,2, 3 , 0,4,0D C P F E G− − − − ， 

设
( )3 4

0, ,
2

a
M a

 −
 
 
 

，平面 EFG 的法向量为 ( ), ,n x y z= ， 

则
( ) ( )

( ) ( )
, , 0, 2,0 2 0

, , 1, 2, 3 2 3 0

n EF x y z y

n EG x y z x y z

  =  − = − =


 =  − = + − =

， 

解得 0y = ，令 1z = ，则 3x = ，故 ( )3,0,1n = ， 

则M 到平面 EFG 的距离为
( ) ( )3 4

3,0,1 0,4

3

,
2 3

3 1

a
a

n MG
d

n

 −
 − − 
   

= = =
+

， 



 

第15页/共18页 
 

 

解得
8

3
a = ，故

8 2 3
0, ,

3 3
M
 
  
 

，故

22
8 2 3 2 7

4 0
3 3 3

GM
  

= − + − =       

. 

20. 【答案】（1）证明过程见解析     

（2） 3a = ，直线 1AC 与平面 1A BD 所成角的正弦值为
10

10
 

【分析】（1）作出辅助线，得到四边形 PFEB 为平行四边形， / /EF BP ，进而证明出线面平行； 

（2）建立空间直角坐标系，由二面角大小求出 3a = ，再利用线面角的求解公式得到答案. 

【小问 1 详解】 

取 1A D 的中点 P ，连接 ,PF PB ， 

因为 ,E F 分别是棱 1,BC DD 的中点，所以 1 1/ /PF A D 且 1 1

1

2
P AF D= ，

1

2
BE BC= ， 

因为直棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1 1/ /BC A D 且 1 1BC A D= ， 

所以 / /PF BE ，且 PF BE= ， 

故四边形 PFEB 为平行四边形，所以 / /EF BP ， 

因为 EF 平面 1A BD ， PB 平面 1A BD ， 

所以 / /EF 平面 1A BD ； 
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【小问 2 详解】 

连接 AC ，与 BD相交于点O ，连接 1 1 1 1,AC B D 相交于点 H ， 

因为底面 ABCD是菱形，所以 ,AC BD 相互垂直，则 , ,AC BD OH 两两垂直， 

以O 为坐标原点， , ,OA OB OH 所在直线分别为 , ,x y z 轴，建立空间直角坐标系， 

因为 12, 60 ,AB BAD AA a=  =  = ，所以 2AD BD= = ， 1, 3OB AO= = ， 

故 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )13,0,0 3,0, , 0,1,0 , 0, 1,0 , 3,0,0A A a B D C− − ， 

设平面 1A BD 的法向量为 ( ), ,m x y z= ， 

则
( ) ( )

( ) ( )1

, , 0, 2,0 2 0

, , 3, 1, 3 0

m BD x y z y

m A D x y z a x y az

  =  − = − =


 =  − − − = − − − =

， 

解得 0y = ，令 1x = ，则
3

z
a

= − ，故
3

1,0,m
a

 
= −  
 

 

平面 ABD 的法向量为 ( )0,0,1n = ， 
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则

( )

2 2

3
31,0, 0,0,1

2
cos ,

23 3
1 1

m n a
am n

m n

a a

 
−  

  
= = = =


+ +

， 

解得 3a = ， 

则 ( )1,0, 1m = −  

设直线 1AC 与平面 1A BD 所成角大小为 ， 

则
( ) ( )1

1

1

1,0, 1 2 3,0, 3 10
sin cos ,

101 1 12 3

m AC
m AC

m AC


−  − −
= = = =

+  +
. 

21. 【答案】（1）  2,4,6,8,10Q = 不是“平衡集”，利用见解析     

（2）证明见解析    （3）证明见解析 

【分析】（1）根据定义直接判断即可得到结论． 

（2）设 1 2 na a a M+ ++ = ，由“平衡集”定义可知 ( 1iM a i− = ，2，， )n 为偶数，所以 ( 1ia i = ，2，

， )n 的奇偶性相同． 

（3）依次去掉 1a ， 2a 可得 1 2a a= ，显然与 1 2a a 矛盾，所以集合 1{A a= ， 2a ， 3a ， 4}a 不可能是“平

衡集”． 

【小问 1 详解】 

集合  2,4,6,8,10Q = 不是“平衡集”，理由如下： 

当去掉 1 或 5 或 9 时，满足条件， 

当去掉 4 时， 2 10 6 8+  + ，不满足条件， 

当去掉 8 时， 2 10 4 6+  + ，不满足条件， 

所以集合  2,4,6,8,10Q = 不是“平衡集”． 

【小问 2 详解】 

设集合 1{A a= ， 2a ，， }na ， 1 2 na a a M+ ++ = ， 

由于集合 A 是“平衡集”，设去掉 ( N )ia i    ,则  1 2 iA A A a=   ，其中 1 2A A =，且 1 2,A A 中的

元素和相等，不妨设 1A 中的元素和为 , Nn n ,所以 i2M n a= + ， 

12 (iM na i− = = ，2，， )n 为偶数， 

( 1ia i = ，2，， )n 的奇偶性相同，方可保证 ( )iM a− 一直为偶数， 

即集合A 中元素的奇偶性都相同． 

【小问 3 详解】 

若集合 1{A a= ， 2a ， 3a ， 4}a 是“平衡集”，且 1 2 3 4a a a a   ， 
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去掉 1a ，则 2 3 4a a a+ = ， 

去掉 2a ，则 1 3 4a a a+ = ， 

1 2a a = ，显然与 1 2a a 矛盾， 

集合 1{A a= ， 2a ， 3a ， 4}a 不可能是“平衡集”． 
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