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2023北京首都师大附中高三 10月月考 

数    学 

2023.10 

第 I卷（共 40分） 

一、选择题（本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题所列出的四个选项中，只有一项是最符

合题目要求的） 

1．已知集合 { | } M x x a=  ， { | 2 0} N x x= −   ，若M N =，则 a 的取值范围为 

A． 0a         B． 2a  −        C． 0a         D． 2a  −  

2．与圆
2 2( 1) 5x y+ − = 相切于点 (2,2) 的直线的斜率为 

A． 2−         B．
1

2
−           C．

1

2
       D． 2  

3．已知
1

2
1 1

e , ln , sin
2 2

a b c= = = ，则 

A． a b c       B．b c a        C． c a b      D． a c b   

4．已知函数 ( )f x 是定义在R 上的奇函数，且在区间 ( ,0]− 上单调递减， (1) 1f = − ．设 2( ) log ( 3)g x x= + ，

则满足 ( ) ( )f x g x≥ 的 x的取值范围是 

A． ( , 1]− −   B．[ 1, )− +       C． ( 3, 1]− −   D． ( 3,1]−  

5．已知点 P是边长为 2的正三角形 ABC 的内部（不包括边界）的一个点，则 AP AB 的取值范围为 

A． ( )0,2  B． ( )1,2  C． ( )0,4  D． ( )2,4  

6．已知函数 ( )
sin

2
x

x
f x

e

 
− 

 

= （ e 为自然对数的底数），当  ,x   − 时， ( )y f x= 的图象大致是 

 

A．                                          B．                                             C．                                            D． 

7．在 ABC 中，内角 A、 B 、C 所对的边分别为 a 、 b 、 c ，则“ cos cosa A b B=   是“ ABC 是以 A、 B

为底角的等腰三角形 的 

A．充分非必要条件 B．必要非充分条件 

C．充要条件 D．既非充分也非必要条件 

8．设无穷等比数列 的前 项和为 .若 1 2 1a a a−   ，则 

A．{ }nS 为递减数列 B．{ }nS 为递增数列 

{ }na n
nS
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C．数列{ }nS 有最大项 D．数列{ }nS 有最小项 

9．如图，在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， , ,E F G 分别是棱 1, ,AB BC CC 的中点， P 是底面

ABCD 内一动点，若直线 1D P 与平面 EFG 不存在公共点，则三角形 1PBB 的面积的最小值为 

A．
2

2
 B．1      C． 2      D． 2  

10．斐波那契数列又称为黄金分割数列，在现代物理、化学等领域都有应用．斐波那契数列{ }na 满足

1 2 1a a= = ， 1 2n n na a a− −= + *( 3, )n nN≥ ．给出下列四个结论： 

① 存在 *mN ，使得 ma ， 1ma + ， 2ma + 成等差数列； 

② 存在 *mN ，使得 ma ， 1ma + ， 2ma + 成等比数列； 

③ 存在常数 t ，使得对任意 *nN ，都有 na ， 2nta + ， 4na + 成等差数列； 

④ 存在正整数 1 2, , , mi i i ，且 1 2 mi i i   ，使得
1 2

2023
mi i ia a a+ + + = ． 

其中所有正确的个数是       

A．1个 B．2个 C．3个 D．4个 

第 II卷（共 110分） 

二、填空题（本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11．已知直线 2 3 0ax y a+ + = 和直线3 ( 1) 7x a y a+ − = − 平行，则 a 的值为_____________． 

12．已知向量 ,a b 的夹角为 60 ， 2a = ， 1b = ，则 2a b+ = _____________． 

13．设等比数列{ }na 的前 n项和为 nS .若 1S− 、 2S 、 3a 成等差数列，则数列{ }na 的公比为_____________． 

14．已知函数 ( ) sinf x x= ，若对任意 xR 都有 ( ) ( )f x f x m c+ + = （ c 为常数），则常数m 的一个取值为

_____________． 

15．已知函数 ( ) sin( ) ( 0,0 )
2

f x x   


= +     的部分图象如图 1 所示， ,A B 分别为图象的最高点和最

低点，过 A作 x轴的垂线，交 x轴于点 A   点C 为该部分图象与 x轴的交点．将绘有该图象的纸片沿 x轴折

成直二面角，如图 2所示，此时 10AB = ，则 = _____________． 

 

给出下列四个结论，其中所有正确结论的序号是_____________． 

①
3




= ； 

②图 2中， 5AB AC = ； 
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③图 2中，过线段 AB的中点且与 AB垂直的平面与 x轴交于点C ； 

④图 2 中， S 是△ A BC 及其内部的点构成的集合.设集合 { 2}T Q S AQ=   ，则T 表示的区域的面积大

于
4


． 

三、解答题（本大题共 6小题，共 85分． 解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤） 

16． (本小题 13分)  

已知函数 ( ) e cosxf x x= − ． 

（Ⅰ）求曲线 ( )y f x= 在点 ( , ( ))0 0f 处的切线方程； 

（Ⅱ）设 ( ) ( ) ( )g x x f x f x= − ，证明： ( )xg 在 (0, )+ 上单调递增． 

 

 

 

17．(本小题 13分) 

设
π

( ) 2sin sin( )
3

f x x x= − ． 

（Ⅰ）求 ( )f x 的最小正周期； 

（Ⅱ）比较 ( )
15

f


和
16

( )
17

f


− 的大小，并说明理由； 

（Ⅲ）已知 ( )f x 在[0 𝛼]上有极值，求实数𝛼的取值范围． 

 

 

 

18．(本小题 14分) 

在△ ABC 中， sin cos 0
2

B
b A a− = ． 

（Ⅰ）求 B ； 

（Ⅱ）若 3b = ，再从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，使△ ABC 存在且唯一确

定，求 a 及△ ABC 的面积． 

条件 ①：𝑐 = √10；  

条件 ②： sin sin 2sinA C B+ = ； 

条件 ③： 10ac = . 

注：如果选择的条件不符合要求，第（Ⅱ）问得 0 分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第一个

解答计分． 
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19．(本小题 15分) 

已知点
3

(1, )
2

在椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)
x y

E a b
a b

+ =   上，且 E 的离心率为
1

2
． 

（Ⅰ）求 E 的方程； 

（Ⅱ）设 F 为椭圆 E 的右焦点，点 ( , )P m n 是 E 上的任意一点，直线 PF 与直线 3 4 0mx ny+ = 相交于点Q ，

求 | |PQ 的值． 

 

 

20．(本小题 15分) 

已知函数 ( ) lnf x x x= ． 

（Ⅰ）求证： ( )f x x ； 

（Ⅱ）若函数
2( ) ( ) ( )g x f x a x x= + − 在区间 (1, )+ 上无零点，求 a 的取值范围． 

 

 

21．（本小题 15分） 

给定正整数 2n≥ ，设集合 1 2{ | ( , , , ) , {0,1}, 1,2, , }n kM t t t t k n = =  = ．对于集合 M 中的任意元素

1 2( , , , )nx x x = 和 1 2( , , , )ny y y = ，记 1 1 2 2 n nx y x y x y  = + + + ． 

设 A M ， 且 集 合 1 2{ | ( , , , ) , 1,2, , }i i i i inA t t t i n = = = ， 对 于 A 中 任 意 元 素 ,i j  ， 若

, ,

1, ,
i j

p i j

i j
 

=
 = 


则称 A具有性质 ( , )T n p ． 

（Ⅰ）判断集合 {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}A = 是否具有性质 (3,2)T ？说明理由； 

（Ⅱ）判断是否存在具有性质 (4, )T p 的集合 A，并加以证明； 

（Ⅲ）若集合 A具有性质 ( , )T n p ，证明： 1 2 ( 1,2, , )j j njt t t p j n+ + + = = ． 
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参考答案 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

B A D C C B B D C C 

二、填空题： 

11、【答案】 3     

12．【答案】2 3  

13．【答案】（3 或-1） 

14. 【答案】（2k+1）𝜋 

15. 【答案】 3    ② ③） 

三、解答题： 

16. 解：（Ⅰ） ( ) e sinxf x x = + ．           ………2分 

所以 (0) 0f = ， (0) 1f  = ．         ………4分 

所以曲线 ( )y f x= 在点 ( , ( ))0 0f 处的切线方程为 y x= ．   ………6分 

（Ⅱ）由题设， ( ) (e sin ) (e cos )x xg x x x x= + − −  

( 1)e sin cosxx x x x= − + + ．                       ………7分 

所以 ( ) (e cos )xg x x x = + ．         ………9分 

当 0x  时，因为 0e cos e cos 1 cos 0x x x x+  + = + ≥ ， 

所以 ( ) 0g x  ．           ………11分 

所以 ( )xg 在 (0, )+ 上单调递增．        ………13分 

17．解析： 

(I) ( ) 2sin (sin cos cos sin )
3 3

f x x x x
 

= − 23
sin 2 sin

2
x x=  −  

3 1 cos 2
sin 2

2 2

x
x

−
=  −

3 1 1
sin 2 +cos 2

2 2 2
x x=   −

1
sin(2 )

6 2
x


= + −

……6分 

( )f x 的周期为π
……7分 

（Ⅱ）𝑓 (
𝜋

15
) > 𝑓(−

16

17
𝜋) 

（Ⅲ）(
𝜋

6
, +∞) 

18.解：（Ⅰ）由正弦定理得 sin sinb A a B= ，由题设得 sin cos 0
2

B
a B a− = ， 

        2 sin cos cos 0
2 2 2

B B B
a a− = ， 

因为0
2 2

B 
  ，所以 cos 0.

2

B
a   

所以
1

sin
2 2

B
= . 
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2 6

B 
= ,

3
B


= .                                                

（Ⅱ）选条件②： sin sin 2sin .A C B+ =    

因为 3,
3

b B


= = ， sin sin 2sin .A C B+ =  

由正弦定理得
2 6a c b+ = =

，由余弦定理得 2 2 29 ( ) 3a c ac a c ac= + − = + − ， 

解得 9ac = . 

所以
1 9 3

sin
2 4

ABCS ac B= =△ ．                             

由
9,

6,

ac

a c

=


+ =
解得 3a = .                                               

19.解：（Ⅰ）由题意得

2 2

2 2 2

1 9
1,

4

1
,

2

,

a b

c

a

a b c


+ =


 =



= + 解得

2,

3,

1.

a

b

c

=


=
 =
  

所以椭圆 E 的方程为

2 2

1
4 3

x y
+ =

．                              ………5分 

（Ⅱ）因为点
( , )P m n

是椭圆 E 上的任意一点，所以
2 23 4 12m n+ = ． 

   ①当 1m = 时，点

3
(1, )

2
P

或

3
(1, )

2
P −

． 

当点 P 为

3
(1, )

2 时，直线 PF 与直线
2 0x y+ =

相交于点

1
(1, )

2
Q −

．此时
| | 2PQ =

． 

当点 P 为

3
(1, )

2
−

时，直线 PF 与直线
2 0x y− =

相交于点

1
(1, )

2
Q

．此时
| | 2PQ =

． 

②当 1m  时，直线 PF 的方程为
( 1)

1

n
y x

m
= −

− ． 

由

( 1),
1

3 4 0

n
y x

m

mx ny


= −

−
 + = 得

24
,

12 3

.
4

n
x

m

mn
y

m


= −


− =

 − 所以点

24
( , )
12 3 4

n mn
Q

m m

−

− − ． 

所以

2
2 2 24

| | ( ) ( )
12 3 4

n mn
PQ m n

m m

−
= − + −

− −

2 2
2 212 3 4 4

( ) ( )
12 3 4

m m n n mn mn

m m

− − − +
= +

− −  

2 24 4 4
( ) ( )

4 4

m n

m m

−
= +

− −

2 2

2

(4 4) 16

(4 )

m n

m

− +
=

−  
2 2

2

(4 4) 4(12 3 )

(4 )

m m

m

− + −
=

−

2 2

2 2

4( 8 16) 4( 4)
4

(4 ) (4 )

m m m

m m

− + −
= = =

− − ． 

所以
| | 2PQ =

． 

综上，
| | 2PQ =

．                                                ………15分 
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20.解：对 ( )f x 求导得
ln

( )
2

x x
f x

xx
 = + . 

因为 0x  ，所以 0x  . 

由此可知，要证 lnx x x ，只需证 ln x x ，即证 ln 0x x−  . 

    令 ( ) lnh x x x= − ，  

    求导得
1 1 2

( )
22

x
h x

x xx

−
 = − = .  

令 '( ) 0,h x = 解得 4x = . 

    可知 , ( )x h x 与 ( )h x 的变化情况如下表： 

x  (0,4)  4  (4, )+  

( )h x  +  0  −  

( )h x   极大值  

所以 ( ) (4) ln 4 2 0h x h = −  . 

所以 ln 0x x−  恒成立. 

即原不等式成立. 

（Ⅱ） 2( ) ln ( )g x x x a x x= + − ， 

因为 1x  ，所以 2ln 0, 0x x x x −  . 

所以当 0a  时， ( ) 0g x  在 (1, )+ 上恒成立，符合题意. 

当 0a  时，
ln

'( ) (2 1)
2

x x
g x a x

xx
= + + − . 

令 ( ) ( )t x g x= ， 

则

ln

1 1 1 ln2
( ) 2 2 0

2 2 4

x x

xx x
t x a a

x x x x x

−

 =  −  + = − +  在 (1, )+ 上恒成立. 

所以 ( ) ( )t x g x= 在 (1, )+ 上单调递减. 

(1) 1g a = + . 

①当 (1) 1 0g a = +  即 1a  − 时， ( ) 0g x  在 (1, )+ 上恒成立. 

所以 ( )g x 在 (1, )+ 上单调递减. 

所以 ( ) (1) 0g x g = 在 (1, )+ 上恒成立，符合题意. 

②当 (1) 1 0g a = +  即 1 0a−   时， 

因为 1x  且由（Ⅱ）知 ln x x ， 

所以
ln

'( ) (2 1)
2

x x
g x a x

xx
= + + −

1 1
(2 1) 1 (2 1)

22

x
a x a x

x x
 + + −  + + − . 
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所以
1 1

'(1 ) 0
2

g a
a

−  −  ， 

所以存在 0

1
(1,1 )x

a
 − 使得 0'( ) 0g x = ， 

因此 , '( )x g x 与 ( )g x 的变化情况如下表： 

x  0(1, )x  0x  0( , )x +  

'( )g x  +  0  −  

( )g x   极大值  

所以 0( ) (1) 0g x g = . 

由（Ⅱ）中 lnx x x ， 

可以得 2 2( ) ln ( ) ( ) ( 1 )g x x x a x x x a x x x ax a= + −  + − = + − . 

令
1

1x
a

= − ，得
1

(1 ) 0g
a

−  . 

所以 ( )g x 在区间 (1, )+ 上存在零点，不合题意，舍去. 

综上， a的取值范围是 ( , 1] [0, )− − + . 

（21）解：（Ⅰ）因为 (1,1,0) (1,1,0) 1 1 1 1 0 0 2 =  +  +  = ，同理 (1,0,1) (1,0,1) (0,1,1) (0,1,1) 2 =  = ． 

又 (1,1,0) (1,0,1) 1 1 1 0 0 1 1 =  +  +  = ，同理 (1,1,0) (0,1,1) (1,0,1) (0,1,1) 1 =  = ． 

所以集合 {(1,1,0) , (1,0,1) , (0,1,1)}A = 具有性质 (3,2)T ．   ………4分 

（Ⅱ）当 4n = 时，集合 A中的元素个数为 4 ．由题设 {0,1,2,3,4}p ． ………5分 

假设集合 A具有性质 (4, )T p ，则 

①当 0p = 时， {(0,0,0,0)}A = ，矛盾． 

②当 1p = 时， {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}A = ，不具有性质 (4,1)T ，矛盾． 

③当 2p = 时， {(1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1), (0,1,1,0), (0,1,0,1), (0,0,1,1)}A ． 

因为 (1,1,0,0) 和 (0,0,1,1) 至多一个在 A中； (1,0,1,0) 和 (0,1,0,1) 至多一个在 A中； 

(1,0,0,1) 和 (0,1,1,0) 至多一个在 A中，故集合 A中的元素个数小于 4 ，矛盾． 

④当 3p = 时， {(1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1), (0,1,1,1)}A = ，不具有性质 (4,3)T ，矛盾． 

⑤当 4p = 时， {(1,1,1,1)}A = ，矛盾． 

综上，不存在具有性质 (4, )T p 的集合 A．      ………9分 

（Ⅲ）记 1 2 ( 1,2, , )j j j njc t t t j n= + + + = ，则 1 2 nc c c np+ + + = ． 

若 0p = ，则 {(0,0, ,0)}A = ，矛盾．若 1p = ，则 {(1,0,0, ,0)}A = ，矛盾．故 2p≥ ． 

假设存在 j 使得 1jc p +≥ ，不妨设 1j = ，即 1 1c p +≥ ． 

当 1c n= 时，有 jc = 0或 jc =1 ( 2,3, , )j n= 成立． 

所以 1 2, , , n   中分量为1的个数至多有 ( 1) 2 1 2 ≤n n n n np+ − = −  ．…11分 

当 11p c n+ ≤ 时，不妨设 11 21 1,1 11, 0p nt t t t+= = = = = ． 
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因为 n n p  = ，所以 n 的各分量有 p 个1，不妨设 2 3 , 1 1n n n pt t t += = = = ． 

由 i j 时， 1i j  = 可知， {2,3, , 1}q p  + ， 1 2 1,, , ,q q p qt t t + 中至多有1个1， 

即 1 2 1, , , p+   的前 1p + 个分量中，至多含有 1 2 1p p p+ + = + 个1． 

又 1i n  = ( 1,2, , 1)i p= + ，则 1 2 1, , , p+   的前 1p + 个分量中，含有 

( 1) ( 1) 2 2p p p+ + + = + 个1，矛盾．        

所以 ( 1,2, , )jc p j n=≤ ．         ………14分 

因为 1 2 nc c c np+ + + = ， 

所以 jc p= ( 1,2, , )j n= ． 

所以 1 2 ( 1,2, , )j j njt t t p j n+ + + = = ．      ………15分 
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平台自创办以来，为众多重点大学发现和推荐优秀生源，和北京近百所中学达成合作关

系，累计举办线上线下升学公益讲座数千场，帮助数十万考生顺利通过考入理想大学，在家

长、考生、中学和社会各界具有广泛的口碑影响力

未来，北京高考在线平台将立足于北京新高考改革，基于对北京高考政策研究及北京高

校资源优势，更好的服务全国高中家长和学生。

推荐大家关注北京高考在线网站官方微信公众号：京考一点通，我们会持续为大家整

理分享最新的高中升学资讯、政策解读、热门试题答案、招生通知等内容！

http://www.gaokzx.com
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