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2022 北京海淀实验中学高二（上）期末 

数    学 

一、选择题（每题 4 分） 

1. 在复平面内，复数
3i

1 i−
对应的点在（    ） 

A. 第一象限 B. 第二象限 C. 第三象限 D. 第四象限 

2. 下列直线中，倾斜角为 45°的是（    ） 

A. 1 0x y+ − =  B. 1 0x + =  

C. 2 0x y− + =  D. 2 1 0x y− − =  

3. 若直线 1 0x ay− + = 与直线 2 0x y+ = 垂直，则 a 值为（    ） 

A. 2 B. 1 C. 
1

2
−  D. 1−  

4. 已知数列 na 满足 ( )*
1, 3

2 , 3
n

n n
a n

n n

+ 
= 


N ，且 4na = ，那么 n等于（    ） 

A. 2  B. 3  C. 4  D. 2 或3  

5. 如图，在四面体O ABC− 中，OA a
→

= ，OB b
→

= ，OC c
→

= ，D 为 BC 的中点，E 为 AD 的中点，则OE 可用向

量 a
→
， b

→
， c

→
表示为（    ） 

 

A  
1 1 1

2 2 2
a b c
→ → →

+ +  B. 
1 1 1

2 4 4
a b c
→ → →

+ +  

C. 
1 1 1

4 2 4
a b c
→ → →

+ +  D. 
1 1 1

4 4 2
a b c
→ → →

+ +  

6. 平面 与平面 平行的充分条件可以是（    ） 

A. 平面 内有一条直线与平面  平行 

B. 平面 内有两条直线分别与平面 平行 

C  平面 内有无数条直线分别与平面 平行 

D. 平面 内有两条相交直线分别与平面 平行 

7. 若双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
− = （ 0a  ， 0b  ）的一条渐近线经过点 ( )3,1 ，则双曲线的离心率为（    ） 

的

.

.



 2 / 22 

A. 
2 3

3
 B. 

6

2
 C. 3  D. 2 

8. 已知球 O 的半径为 2，球心到平面 的距离为 1，则球 O 被平面 截得的截面面积为（    ） 

A. 2 3  B. 3  C. 3  D.   

9. 如图，在三棱锥P ABC− 中，PA ⊥平面 ABC， AB AC⊥ ， 2PA = ， 2AB AC= = ，则点 A 到平面 PBC

的距离为（    ） 

 

A. 1 B. 
3

2
 C. 

2

2
 D. 

1

2
 

10. 如图， 1F ， 2F 是平面上的两点，且 1 2 10F F = ，图中的一系列圆是圆心分别为 1F ， 2F 的两组同心圆，每组同心

圆的半径分别是1， 2 ，3， ，A ， B ，C ，D ， E 是图中两组同心圆的部分公共点，若点A 在以 1F ， 2F 为焦

点的椭圆M 上，则（    ） 

 

A. 点 B 和C 都在椭圆M 上 B. 点C 和D 都在椭圆M 上 

C. 点D 和 E 都在椭圆M 上 D. 点 E 和 B 都在椭圆M 上 

11. 设 P 为直线 2y kx= + 上任意一点，过 P 总能作圆
2 2 1x y+ = 的切线，则 k 的最大值为（    ） 

A. 
3

3
 B. 1 C. 2  D. 3  

12. 某综合实践小组设计了一个“双曲线型花瓶”.他们的设计思路是将某双曲线的一部分（图 1 中 A，C 之间的曲

线）绕其虚轴所在直线 l旋转一周，得到花瓶的侧面，花瓶底部是平整的圆面，如图 2.该小组给出了图 1 中的相关

数据： 1 13cmAA = ， 1 12cmBB = ， 1 20cmCC = ， 1 1 15cmA B = ， 1 1 48cmB C = ，其中 B 是双曲线的一个顶点.

小组中甲､乙､丙､丁四位同学分别用不同的方法估算了该花瓶的容积（忽略瓶壁和底部的厚度），结果如下表所示 

学生 甲 乙 丙 丁 
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估算结果（ 3cm ） 25200  17409  14889  13809  

其中估算结果最接近花瓶的容积的同学是（    ）（参考公式：
2V R h=圆柱 ，

21

3
V R h=圆锥 ，

( )2 21

3
V h r rR R= + +圆台 ） 

 

A. 甲 B. 乙 C. 丙 D. 丁 

二、填空题（每题 5 分） 

13. 复数 ( )1i i+ 的实部为_________． 

14. 圆
2 2 2 6 9 0x y x y+ − + + = 的圆心坐标为___________；半径为___________. 

15. 在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1 1 1AC A B = ___________. 

16. 若直线 3 1 0− + =ax y 与直线2 2 0x y+ + = 平行，则实数a的值是_______________. 

17. 在数列 na 中， 1

1

4
a = ， ( )

1

1
1 2n

n

a n
a −

= −  ，则 2022a = ____________． 

18. 如图，若正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 的棱长为 1，则异面直线 AC 与 1A B 所成的角的大小是__________；直线

1A B 和底面 ABCD 所成的角的大小是__________． 

 

19. 若抛物线
2 4y x= 上一点 P 到 y 轴的距离是 4，则点 P 到该抛物线焦点的距离是___________. 

20. 已知双曲线 M 的中心在原点，以坐标轴为对称轴.从以下三个条件中任选两个条件，并根据所选条件求双曲线 M

的标准方程.①一个焦点坐标为 ( )2,0 ；②经过点 ( )3,0 ；③离心率为 2 .你选择的两个条件是___________，得到

的双曲线 M 的标准方程是___________. 

21. 椭圆
2 2

: 1
8 4

x y
C + = 的右焦点为 F ，过原点的直线与椭圆C 交于两点A 、 B ，则 ABF 的面积的最大值为

___________. 

22. 关于方程 ( ) 2020xy x y+ = 所表示的曲线，下列说法正确的是__________． 
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①关于 x轴对称；②关于 y 轴对称；③关于原点对称；④关于直线 y x= 对称． 

23. 若数列{an}的前 n项和 Sn＝3n2－2n＋1，则数列{an}的通项公式 an＝________. 

24. 如图，在矩形 ABCD中， 1AB = ， 3AD = ，将 ABD△ 沿 BD 所在的直线进行翻折，得到空间四边形

1A BCD . 

 

给出下面三个结论： 

①在翻折过程中，存在某个位置，使得 1AC BD⊥ ； 

②在翻折过程中，三棱锥 1A BCD− 的体积不大于
1

4
； 

③在翻折过程中，存在某个位置，使得异面直线 1A D 与 BC 所成角 45°. 

其中所有正确结论的序号是___________. 

三、解答题（8 分 12+ 分 10+ 分 12+ 分 42= 分） 

25. 在平面直角坐标系 xOy中，圆 O 以原点为圆心，且经过点 ( )1, 3M . 

（1）求圆 O 的方程； 

（2）若直线 3 2 0x y+ − = 与圆 O 交于两点 A，B，求弦长 AB . 

26. 如图，在直三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， AC BC⊥ ， 1AC BC= = ， 1 2AA = .M 为侧棱 1BB 中点，连接

1A M ， 1C M ，CM. 

 

（1）证明：AC∥平面 1 1AC M ； 

（2）证明：CM ⊥平面 1 1AC M ； 

（3）求二面角 1 1 1BC A M− − 的大小. 

27. 已知抛物线 C：
2 2y px= 经过点 ( )1, 2 . 

为
的
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（1）求抛物线 C 的方程及其准线方程； 

（2）经过抛物线 C 的焦点 F 的直线 l与抛物线交于两点 M，N，且与抛物线的准线交于点 Q.若 2 2MN QF= ，

求直线 l 的方程. 

28. 已知椭圆
2 2

2 2
1

x

a
E

y

b
+ =： （ 0a b  ）的离心率为

6

3
，一个焦点为 ( )2,0 . 

（1）求椭圆 E 的方程； 

（2）设O 为原点，直线 y x m= + （ 0m  ）与椭圆 E 交于不同的两点 ,A B ，且与 x 轴交于点C ， P 为线段OC

的中点，点 B 关于 x轴的对称点为 1B .证明： 1PAB 是等腰直角三角形.  
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参考答案 

一、选择题（每题 4 分） 

1. 在复平面内，复数
3i

1 i−
对应的点在（    ） 

A. 第一象限 B. 第二象限 C. 第三象限 D. 第四象限 

【答案】B 

【解析】 

【分析】根据复数的除法运算算出
3i

1 i−
，然后可得答案. 

【详解】
( )

( )( )

3i 1 i3i 3 3i

1 i 1 i 1 i 2

+ − +
= =

− − +
，其对应的点为

3 3
,

2 2

 
− 
 

，位于第二象限 

故选：B 

2. 下列直线中，倾斜角为 45°的是（    ） 

A. 1 0x y+ − =  B. 1 0x + =  

C. 2 0x y− + =  D. 2 1 0x y− − =  

【答案】C 

【解析】 

【分析】由直线倾斜角得出直线斜率，再由直线方程求出直线斜率，即可求解. 

【详解】由直线的倾斜角为 45°，可知直线的斜率为 1k = ， 

对于 A，直线斜率为 1k = − ， 

对于 B，直线无斜率， 

对于 C，直线斜率 1k = ， 

对于 D，直线斜率
2

2
k = ， 

故选：C 

3. 若直线 1 0x ay− + = 与直线 2 0x y+ = 垂直，则 a 的值为（    ） 

A. 2 B. 1 C. 
1

2
−  D. 1−  

【答案】A 

【解析】 

【分析】根据两条直线垂直的条件列方程，解方程求得a的值. 

【详解】由于直线 1 0x ay− + = 与直线 2 0x y+ = 垂直，所以 ( )1 2 1 0a + −  = ，解得 2a = . 

故选：A 

4. 已知数列 na 满足 ( )*
1, 3

2 , 3
n

n n
a n

n n

+ 
= 


N ，且 4na = ，那么 n等于（    ） 
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A. 2  B. 3  C. 4  D. 2 或3  

【答案】B 

【解析】 

【分析】由 na 通项公式，将 4na = 代入求 n值，注意 n的范围，即可确定 n 值. 

【详解】由题设，若 1 4na n= + = ，可得 *3 { | 3, N }n n n n=    ， 

若 2 4na n= = ，可得 *2 { | 3, N }n n n n=    ， 

所以 3n = . 

故选：B 

5. 如图，在四面体O ABC− 中，OA a
→

= ，OB b
→

= ，OC c
→

= ，D 为 BC 的中点，E 为 AD 的中点，则OE 可用向

量 a
→
， b

→
， c

→
表示为（    ） 

 

A. 
1 1 1

2 2 2
a b c
→ → →

+ +  B. 
1 1 1

2 4 4
a b c
→ → →

+ +  

C. 
1 1 1

4 2 4
a b c
→ → →

+ +  D. 
1 1 1

4 4 2
a b c
→ → →

+ +  

【答案】B 

【解析】 

【分析】利用空间向量的基本定理，用 a ，b ， c 表示向量OE ． 

【详解】因为D 是 BC 的中点， E 是 AD 的中点， 

1
( )

2
OD OB OC= + ，

1 1 1 1 1 1
( ) ( )

2 2 4 2 4 4
OE OA OD OA OB OC a b c= + = + + = + + ． 

故选：B 

6. 平面 与平面 平行的充分条件可以是（    ） 

A. 平面 内有一条直线与平面  平行 

B. 平面 内有两条直线分别与平面 平行 

C. 平面 内有无数条直线分别与平面 平行 

D. 平面 内有两条相交直线分别与平面 平行 

【答案】D 

【解析】 

【分析】根据平面与平面平行的判定定理可判断. 
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【详解】对 A，若平面 内有一条直线与平面 平行，则平面 与平面 可能平行或相交，故 A 错误； 

对 B，若平面 内有两条直线分别与平面 平行，若这两条直线平行，则平面 与平面 可能平行或相交，故 B

错误； 

对 C，若平面 内有无数条直线分别与平面  平行，若这无数条直线互相平行，则平面 与平面 可能平行或相

交，故 C 错误； 

对 D，若平面 内有两条相交直线分别与平面 平行，则根据平面与平面平行的判定定理可得平面 与平面 平

行，故 D 正确. 

故选：D. 

7. 若双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
− = （ 0a  ， 0b  ）的一条渐近线经过点 ( )3,1 ，则双曲线的离心率为（    ） 

A. 
2 3

3
 B. 

6

2
 C. 3  D. 2 

【答案】A 

【解析】 

【分析】先求出渐近线方程，进而将点 ( )3,1 代入直线方程得到 a,b 关系，进而求出离心率. 

【详解】由题意，双曲线的渐近线方程为：
b

y x
a

=  ，而一条渐近线过点 ( )3,1 ，则
3

1
b

a
= ，

2

2

1 1 2 3
1 1

3 33

b c b
e

a a a
=  = = + = + = . 

故选：A. 

8. 已知球 O 的半径为 2，球心到平面 的距离为 1，则球 O 被平面 截得的截面面积为（    ） 

A. 2 3  B. 3  C. 3  D.   

【答案】B 

【解析】 

【分析】根据球的性质可求出截面圆的半径即可求解. 

【详解】由球的性质可知，截面圆的半径为 2 22 1 3− = ， 

所以截面的面积 ( )
2

3 3S  = = . 

故选：B 

9. 如图，在三棱锥P ABC− 中，PA ⊥平面 ABC， AB AC⊥ ， 2PA = ， 2AB AC= = ，则点 A 到平面 PBC

的距离为（    ） 
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A. 1 B. 
3

2
 C. 

2

2
 D. 

1

2
 

【答案】A 

【解析】 

【分析】设点 A 到平面 PBC 的距离为 h ，根据等体积法求解即可. 

【详解】因为PA ⊥平面 ABC， 

所以 ,PA AB PA AC⊥ ⊥ , 

因为 2PA = ， 2AB AC= = ， 

所以 ( )
2

22 2 6PB PC= = + =  

又 AB AC⊥ ， 2AB AC= = ， 

所以 2 22 2 2 2BC = + = , 

所以 ( )
2

21 2 2 1
6 2 2 2 2 2

2 2 2
△PBCS BC

 
=  − =   =  

 

, 

设点 A 到平面 PBC 的距离为 h ， 

则 P ABC A PBCV V− −= , 

即
1 1

3 3
△ △ABC PBCPA S h S =  , 

1
2 2 2

2 1
2 2

h

  

 = =
， 

故选：A 

10. 如图， 1F ， 2F 是平面上的两点，且 1 2 10F F = ，图中的一系列圆是圆心分别为 1F ， 2F 的两组同心圆，每组同心

圆的半径分别是1， 2 ，3， ，A ， B ，C ，D ， E 是图中两组同心圆的部分公共点，若点A 在以 1F ， 2F 为焦

点的椭圆M 上，则（    ） 
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A. 点 B 和C 都在椭圆M 上 B. 点C 和D 都在椭圆M 上 

C. 点D 和 E 都在椭圆M 上 D. 点 E 和 B 都在椭圆M 上 

【答案】C 

【解析】 

【分析】由 1 2 3 9 12AF AF+ = + = ，即椭圆中的2 12a = ，然后根据定义逐一判断即可. 

【详解】因为点A 在以 1F ， 2F 为焦点的椭圆M 上， 

所以 1 2 3 9 12AF AF+ = + = ，即椭圆中的2 12a =  

因为 1 2 5 9 14 12BF BF+ = + =  ， 1 2 5 6 11 12CF CF+ = + =   

1 2 5 7 12DF DF+ = + = ， 1 2 11 1 12EF EF+ = + =  

所以 ,D E 在椭圆M 上 

故选：C 

11. 设 P 为直线 2y kx= + 上任意一点，过 P 总能作圆
2 2 1x y+ = 的切线，则 k 的最大值为（    ） 

A. 
3

3
 B. 1 C. 2  D. 3  

【答案】D 

【解析】 

【分析】根据题意，判断点 P 与圆的位置关系以及直线与圆的位置关系，根据直线与圆的位置关系，即可求得 k 的

最大值. 

【详解】因为过过 P 总能作圆
2 2 1x y+ = 的切线，故点 P 在圆外或圆上， 

也即直线 2y kx= + 与圆
2 2 1x y+ = 相离或相切， 

则
2

2
1

1k


+
，即 2 1 4k +  ，解得 3, 3k   −

 ， 

故 k 的最大值为 3 . 

故选：D. 

12. 某综合实践小组设计了一个“双曲线型花瓶”.他们的设计思路是将某双曲线的一部分（图 1 中 A，C 之间的曲

线）绕其虚轴所在直线 l旋转一周，得到花瓶的侧面，花瓶底部是平整的圆面，如图 2.该小组给出了图 1 中的相关
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数据： 1 13cmAA = ， 1 12cmBB = ， 1 20cmCC = ， 1 1 15cmA B = ， 1 1 48cmB C = ，其中 B 是双曲线的一个顶点.

小组中甲､乙､丙､丁四位同学分别用不同的方法估算了该花瓶的容积（忽略瓶壁和底部的厚度），结果如下表所示 

学生 甲 乙 丙 丁 

估算结果（ 3cm ） 25200  17409  14889  13809  

其中估算结果最接近花瓶的容积的同学是（    ）（参考公式：
2V R h=圆柱 ，

21

3
V R h=圆锥 ，

( )2 21

3
V h r rR R= + +圆台 ） 

 

 

A. 甲 B. 乙 C. 丙 D. 丁 

【答案】D 

【解析】 

【分析】根据几何体可分割为圆柱和曲边圆锥，利用圆柱和圆锥的体积公式对几何体的体积进行估计即可. 

【详解】可将几何体看作一个以 1 12cmBB = 为半径，高为 1 1 1 1 48 15 63cmB C A B+ = + = 的圆柱， 

再加上两个曲边圆锥，其中底面半径分别为20 12 8cm− = ，13 12 1cm− = ，高分别为48cm ,15cm , 

2 312 ( )圆柱= 63=9072 cmV π π  , 

( )2 2 31
8 15 1029( )

3
圆锥= 48+1 cmV π   = , 

所以花瓶的容积 3 39072 10101cm cmπ V π  ， 

故最接近的是丁同学的估算， 

故选：D 

二、填空题（每题 5 分） 

13. 复数 ( )1i i+ 的实部为_________． 

【答案】 1−  

【解析】 

【详解】复数 (1 ) 1 1i i i i+ = − = − + ，其实部为 1− . 
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考点：复数的乘法运算、实部. 

 

14. 圆 2 2 2 6 9 0x y x y+ − + + = 的圆心坐标为___________；半径为___________. 

【答案】    ①. (1, 3)−     ②. 1  

【解析】 

【分析】配方后可得圆心坐标和半径． 

【详解】将圆的一般方程化为圆标准方程是
2 2( 1) ( 3) 1x y− + + = ， 

圆心坐标为 (1, 3)− ，半径为1． 

故答案为： (1, 3)− ；1． 

15. 在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，
1 1 1AC A B = ___________. 

【答案】1 

【解析】 

【分析】根据向量的加法及向量数量积的运算性质求解. 

【详解】如图，在正方体中， 

  

2

1 1 1 1 1 1 1 0 0 1AC A B AC CC A B AB AD AA AB AB
→ → → → → → → →   

  = +  = + +  = + + =   
   

， 

故答案为：1 

16. 若直线 3 1 0− + =ax y 与直线2 2 0x y+ + = 平行，则实数a的值是_______________. 

【答案】 6−  

【解析】 

【分析】利用一般式方程中两直线平行的条件，即可得解. 

【详解】 直线 3 1 0− + =ax y 与直线2 2 0x y+ + = 平行， 


3 1

2 1 2

a −
=  ，解得 6a = − . 

故答案为： 6− . 

【点睛】本题考查一般式方程中两直线平行的条件，属于基础题.若两条直线的方程是用一般式给出的，设直线 1 2,l l

的方程分别为 1 1 1 0A x B y C+ + = , 2 2 2 0A x B y C+ + = ，则两直线平行与垂直的结论如下：（1）若 1 2l l ，当斜率存在
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时，
1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
=  ；当斜率不存在时， 1 2 0B B= = 且

1 2

1 2

C C

A A
 ；（2）若 1 2l l⊥ ，当斜率存在时，

1 2

1 2

= 1
A A

B B
 − ；

当斜率不存在时， 1 20, 0A B= = 或 2 10, 0A B= = . 

17. 在数列 na 中， 1

1

4
a = ， ( )

1

1
1 2n

n

a n
a −

= −  ，则 2022a = ____________． 

【答案】
4

3
##

1
1

3
 

【解析】 

【分析】由递推式可得 na 是周期为 3 的数列，再应用周期性求 2022a . 

【详解】由题设， 2

1

1
1 3a

a
= − = − ， 3

2

1 4
1

3
a

a
= − = ， 4

3

1 1
1

4
a

a
= − = ，… 

所以 na 是周期为 3 的数列，故 2022 674 3 3

4

3
a a a= = = . 

故答案为：
4

3
 

18. 如图，若正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 的棱长为 1，则异面直线 AC 与 1A B 所成的角的大小是__________；直线

1A B 和底面 ABCD 所成的角的大小是__________． 

 

【答案】    ①. 
3


    ②. 

4


. 

【解析】 

【分析】 

①通过平行关系，直线 1A B 与直线 AC 所成角即直线 1A B 与直线 1 1AC 所成角，解三角形即可得解； 

②根据线面角定义，通过垂直关系找出线面角即可. 

【详解】作图：连接 1 1,B C BC 交 1B C 于O ，连接 1AO  



 14 / 22 

 

①在正方体中， 1 1 1 1=A B BC AC= ，易得 1 1A BC 为等边三角形， 1 1
3

BAC


 =  

由 1AA 与 1CC 平行且相等，则四边形 1 1ACC A 为平行四边形， 1 1//CA C A ， 

直线 1A B 与直线 AC 所成角即直线 1A B 与直线 1 1AC 所成角， 

所以所成角为
3


； 

②正方体中， 1A A ⊥平面 ABCD，  

所以 1A BA 就是直线 1A B 和平面 ABCD所成的角 

由于 1AA AB= ， 1A A AB⊥ ， 1AA B 等腰直角三角形，所以 1 =
4

A BA


 ， 

所以直线 1A B 和底面 ABCD 所成的角的大小
4


. 

故答案为：①
3


；②

4


. 

【点睛】此题考查求异面直线所成的角和直线与平面所成角，通过平行线求异面直线夹角，通过垂直关系根据定义

找出线面角即可求解. 

19. 若抛物线
2 4y x= 上一点 P 到 y 轴的距离是 4，则点 P 到该抛物线焦点的距离是___________. 

【答案】5 

【解析】 

【分析】根据抛物线的定义知点 P 到焦点距离等于到准线的距离即可求解. 

【详解】因为抛物线方程为
2 4y x= ， 

所以准线方程为 1x = − ， 

所以点 P 到准线的距离为4 1 5+ = ， 

故点 P 到该抛物线焦点的距离5 . 

故答案为：5  

20. 已知双曲线 M 的中心在原点，以坐标轴为对称轴.从以下三个条件中任选两个条件，并根据所选条件求双曲线 M

的标准方程.①一个焦点坐标为 ( )2,0 ；②经过点 ( )3,0 ；③离心率为 2 .你选择的两个条件是___________，得到

的双曲线 M 的标准方程是___________. 

是



 15 / 22 

【答案】    ①. ①②或①③或② ③    ②. 
2

2 1
3

x
y− = 或

2 2

1
2 2

x y
− = 或

22

1
3 3

yx − =  

【解析】 

【分析】选①②，根据焦点坐标及顶点坐标直接求解，选①③，根据焦点坐标及离心率求出 ,a c 即可得解，选 ② 

③ ，可由顶点坐标及离心率得出 ,a c ，即可求解. 

【详解】选①②，由题意则 2c = ， 3a = ， 

2 2 2 1b c a = − = ， 

双曲线的标准方程为
2

2 1
3

x
y− = ， 

故答案为：①②；
2

2 1
3

x
y− = ， 

选①③ ，由题意， 2, 2
c

c e
a

= = = ， 

2a = ， 

2 2 2 2b c a = − = ， 

双曲线的标准方程为
2 2

1
2 2

x y
− = ， 

选 ② ③，由题意知 3, 2
c

a e
a

= = = ， 

6c = ， 

2 2 2 3b c a = − = ， 

双曲线的标准方程为
22

1
3 3

yx − = . 

故答案为：①②；
2

2 1
3

x
y− = 或①③；

2 2

1
2 2

x y
− = 或② ③ ；

22

1
3 3

yx − = . 

21. 椭圆
2 2

: 1
8 4

x y
C + = 的右焦点为 F ，过原点的直线与椭圆C 交于两点A 、 B ，则 ABF 的面积的最大值为

___________. 

【答案】 4  

【解析】 

【分析】分析可知点A 、 B 关于原点对称，可知当A 、 B 为椭圆C 短轴的端点时， ABF 的面积取得最大值. 

【详解】在椭圆C 中， 2 2a = ， 2b = ，则 2 2 2c a b= − = ，则 ( )2,0F ， 

由题意可知，A 、 B 关于原点对称， 

当A 、 B 为椭圆C 短轴的端点时， ABF 的面积取得最大值，且最大值为
1

2 4
2

c b  = . 

故答案为： 4 . 
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22. 关于方程 ( ) 2020xy x y+ = 所表示的曲线，下列说法正确的是__________． 

①关于 x轴对称；②关于 y 轴对称；③关于原点对称；④关于直线 y x= 对称． 

【答案】④ 

【解析】 

【分析】将方程中的 x换为 y ， y 换为 x方程变为 2 2 2020xy x y+ = 与原方程相同，故曲线关于直线 y x= 对称． 

【详解】 ( ) 2 22020 2020xy x y x y xy+ =  + = ， 

将点(x，－y)代入曲线方程得 2 2 2020x y xy− + = ，与原方程不同，故曲线不关于 x 轴对称； 

将(－x，y)代入曲线方程得 2 2 2020x y xy− = ，与原方程不同，故曲线不关于 y轴对称； 

将(－x，－y)代入曲线方程得 2 2 2020x y xy− − = ，与原方程不同，故曲线不关于原点对称； 

将(y，x)代入曲线方程得 2 2 2020x y xy+ = ，与原方程相同，故曲线关于直线 y x= 对称； 

故答案为：④． 

23. 若数列{an}的前 n项和 Sn＝3n2－2n＋1，则数列{an}的通项公式 an＝________. 

【答案】
2, 1,

6 5, 2

n

n n

=


− 
 

【解析】 

【分析】利用数列通项与前 n项和的关系求解即可. 

【详解】当 n＝1 时，a1＝S1＝3×12－2×1＋1＝2； 

当 n≥2时， 

an＝Sn－Sn－1＝3n2－2n＋1－[3(n－1)2－2(n－1)＋1]＝6n－5， 

显然当 n＝1 时，不满足上式. 

故数列{an}的通项公式为 an＝
2, 1,

6 5, 2.

n

n n

=


− 
 

故答案为：
2, 1,

6 5, 2

n

n n

=


− 
 

24. 如图，在矩形 ABCD中， 1AB = ， 3AD = ，将 ABD△ 沿 BD 所在的直线进行翻折，得到空间四边形

1A BCD . 

 

给出下面三个结论： 

①在翻折过程中，存在某个位置，使得 1AC BD⊥ ； 

②在翻折过程中，三棱锥 1A BCD− 的体积不大于
1

4
； 
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③在翻折过程中，存在某个位置，使得异面直线 1A D 与 BC 所成角为 45°. 

其中所有正确结论的序号是___________. 

【答案】②③ 

【解析】 

【分析】在矩形 ABCD中，过 ,A C 点作 BD的垂线，垂足分别为 ,E F ，对于①，连接CE ，假设存在某个位置，

使得 1AC BD⊥ ，则可得到BD CE⊥ ，进而得矛盾，可判断；对于②在翻折过程中，当平面 1A BD ⊥平面BCD

时，三棱锥 1A BCD− 的体积取得最大值，再根据几何关系计算即可；对于③，由题知
1 1A D A E ED= + ，

BC BF FC= + ，设平面 1A BD 与平面BCD所成的二面角为 ，进而得 1

3 9 3
cos ,3

4 4 2
BA D C 

 
= − + 

 
  ，进而

得异面直线 1A D 与BC 所成角的余弦值的范围为
1

,1
2

 
 
 

，即可判断. 

【详解】解：如图 1，在矩形 ABCD中，过 ,A C 点作BD的垂线，垂足分别为 ,E F ， 

则在在翻折过程中，形成如图 2 的几何体， 

故对于①，连接CE ，假设存在某个位置，使得 1AC BD⊥ ，由于 1A E BD⊥ ， 1 1 1AC A E A= ， 

所以BD ⊥平面 1ACE ，所以BD CE⊥ ，这与图 1 中的BD与CE 不垂直矛盾，故错误； 

对于②在翻折过程中，当平面 1A BD ⊥平面BCD时，三棱锥 1A BCD− 的体积取得最大值，此时

1

3

2

AD AB
A E

BD


= = ，体积为

1

1 1 1 3 1
1 3

3 3 2 2 4
BCDV S A E=   =     = ，故三棱锥 1A BCD− 的体积不大于

1

4
，故正确； 

对于③， 1 1A D A E ED= + ， BC BF FC= + ，由②的讨论得
1

, 1
2

AE DF EF= = = ， 

所以ED BF= ， 

所以 ( )( )1 1 1 1A D A E ED A E ED EABC BF FC FC BF FC BFED +   = + + = − = +  

1 1 1

3 9
cos c, ,os

4 4
EA EA EDFC FC B AF FCE=  − + = − + ， 

设翻折过程中，平面 1A BD 与平面 BCD所成的二面角为， 

所以 1, FCEA = ，故 1

3 9
cos

4 4
BA CD  = − + ， 

由于要使直线 1A D 与 BC 异面直线，所以 ( )0,  ， 

所以 1

3 9 3
cos ,3

4 4 2
BA D C 

 
= − + 

 
  ， 

所以
1

1

1

3 9
cos

14 4 ,1cos ,
3 2

A D
A D

A D

BC
BC

BC


=



− +
 

=  
 

， 

为
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所以异面直线 1A D 与 BC 所成角的余弦值的范围为
1

,1
2

 
 
 

， 

由于
1

,1
2

22

 
 
 

 ， 

所以在翻折过程中，存在某个位置，使得异面直线 1A D 与 BC 所成角为 45°. 

故答案为：②③ 

 

三、解答题（8 分 12+ 分 10+ 分 12+ 分 42= 分） 

25. 在平面直角坐标系 xOy中，圆 O 以原点为圆心，且经过点 ( )1, 3M . 

（1）求圆 O 的方程； 

（2）若直线 3 2 0x y+ − = 与圆 O 交于两点 A，B，求弦长 AB . 

【答案】（1）
2 2 4x y+ =      

（2） 2 3AB =  

【解析】 

【分析】（1）根据两点距离公式即可求半径，进而得圆方程； 

（2）根据直线与圆的弦长公式即可求解． 

【小问 1 详解】 

由 1 3 2OM = + = ，所以圆 O 的方程为
2 2 4x y+ = ； 

【小问 2 详解】 

由点 O 到直线 3 2 0x y+ − = 距离为
2

1
3 1

d
−

= =
+

 

所以弦长 2 4 1 2 3AB = − =  

26. 如图，在直三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， AC BC⊥ ， 1AC BC= = ， 1 2AA = .M 为侧棱 1BB 的中点，连接

1A M ， 1C M ，CM. 的
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（1）证明：AC∥平面 1 1AC M ； 

（2）证明：CM ⊥平面 1 1AC M ； 

（3）求二面角 1 1 1BC A M− − 的大小. 

【答案】（1）证明见详解；     

（2）证明见详解；    （3）
3


 

【解析】 

【分析】小问 1：由于 1 1//AC AC ，根据线面平行判定定理即可证明； 

小问 2：以C 为原点， 1, ,CA CB CC 分别为 , ,x y z 轴建立空间坐标系，根据向量垂直关系即可证明； 

小问 3：分别求得平面 1 1A MB 与平面 1 1A MC 的法向量，根据向量夹角公式即可求解． 

小问 1 详解】 

在直三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， 1 1//AC AC ，且 AC 平面 1 1AC M ， 1 1AC 平面 1 1AC M  

所以 AC∥平面 1 1AC M ； 

小问 2 详解】 

因为 AC BC⊥ ，故以C 为原点， 1, ,CA CB CC 分别为 , ,x y z 轴建立空间坐标系如图所示： 

则 ( ) ( ) ( ) ( )1 10,0,0 , 0,1,1 , 1,0,2 , 0,0,2C M A C ， 

所以 ( ) ( ) ( )1 10,1,1 , 1,1, 1 , 0,1, 1 ,CM A M C M= = − − = −  

则 1 10 1 1 0, 0 1 1 0,CM A M CM C M = + − =  = + − =  

所以 1 1, ,CM A M CM C M⊥ ⊥ 又 1 1 ,A M C M M=  

1A M 平面 1 1AC M ， 1C M 平面 1 1AC M  

故CM ⊥平面 1 1AC M ； 

【小问 3 详解】 

由 ( )1 0,1,2B ，得 ( )1 1 1,1,0A B = − ， ( )1 0,0,1MB =  

设平面 1 1A MB 的一个法向量为 ( ), ,n x y z=  

【【
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则
1 1 10, 0,n A B n MB =  = 得 ( )1,1,0n =  

又因为平面 1 1A MC 的一个法向量为 ( )0,1,1CM =  

所以
1

cos ,
2

n CM
n CM

n CM


= =


 

所以二面角 1 1 1BC A M− − 的大小为
3


 

 

27. 已知抛物线 C：
2 2y px= 经过点 ( )1, 2 . 

（1）求抛物线 C 的方程及其准线方程； 

（2）经过抛物线 C 的焦点 F 的直线 l与抛物线交于两点 M，N，且与抛物线的准线交于点 Q.若 2 2MN QF= ，

求直线 l 的方程. 

【答案】（1）抛物线 C 的方程为 2 4y x= ，准线方程为 1x = −      

（2） 1 0x y− − = 或 1 0x y+ − = . 

【解析】 

【分析】（1）将点代入抛物线求出 p 即可得出抛物线方程和准线方程； 

（2）设出直线方程，与抛物线联立，表示出弦长 MN 和 QF 即可求出. 

【小问 1 详解】 

将 ( )1, 2 代入
2 2y px= 可得4 2 p= ，解得 2p = ， 

所以抛物线 C 的方程为
2 4y x= ，准线方程为 1x = − ； 

【小问 2 详解】 

由题得 ( )1,0F ，设直线方程为 1x ty= + ， 0t  ， 

设 ( ) ( )1 1 2 2, , ,M x y N x y ， 

联立方程
2

1

4

x ty

y x

= +


=
，可得

2 4 4 0y ty− − = ，则 1 2 4y y t+ = ， 

所以 ( ) 2

1 2 1 2 4 4 4MN x x p t y y t= + + = + + = + ， 
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因为直线 1x ty= + 与准线 1x = − 交于点 Q，则
2

1,Q
t

 
− − 
 

， 

则 ( )
2

2

2

2 4
1 1 0 4QF

t t

 
= − − + − − = + 

 
， 

因为 2 2MN QF= ，所以 2

2

4
4 4 2 2 4t

t
+ =  + ，解得 1t =  ， 

所以直线 l的方程为 1 0x y− − = 或 1 0x y+ − = . 

28. 已知椭圆
2 2

2 2
1

x

a
E

y

b
+ =： （ 0a b  ）的离心率为

6

3
，一个焦点为 ( )2,0 . 

（1）求椭圆 E 的方程； 

（2）设O 为原点，直线 y x m= + （ 0m  ）与椭圆 E 交于不同的两点 ,A B ，且与 x 轴交于点C ， P 为线段OC

的中点，点 B 关于 x轴的对称点为 1B .证明： 1PAB 是等腰直角三角形. 

【答案】（1）
2 2

1
6 2

x y
+ =      

（2）证明见解析. 

【解析】 

【分析】（1）由题知
6

, 2
3

c
e c

a
= = = ，进而结合 2 2 2b a c= − 求解即可得答案； 

（2）设点 ( ,0)C m− ， 1 1 2 2 1 2 2( , ), ( , ), ( , )A x y B x y B x y− ，进而联立 2 23 6

y x m

x y

= +


+ =
并结合题意得 2 2 0m−   或

0 2 2m  ，进而结合韦达定理得 1 0PA PB = ，再 AB 的中点为 0 0( , )M x y ，证明PM AB⊥ ，进而得

| | | |PA PB= ， 1| | | |PB PB= ，故 1| | | |PA PB= ，综合即可得证明. 

【小问 1 详解】 

解：因为椭圆 E 的离心率为
6

3
，一个焦点为 ( )2,0  

所以
6

, 2
3

c
e c

a
= = = ，所以 2 2 26, 2.a b a c= = − =  

所以椭圆 E 的方程为
2 2

1
6 2

x y
+ = . 

【小问 2 详解】 

解：设点 ( ,0)C m− ，则点 ( ,0)
2

m
P − , 

所以联立方程 2 23 6

y x m

x y

= +


+ =
得 2 24 6 3 6 0x mx m+ + − = ， 

所以有
2 236 16(3 6) 0m m = − −  ，解得 2 2 2 2m−   ， 
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因为 0m  ，故 2 2 0m−   或0 2 2m   

设 1 1 2 2 1 2 2( , ), ( , ), ( , )A x y B x y B x y− ， 

所以 1 2

3
.

2

m
x x+ = −  

设向量 1 1 1 2 2( , ), ( , )
2 2

m m
PA x y PB x y= + = + − ， 

所以 1 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2 2

m m m m
PA PB x x y y x x x m x m = + + − = + + − + +  

2 2
2

1 2

3 3 3
( ) 0

2 4 4 4

m m m
x x m= − + − = − = ， 

所以 1PA PB⊥ ，即 1 90APB  = ， 

设 AB 的中点为 0 0( , )M x y ，则 1 2
0 0 0

3
, .

2 4 4

x x m m
x y x m

+
= = − = + =  

所以

3

4 2 1

0
4

PM

m
m

k
m

− +

= = −

−

， 

又因为 1ABk = ，所以 PM AB⊥ ， 

所以 | | | |PA PB= ， 

因为点 B 关于 x轴的对称点为 1B . 

所以 1| | | |PB PB= ， 

所以 1| | | |PA PB= ， 

所以 1PAB 是等腰直角三角形. 
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