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2019 北京通州区高三（上）期末 

数    学（理） 

2019年 1月 

 

 

 

 

第一部分（选择题   共 40分） 

一、选择题：本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分.在每小题列出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的. 

1. 设集合  2 4 3 0A x x x    ,  2 3 0B x x   ，则 A B   

A.
3

3,
2

 
  
 

     B. 
3

3,
2

 
 
 

     C. 
3

1,
2

 
 
 

     D. 
3

3
2

 
 
 

，  

2. 设向量  3,4 a ，  0, 2 b ,则与 a b垂直的向量的坐标可以是 

A.  B.  C.  D.  

3.已知  y f x 是定义在 R上的奇函数，且当 0x  时，   2 1xf x   ，则  2f  等于 

A. 3  B. 
11

4
    C. 

3

4
   D. 3 

4.已知双曲线  
2 2

2
1 0

5

x y
a

a
   的右焦点与抛物线

2 12y x 的焦点重合，则 a等于 

A.1 B. 2 C. 3 D. 4   

5. 已知 x,y满足不等式组

1,

2 3 0,

,

x

x y

y x




  
 

则 z x y  的最大值等于 

A. 1 B. 2  C.3  D. 6   

6. 设  , 1,a b  ，则“a b  ”是“ log 1
a
b  ”的 

A. 充分而不必要条件       B. 必要而不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

7.某四棱锥的三视图如图所示，在此四棱锥的侧面中，面积最小的侧面面积为 

   A. 1     B. 2     C. 2    D. 5  

考
生
须
知 

1.本试卷共 4 页，满分 150分．考试时长 120分钟． 

2.本试卷分为第一部分和第二部分两部分． 

3.考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效． 

4 .考试结束后，将试卷和答题卡一并交回． 
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8.设函数  y f x 图象上不同两点  1 1,A x y ，  2 2,B x y 处的切线的斜率分别是 Ak ， Bk ，规定

 ,
A Bk k

A B
AB




  （ AB 为线段 AB 的长度）叫做曲线  y f x 在点 A与点B 之间的“弯曲度”，给出以下

命题： 

①函数 siny x 图象上两点 A与 B 的横坐标分别为1和 1 ，则  , 0A B  ；  

②存在这样的函数，其图象上任意不同两点之间的“弯曲度”为常数； 

③设 A , B 是抛物线 2y x 上不同的两点，则  , 2A B  ； 

④设 A , B 是曲线 xy e （ e是自然对数的底数）上不同的两点，则  , 1A B  ． 

其中真命题的个数为 

A. 1 B.2 C.3 D. 4 

二、填空题：本大题共 6小题，每小题 5分，共 30分． 

9.复数
i

1 i
z 


的共轭复数是______．  

10.设等比数列{an}的公比 2q  ，前 n项和为 n
S ，则

4

1

S

a
 ______ ． 

11. 已知角 的终边与单位圆
2 2 1x y  的交点为

3
,

2
P x
 
  
 

，则sin 2         ．      

12.

6

1
x

x

 
 

 
的展开式中含 2x 的项的系数是______． 

13. 直线 3x t

y t

 




（ t 为参数）与曲线
2 cos

sin

x

y





 



（ 为参数）的公共点个数为______． 

14. 已知函数  
 

2 , 1,

ln 1 ,

x x
f x

x x


 

  １．
若关于 x 的方程   2f x kx  有且只有一个实数根，则实数 k的取值

范围是______． 

三、解答题：（本大题共 6小题，共 80分．）解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

15．（本小题 13分） 

如图，在△ABC中，
4

A


  ， 4AB  ， 17BC  ，点 D在 AC边上，且

1
cos

3
ADB   ． 

（Ⅰ）求 BD的长； 

（Ⅱ）求△BCD的面积． 
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16．（本小题 13分） 

北京地铁八通线西起四惠站，东至土桥站，全长 18.964km，共设 13座车站．目前八通线执行 2014年 12月 28日

制订的计价标准，各站间计程票价（单位:元）如下： 

四惠  3 3 3 3 4 4 4 5 5 5 5 5 

四惠东   3 3 3 4 4 4 5 5 5 5 5 

高碑店    3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 

传媒大学     3 3 3 4 4 4 4 5 5 

双桥      3 3 3 4 4 4 4 4 

管庄       3 3 3 3 4 4 4 

八里桥        3 3 3 3 4 4 

通州北苑         3 3 3 3 3 

果园          3 3 3 3 

九棵树           3 3 3 

梨园            3 3 

临河里             3 

土桥              

 四
惠 

四
惠
东 

高
碑
店 

传
媒
大
学 

双
桥 

管
庄 

八
里
桥 

通
州
北
苑 

果
园 

九
棵
树 

梨
园 

临
河
里 

土
桥 

（Ⅰ）在 13座车站中任选两个不同的车站，求两站间票价不足 5元的概率； 

（Ⅱ）甲乙二人从四惠站上车乘坐八通线，各自任选另一站下车（二人可同站下车），记甲乙二人乘车购票花费

之和为 X元，求 X的分布列； 

（Ⅲ）若甲乙二人只乘坐八通线，甲从四惠站上车，任选另一站下车，记票价为 元；乙从土桥站上车，任选另

一站下车，记票价为元．试比较和的方差D 和D 大小．（结论不需要证明） 

17．（本小题14分） 

如图，在三棱柱
1 1 1

ABC ABC 中， 1AA 底面 ABC ，△ABC 是边长为2 的正三角形，
1

3AA  ，D，E 分别为 AB，

BC 的中点．  

（Ⅰ）求证：CD 平面
1 1

AA B B ；  

（Ⅱ）求二面角
1

B AE B  的余弦值； 

（Ⅲ）在线段
1 1

BC 上是否存在一点 M，使BM 平面 1AB E ？说明理由. 

18．（本小题 14分） 

已知椭圆C ： )0(1
2

2

2

2

 ba
b

y

a

x
过点  0,1A ，且椭圆的离心率为

6

3
． 

D

C1

B1

A1

C

E

B

A
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 (Ⅰ)求椭圆C 的方程； 

(Ⅱ)斜率为1的直线 l 交椭圆C 于  1 1
,M x y ，  2 2

,N x y 两点，且
1 2

x x ．若直线 3x  上存在点 P，使得

PMN 是以 PMN 为顶角的等腰直角三角形，求直线 l 的方程． 

19．（本小题 13分） 

已知函数   2 lnf x a x ax  ，其中 0a  ． 

（Ⅰ）求  f x 的单调区间；

（Ⅱ）设   2g x x m  ，若曲线  y f x ，  y g x 有公共点P ，且在点P 处的切线相同，求m 的最大值．

20．（本小题 13分） 

一个大于 1的自然数，除了 1 和它本身外，不能被其他自然数整除，则称这个数为质数．质数的个数是无穷

的．设由所有质数组成的无穷递增数列 n
p 的前n 项和为 nS ，等差数列 1，3，5，7，…中所有不大于 n

p 的项的

和为  f n ．

（Ⅰ）求
5

p 和  5f ；

(Ⅱ) 判断 nS 和  f n 的大小，不用证明；

（Ⅲ）设  2k k N    ，求证： n N   ， ，使得
1n n

S S


   ． 
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数学试题答案 

第一部分（选择题 共 40分） 

一、选择题：本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分. 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 

答案 D C A B D C B C 

第二部分（非选择题 共 110分） 

二、填空题：本大题共 6小题，每小题 5分，共 30分．  

9．
1 1

i
2 2

           10．15           11．
3

2
   

12．15                   13．1               14．   0 3 2 2k k    

三、解答题：本大题共 6小题，共 80分．  

15．解：（Ⅰ）在 ABD 中，因为
1

cos
3

ADB   ，     

所以
2 2

sin
3

ADB  ．  ……………………………………………………………2分      

由正弦定理
sin sin

BD AB

BAD ADB


 
，  ……………………………………………3分 

所以

2
4

sin 2 3
sin 2 2

3

AB BAD
BD

ADB




  


． …………………………………………5分 

（Ⅱ）因为 ADB CDB    ，   

      所以  
1

cos cos cos
3

CDB ADB ADB       ． ……………………6分 

      所以
2 2

sin
3

CDB   ．              ………………………………………7分 

在 BCD 中，由余弦定理
2 2 2 2 cosBC BD CD BD CD CDB      ， ……8分 

      得
2 1

17 9 2 3
3

CD CD     ，  

     解得 4CD  或 2CD   （舍）．  ………………………………………………11分 

      所以 BCD 的面积
1

sin
2

S BD CD CDB     
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1 2 2
3 4 4 2

2 3
     ．                      13分                                                        

16．解：（Ⅰ）记两站间票价不足 5元为事件 A， 

在 13座车站中任选两个不同的车站，基本事件总数为
2

13
C  78个，事件 A中基本事件数为 78-15=63． 

所以两站间票价不足 5元的概率  
21

26
P A = ．                            3分 

（Ⅱ）记甲乙花费金额分别为a 元，b 元. 

X的所有可能取值为 6，7，8，9，10.                                   4分 

   
1

6 3, 3
9

P X P a b     ，                                     5分 

     
1

7 3, 4 4, 3
6

P X P a b P a b        ，                      6分 

       
49

8 3, 5 5, 3 4, 4
144

P X P a b P a b P a b           ，     7分 

     
5

9 5, 4 4, 5
24

P X P a b P a b        ，                           8分 

   
25

10 5, 5
144

P X P a b     ．                                         9分 

所以 X的分布列为 

X 6 7 8 9 10 

P   
9

1
 

6

1
 

144

49
 

24

5
 

144

25
 

............10分 

（Ⅲ）D  D ．                                                       13分 

17．（Ⅰ）证明：在三棱柱 1 1 1ABC A BC 中， 

因为 1AA 底面 ABC ，CD⊂平面 ABC，                                   

所以 1AA CD ．              ………………………………………………1分 

又 ABC 为等边三角形，D为 AB 的中点， 

所以CD AB ．                      ………………………………………………2分 

因为
1

AB AA A ，  

所以CD 平面
1 1

AA B B ；       ……………………………………………………3分 
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（Ⅱ）解：取
1 1A B 中点F ，连结DF ，则 

因为D， F 分别为 AB ，
1 1

A B  的中点， 

所以DF AB ． 

由（Ⅰ）知CD AB ，CD DF ， 

如图建立空间直角坐标系D xyz ． …………4分 

由题意得  1,0,0A ，  1,0,0B  ，  0,0, 3C ，  1 1,3,0A ,

 1 1,3,0B  ,  1 0,3, 3C ,  0,0,0D ,
1 3

,0,
2 2

E
 
  
 

，  

3 3
,0,

2 2
AE

 
   
 

，  1
2,3,0AB   ．    ………………………………………5分 

设平面 1AB E 法向量  1 1 1 1
, ,x y zn = ，  

则
1

1 1

0,

0,

AE

AB

  


 

n

n
 即 1 1

1 1

3 3
0,

2 2

2 3 0.

x z

x y


  

   

  

令 1 1x  ，则 1

2

3
y  ， 1 3z  ．即

1

2
1, , 3

3

 
 
 

n = ．            …………………6分 

平面 BAE法向量  1
0,3,0AA  ．   ……………………………………………………7分 

因为  1 1

2
0,3,0 1, , 3 2

3
AA

 
    

 
n ，

1
3AA  ，

1

4 2 10
1 3

9 3
   n ， 

所以 1 1

1 1

1 1

10
cos ,

10

AA
AA

AA


 

n
n

n
．   ………………………………………………8分 

由题意知二面角
1

B AE B  为锐角，所以它的余弦值为
10

10
.      ………………9分 

（Ⅲ）解：在线段
1 1

BC 上不存在点 M，使BM 平面 1AB E ．理由如下． 

假设线段
1 1

BC 上存在点 M，使BM 平面 1AB E ．则 

 0,1  ，使得 1 1 1B M B C ． 

因为  1 1 1,0, 3B C  ，所以  1 ,0, 3B M   ． ……………………………………10分 

又  1 0,3,0BB  ，所以  1 1 ,3, 3BM BB B M     ．  …………………………11分 

z

y

x

F

C1C

E

B

D

A A1

B1
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由（Ⅱ）可知，平面 1AB E 法向量
1

2
1, , 3

3

 
 
 

n = ， 

BM 平面 1AB E ，当且仅当
1BM n ， 

即 R  ，使得
1

2
3

3
BM    

 
   

 
， ，= n ． ……………………………………12分 

所以
2

3
3

3 3

 



 

 





 

，

，

．

 解得  
9

01
2

   ，．         ……………………………………13分 

这与  0,1 矛盾． 

所以在线段
1 1

BC 上不存在点 M，使BM 平面 1AB E ． ………………………………14分 

18．解：（Ⅰ）由题意得

2 2 2

1,

6
,

3

.

b

c

a

a b c








 


        …………………………………………3分 

解得
2 3a  ．             

    所以椭圆C 的方程为
2

2 1
3

x
y  ．       …………………………………………4分  

（Ⅱ）设直线 l的方程为 y x m  ， (3, )PP y ,      ………………………………5分 

由

2

2 1
3

x
y

y x m


 


  

，
得 2 24 6 3 3 0x mx m    .   ………………………………7分  

令 2 236 48 48 0m m     ，得 2 2m   ．  ………………………………8分 

1 2

3

2
x x m   ，

2

1 2

3
( 1)

4
x x m  ．   …………………………………………9分 

因为 PMN 是以 PMN 为顶角的等腰直角三角形， 

所以 NP平行于 x 轴．                 …………………………………………10分 

过M 做 NP的垂线，则垂足Q为线段 NP的中点． 

设点Q的坐标为  ,Q Qx y ，则 2
1

3

2
Q M

x
x x x


   ．  ………………………12分 
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由方程组

1 2

2

1 2

2

1

3

2

3
( 1)

4

3

2

x x m

x x m

x
x


  




 







，

，

，

解得 2 2 1 0m m   ，即 1m   ． ……………13分 

而  1 2 2m     ， ，  

所以直线 l 的方程为 1y x  ．    ………………………………………………14分 

19．解：（Ⅰ）  f x 的定义域为  0 +， ． ……………………………………………1分 

 
 2 a a xa

f x a
x x


     0a  ．………………………………………………2分 

令   0f x  ，得 x a ．          ………………………………………………3分 

当 (0, )x a 时， ( ) 0f x  ；当 ( , )x a  时， ( ) 0f x  ．  

所以  f x 的单调递增区间为 (0, )a ，单调递减区间为 ( , )a  ； ……………………5分 

（Ⅱ）设点P 的横坐标为
0 0( 0)x x  ，则   2

0 0 0lnf x a x ax  ，   2

0 0g x x m  ． 

因为
2

( )
a

f x a
x

   ， ( ) 2g x x  ，所以
2

0

0

( )
a

f x a
x

   ， 0 0( ) 2g x x  ．…………6分 

由题意得

2 2

0 0 0

2

0

0

ln

2

a x ax x m

a
a x

x

   



 


①

②

，

．
       …………………………………7分 

由②得
0

2

a
x  或 0x a  （舍）．            …………………………………………8分 

所以
2 23

ln
4 2

a
m a a   0a  ．            …………………………………………9分 

设
2 23

( ) ln 0)
4 2

t
h t t t t  （ ，则 

1
( ) 1 4ln 0)

2 2

t
h t t t   （ ）（ ．            …………………………………………10分 

令 ( ) 0h t  ，得

1

42t e ．                 …………………………………………11分 

当

1

40 2t e  时， ( ) 0h t  ，  h t 单调递增； 

当 

1

42t e 时， ( ) 0h t  ，  h t 单调递减．                   
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所以  h t 在 0 （ ，+ )的最大值为

1 1

4 2(2 ) 2h e e ， 

即m 的最大值为

1

22e ．                    …………………………………………13分 

20．解：(Ⅰ)
5

11p  ， 

 5 1 3 5 7 9 11 36f        ；    …………………………………………2分 

(Ⅱ)当 1n  时，
1 2S  ，  1 1f  ，  1 1S f ； 

       当 2n  时， 2 2 3 5S    ，  2 1 3 4f    ，  2 2S f ； 

当 3n  时， 3 2 3 5 10S     ，  3 1 3 5 9f     ，  3 3S f ； 

当 4n  时， 4 2 3 5 7 17S      ，  4 1 3 5 7 16f      ，  4 4S f ． 

所以当 4n  时，  nS f n ． 

当 5n  时， 5 2 3 5 7 11 28S       ，  5 1 3 5 7 9 11 36f        ，  5 5S f ． 

不难看出，当 5n  时，  nS f n ．   ……………………………………6分 

（Ⅲ）因为 1 2S  ， 2 5S  ， 3 10S  ， 4 17S  ， 5 28S  ， 

所以当 1n  时，
22  ，使得

1 2
S S   ； 

当 2n  时， 23  ，使得
2 3

S S   ； 

当 3n  时，
24  ，使得

3 4
S S   ； 

当 4n  时， 25  ，使得
4 5

S S    

所以 4n  时，命题成立．   ……………………………………………………8分 

   当 5n  时，设 k 是使得
2

nk S 成立的最大自然数，只需证  
2

11 nk S   ． 

……………………………9分 

因为
 2
1 2 1

2
n

k k
S k

 
  1 3 5 (2 1)k      ， ……………………10分 

  1 3 5 nf n p     ，  

   由(Ⅱ)可知，当 5n  时，  nS f n ，    ……………………………………11分 

所以 2 1np k  ，从而 1 2 1np k   ．          ……………………………12分 

所以  
22

1 2 1 1n nS p k k k      ，即  
2

1 1nS k   ．   ………………13分 

综上可知，命题成立．                    


