
2020-2021学年第 4学段高二年级数学学科教与学诊断 参考答案（2021.06）

一、选择题（共 10道小题，每题 4分，共 40分）

1．已知集合 2{ | 2 0}A x R x x    ， { |1 4}B x R x  � � ，则 A B  ( )

A．{ | 0 4}x x  B．{ | 0 4}x x � C．{ |1 2}x x � D．{ | 2 4}x x �

答案 B

【解析】因为集合 2{ | 2 0} { | 0 2}A x R x x x x       ， { |1 4}B x R x  � � ，所以 { | 0 4}A B x x  � ．

2．命题 : (1, )p x   ， 2lnx x x  ，则 p 为 ( )

A． (1, )x   ， 2lnx x x� B． (0x  ，1]， 2lnx x x 

C． 0 (1, )x   ， 2
0 0 0lnx x x  D． 0 (1, )x   ， 2

0 0 0lnx x x�

答案 D

【解析】命题是全称命题，则否定为特称命题，即 0: (1, )p x    ， 2
0 0 0lnx x x� ．

3．集合
1{ |
3 6

nM x x   ， }n Z ，
1{ |
6 3

nN x x   ， }n Z ，则下列关系正确的是 ( )

A．M N B．M N   C． N M D．M N Z

答案 C

【解析】集合
1{ |
3 6

nM x x   ， } {n Z    ，
1
6

 ，0，1
6
，
1
3
，
1
2
，
2
3
，
5
6
， }   ，

1{ |
6 3

nN x x   ， } {n Z    ，

5
6

 ，
1
2

 ，
1
6

 ，
1
6
，

1
2
，

5
6
，

7
6
， }   ， N M  ．

4．关于 x的不等式 ( )( 3) 0ax b x   的解集为 (， 3) (1  ， ) ，则关于 x的不等式 0ax b  的解集为 ( )

A． ( , 1)  B． ( 1, )  C． ( ,1) D． (1, )

答案 A

【解析】由题意可得 0a  ，且 1， 3 是方程 ( )( 3) 0ax b x   的两根， 1x  为方程 0ax b  的根， a b  ，

则不等式 0ax b  可化为 1 0x   ，即 1x   ，不等式 0ax b  的解集为 ( , 1)  .

5．函数 2

| |( ) lg xf x
x

 的图象大致为 ( )

A B
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C D

答案 D

【解析】函数的定义域为{ | 0}x x  ， 2 2

| | | |( ) ( )
( )
lg x lg xf x f x
x x


   


，即 ( )f x 是偶函数，排除 A， B，

由 ( ) 0f x  ，得 | | 0lg x  ，得 1x  或 1x   ，当 1x  时， ( ) 0f x  ，排除C．

6．已知两个正实数 x， y满足 2x y  ，则
1 9

1x y



的最小值是 ( )

A．16
3

B．11
2

C．8 D．3

答案 A

【解析】因为正实数 x， y满足 2x y  ，

则
1 9 1 1 9 1 1 9 1 1 9 16( )( 1) (10 ) (10 2 )

1 3 1 3 1 3 1 3
y x y xx y

x y x y x y x y
 

          
   

� ．

7．已知 a， b R ，则“ | | | |a b b  ”是“
1
2

b
a
 ”的 ( )

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件

答案 C

【解析】 | | | |a b b  ， 2 2| | | |a b b   ， 2 2 22a ab b b    ， ( 2 ) 0a a b   ， 1
2

b
a
 ，

1 0
2

b
a
  ，

2 0
2
b a
a


 ，

( 2 ) 0a a b   ， | | | |a b b   是
1
2

b
a
 的充要条件.

8．近些年，我国在治理生态环境方面推出了很多政策，习总书记明确提出大力推进生态文明建设，努力建设美丽

中国！某重型工业企业的生产废水中某重金属对环境有污染，因此该企业研发了治理回收废水中该重金属的过滤装

置，废水每通过一次该装置，可回收 20%的该重金属．若当废水中该重金属含量低于最原始的 4% 时，至少需要经

过该装置的次数为 ( )（参考数据： 2 0.301)lg 

A．12 B．13 C．14 D．15

答案 D

【解析】设废水中最原始的该重金属含量为 a，则经过 x次该装置过滤后，该重金属含量为
4(1 20%) ( )
5

x xa a    ，

由题意知
4( ) 0.04
5

xa a  ，所以
4( ) 0.04
5

x  ，两边取对数，得
4 2 2 2 2 14.4
4 5 3 2 1
lg lgx
lg lg lg

 
  

 
，所以 x取最小整数为

15．

9．已知函数 ( ) ag x a lnx
x

   在区间
1( , )e
e

内有唯一的零点，则实数 a的取值不可能是 ( )
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A． 1
3

B． 1
2

 C． 1
1e 

D． 1
2e




答案 B

【解析】方法一：数形结合法。将函数有零点问题转换成两函数交点问题，

( ) =0ag x a lnx
x

   可化为 =a a lnx
x
 ，在同一坐标系中画函数 =y lnx与 ay a

x
  的图像.

若 0a  ，有交点情况如图所示：

1
1

ln

aln a
e

e
ae a
e

  




 


解得
1( ,0)
1

a
e

 


若 0a  ，则两函数交点横坐标为 1，符合题意。

若 0a  ，有交点情况如图所示：

ln

1ln 1

ae a
e
aa

e
e

  

  



解得 (0, )
1
ea
e




综上
1( , )
1 1

ea
e e

 
 

，且
1 1( , )
2 1 1

e
e e

  
 

故选： B．

方法二：令 ( ) 0g x  ，得
1(1 )a lnx
x

  ，即
1

xlnxa
x




，

依题意，函数
1( ) , ( , )

1
xlnxf x x e
x e

 


的图象与直线 y a 有且仅有一个交点，

2

1( )
( 1)
x lnxf x
x
  


，令 ( ) 1h x x lnx   ，易知函数 ( )h x 在定义域上为增函数，

故当
1( , )x e
e

 时，
1 1( ) ( ) 0h x h
e e

   ，此时 ( ) 0f x  ，
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 ( )
1

xlnxf x
x




在
1( , )e
e

上为增函数，


1( ) ( ) ( )f f x f e
e
  ，即

1 ( )
1 1

ef x
e e

  
 

，


1
1 1

em
e e

  
 

，而
1 1( , )
2 1 1

e
e e

  
 

．

10．已知函数 ( )f x 的定义域为 R，当 [2x ，4]时，

2

2

4 ,2 3
( ) 2 ,3 4

x x x
f x x x

x

 
  




� �

�
， ( ) 1g x ax  ，若对 1 [2x  ，4]， 2 [ 2x   ，

1]，使得 1 2( ) ( )f x g x ，则正实数 a的取值范围为 ( )

A． (0， 2] B． (0， 7]
2

C．[2， ) D． 7[
2
， )

答案：D

【解析】对 1 [2x  ， 4]， 2 [ 2x   ，1]，使得 2 1( ) ( )g x f x� ， 2 1( ) ( )max maxg x f x � ，

①当 [2x ，3]时， 2 2( ) 4 (( 2) 4f x x x x       ， ( ) 4maxf x  ，

②当 (3x ， 4]时，
2 2 2( ) xf x x
x x


   ， 2

2( ) 1 0f x
x

    ， ( )f x 在 (3， 4]上单调递增，

( )maxf x f  （4） 9
2

 ，由①②得
9( )
2maxf x  ，

又 0a  ， ( ) 1g x ax  在 [ 2x  ，1]上为增函数， ( ) 1maxg x a   ，
91
2

a  � ，
7
2

a � ，

0a  无解，

a 的取值范围为
7[
2
， ) ．

二、填空题（共 8道小题，每题 5分，共 40分）

11．设 0.84a  ， 1.51( )
2

b  ， 2c ln ，则 a b c、 、 的大小关系是 （用“>”连接）．

答案： a b c 

【解析】 0.8 1.64 2a   ， 1.5 1.51( ) 2
2

b   ，所以 2a b  ，而 2 1c ln lne   ，所以 a b c  ．

12．已知函数 ( )f x 的图象沿 x 轴向左平移 2 个单位后与函数 2xy  的图象关于 x 轴对称，若 0( ) 1f x   ，则

0x  ．

答案： 2

【解析】函数 2xy  的图象关于 x轴对称的函数为 2xy   ，将其向右平移 2个单位，得到 2( ) 2xf x   ，

0( ) 1f x   ， 0 22 1x    ，即 0 2 0x   ， 0 2x  ．

13．写出同时满足下列两个条件的一个函数 ( )f x  ：（1）若 [ , ]a b 是 ( )f x 的定义域的任意子区间，

则 ( )f x 在[ , ]a b 内的平均变化率均为正；（2） ( )f x 在整个定义域内不是增函数．
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答案：答案不唯一，如：
1( )=- ,f x
x
…… 或 ( )= ( 0),kf x k

x
 或 ( )= + ( 0),kf x x k

x
 均可.

14．已知 2
1
2

( ) log ( 3 )f x x ax a   在区间 (2, ) 上是减函数，则实数 a的取值范围是__________．

答案： [ 4 ， 4]

【解析】解：令 2 3t x ax a   ，则由题意可得函数 t在区间 (2, ) 上是增函数，且 0t  ，


2

2
(2) 4 0

a

t a




  

�

�
，求得 4 4a � � ．

15．已知函数 2

, 0
( )

, 0
x x

f x
x x


  

�
，若 ( ) ( 1) 5f x f x   ，则 x的取值范围是 ．

答案：{ | 2}x x 

【解析】函数 2

, 0
( )

, 0
x x

f x
x x


  

�
，

当 0x� 时， ( ) ( 1) 5 1 5 3f x f x x x x         ，故此时 x不存在，

当 0 1x � 时， 2( ) ( 1) 5 1 5 2f x f x x x x         或 3x   ，故此时 x不存在，

当 1x  时， 2 2( ) ( 1) 5 ( 1) 5 2f x f x x x x         或 1x   ，故此时 2x  ，

综上可得： x的取值范围是{ | 2}x x  ．

16．给出下列四个命题：

①若 0( ) 0f x  ，则函数 ( )y f x 在 0x x 取得极值；

②已知曲线 1xy e  在 0x x 处的切线方程为 0ex y t   ，则 0 1x  ， 1t   ;

③ 1m � ，则函数 2
1
2

log ( 2 )y x x m   的值域为 R ；

④“ 1a  ”是“函数 ( )
1

x

x

a ef x
ae





是奇函数”的充分不必要条件．

其中真命题是 ．

答案：②③④

【解析】① 3( )f x x ， (0) 0f   ，但函数 3( )f x x 在 R递增，无极值点①错误

② 1xy e  的导数为 xy e  ，可得曲线 1xy e  在 0x x 处的切线的斜率为 0xe ，

由切线方程 0ex y t   得 0 =xe e，解得 0 1x  ，切点为 (1, 1)e  ，则 1 1t e e     ．②正确

③ 2
1
2

log ( 2 )y x x m   的值域为 R，则 4 4 0m � ，解得 1m � ，③正确

④充分性： 1a  ，
1( )
1

x

x

ef x
e





，

1 1( ) ( )
1 1

x x

x x

e ef x f x
e e





 
    

 
；非必要性： ( )

1

x

x

a ef x
ae





， ( )
1

x

x

a ef x
ae






 


，

令 ( ) ( )f x f x  ，解得 1a   ，④正确．
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17．关于函数 2( ) ( 1) xf x x ax e   ，有以下三个结论：

①函数恒有两个零点，且两个零点之积为 1 ；

②函数的极值点不可能是 1 ；

③函数必有最小值;

④函数在 ( , )
2
a

  上单调递减.

其中正确结论的序号有 ．

答案：①②③

【解析】函数 2( ) ( 1) xf x x ax e   的零点，即为函数 2 1y x ax   的零点，

令 2 1 0x ax   ，则△ 2 4 0a   ，方程必有两个不等实根 1x ， 2x ，设 1 2x x ，

由韦达定理可得 1 2 1x x   ，故①正确；

2 2( ) (2 ) ( 1) [ ( 2) 1]x x xf x x a e x ax e x a x a e           ，

当 1x   时， 1 1( ) (1 2 1) 2 0f x a a e e          ，故 1 不可能是函数 ( )f x 的极值点，故②正确；

令 ( ) 0f x  即 2 ( 2) 1 0x a x a     ，△ 2 2( 2) 4( 1) 8 0a a a       ，

设 2 ( 2) 1 0x a x a     的两个实数根为 3x ， 4x 且 3 4x x ，

则当 3( , )x x  ， 4(x x ， ) 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 单调递增，

当 3(x x ， 4 )x 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 单调递减， 4( )f x 为函数极小值；

由①知，当 1( , )x x  时，函数 ( ) 0f x  ，当 3( , )x x  时， ( ) 0f x  ，

又 (0) 0xf e   ， 30 (x  ， ) ， 4( ) (0) 0f x f � ，

4( )f x 为函数的最小值，故③正确．

④由②知，令 ( ) 0f x  两个实数根为 3x ， 4x 且 3 4
2

2
ax x

   ， 3 1
2 2
a ax     

则当 3( , )x x  ， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 单调递增，当 ( , )
2
ax   必不是单调递减，故④错误．

18．已知函数 2

| |, 0
( )

2 1, 0
lnx x

f x
x x x


    � ，

（1） ( )f x 的零点是 ；

（2）若 ( )f x 的图象与直线 1y ax  有且只有三个公共点，则实数 a的取值范围是 ．

答案：（1）1， 1 2  ；（2） (0,2)

【解析】（1）当 0x  时，由 ( ) 0f x  ，求得 1x  ；
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当 0x� 时，由 2( ) 2 1 0f x x x    ，求得 1 2x    ，

故 ( )f x 的零点是1, 1 2  ；

（2）直线 1y ax  恒过 (0, 1) ，

作出函数 ( )y f x 与 1y ax  的图象，如图：

联立 2

1
2 1

y ax
y x x
 

   
，得 2 (2 ) 0x a x   ，

由△ 2(2 ) 0a   ，得 2a  ，

要使 ( )f x 的图象与直线 1y ax  有且只有三个公共点，

则实数 a的取值范围是 (0,2)．

三、解答题（5小题，共 70分，19题 12分，20题 12分，21题 13分，22题 17分，23题 16分）

19. （本小题 12分）已知 ( ) 4 2 2x xf x a    .

（1）（6分）当 2a   时，求函数 ( )f x 在 0 +（ ， ）上的值域；

（2）（6分）若不等式 ( ) 2f x  对 , 0x （- ）恒成立，求实数 a的取值范围.

解：（1）当 2a   时， ( ) 4 2 2 2x xf x    

方法一：令 2xt  ，则 2( ) 2 2g t t t   ， ………………1’

且由 (0, )x  得 (1, )t  ………………2’

又 2( ) ( 1) 3g t t   ，所以 ( )g t 在 (1, ) 上单调递增， ………………4’

所以 ( ) (1) 3g t g   ………………5’

所以 ( )f x 的值域为 ( 3, )  . ………………6’

方法二： ( ) 4 ln 4 2 2 ln 2 2 2 ln 2(2 1)x x x xf x       ………………2’

当 (0, )x  时 2 1 0x   ， ………………3’

( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 (0, ) 上单调递增， ………………4’关注北京高考在线官方微信：北京高考资讯(ID:bj-gaokao)， 获取更多试题资料及排名分析信息。



所以 0 0( ) (0) 4 2 2 2 3f x f       ………………5’

所以 ( )f x 的值域为 ( 3, )  . ………………6’

（2）方法一：由题意可知 4 2 2 2x xa    对 , 0x （- ）时恒成立，

因为 2 0x  ， ………………1’

所以
4 2
2

x
xa   对 , 0x （- ）时恒成立 ………………3’

令
4( ) 2
2

x
xh x   ，

因为
4
2x

y  与 2xy   均为减函数，

所以 ( )h x 在 , 0（- ）上为减函数， ………………4’

所以 0
0

4( ) (0) 2 4 1 3
2

h x h      ………………5’

所以 3a  ………………6’

方法二：当 0a  时 ( ) 4 2 2 4 2x x xf x a     

当 , 0x （- ）时， 04 2 4 2 1x      ，

所以对 , 0x （- ）， ( ) 2f x  恒成立 ………………3’

当 0a  时， ( ) 4 2 2x xf x a    单调递增，

所以当 , 0x （- ）时， ( ) (0) 1f x f a  

要使对 , 0x （- ）， ( ) 2f x  恒成立，只需 1 2a   ，即 0 3a  ………………5’

综上可得 3a  ………………6’

方法三：令 2xt  ，则 24 2 2 2x xa t at      ， ………………1’

且 , 0x （- ）时， (0,1)t ………………2’

所以 ( ) 2f x  对 , 0x （- ）恒成立等价于 2 4 0t at   对 (0,1)t 恒成立

令 2( ) 4h t t at   ，其图像为开口向上的抛物线，

所以
(0) 0
(1) 0
h
h


 

， ………………5’

即
4 0
3 0a

 
  

，解得 3a  ………………6’

方法四：在方法 3 的基础上进行分类讨论

2( ) 4h t t at   的对称轴为
2
at   ………………2’
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分三种情况讨论 0
2
a

  或 0 1
2
a

   或 1
2
a

 

或分两种情况讨论
1

2 2
a

  或
1

2 2
a

  ………………6’

20. （本小题 12 分）若函数 3 2( ) ( 4) 4f x ax a x    ，当 1x  时，函数 ( )f x 有极大值．

（1）（6分）求函数的解析式；

（2）（6分）若存在 [ 3x  ， 2]，使得 ( ) 0f x m � 能成立，求m的取值范围．

解：（1） 2 2( ) 3 ( 4)f x ax a    ， ………………1’

当 1x  时，函数 ( )f x 有极大值，

f （1） 23 ( 4) 0a a    ， ………………2’

解得： 4a  ，或 1 ． ………………3’

若 4a  ， 2( ) 12 12 12( 1)( 1)f x x x x      ，

可得 1 1x   时， ( ) 0f x  ，此时函数 ( )f x 单调递减； 1x  时， ( ) 0f x  ，此时函数 ( )f x 单调递增．

当 1x  时，函数 ( )f x 有极小值，不符合题意，舍去． ………………4’

若 1a   ， 2( ) 3 3 3( 1)( 1)f x x x x        ，

可得 1 1x   时， ( ) 0f x  ，此时函数 ( )f x 单调递增； 1x  时， ( ) 0f x  ，此时函数 ( )f x 单调递减．

当 1x  时，函数 ( )f x 有极大值． ………………5’

解析式为 3( ) 3 4f x x x    ； ………………6’

（2） 3( ) 3 4f x x x    ，

存在 [ 3x  ， 2]，使得 ( ) 0f x m � 能成立，则 ( )maxm f x � ． ………………2’

由（1）可得：

函数 ( )f x 在 [ 3 ， 1) 上单调递减，在 ( 1,1) 上单调递增，在 (1， 2]上单调递减．……………3’

而 ( 3) 22f   ， ………………4’

f （1） 6 ， ………………5’

或列表：

x 3 ( 3 ， 1) 1 ( 1,1) 1 (1, ) 2

( )f x  0  0 

( )f x 22  极小值 2  极大值 6  2
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( ) 22maxf x  ．

22m � ，解得 22m � ．

m 的取值范围是 [ 22 ， ) ． ………………6’

21. （本小题 13分）由于新冠肺炎疫情造成医用防护服短缺，某地政府决定为防护服生产企业 A公司扩大生产提供

( [0,10])x x （万元）的专项补贴，并以每套 80 元的价格收购其生产的全部防护服： A公司在收到政府 x（万

元）补贴后，防护服产量将增加到
12(6 )
4

t k
x

  


（万件），其中 k为工厂工人的复工率 ( [0.5,1])k ； A公司

生产 t万件防护服需投入成本 (20 9 50 )x t  （万元）．

（1）（6分）将 A公司生产防护服的利润 y（万元）表示为补贴 x（万元）的函数（政府补贴 x万元计入公司收入）；

（2）（7分）对任意的 [0x ，10]（万元），当复工率 k达到多少时， A公司才能不产生亏损？（精确到 0.01)．

解：（1）由题意可得， 80 (20 9 50 )y t x t x     …………………………………………2’

12 1280 (6 ) 20 8 50 (6 )
4 4

k x k
x x

       
 

1230 (6 ) 20 8
4

k x
x

    


360180 8 20
4
kk x

x
   


， …………………………………………5’

所以 A公司生产防护服的利润 y（万元）与补贴 x（万元）的函数关系为：

360180 8 20 ( [0
4
ky k x x

x
    


，10]， [0.5k ，1])； 定义域 1分……………………6’

（2）方法一：

由题意可知，问题可转化为 0y� 对所有的 [0x ，10]恒成立，

即
360180 8 20 0

4
kk x

x
  


� 在 [0x ，10]恒成立， ………………………………1’

即
1 ( 4)(2 5)
45 2

x xk
x

 



� ， ………………………………3’

令 2t x  ，则 [2t ，12]，

此时
( 4)(2 5) ( 2)(2 1) 22 5

2
x x t t t

x t t
   

   


，

因为函数
2( ) 2 5f t t
t

   在 [2t ，12]上单调递增， ………………………………5’

所以 ( )f t 的最大值为
1(12) 29 29.167
6

f    ，

故
1 29.167 0.648
45

k  � ， ………………………………6’

所以复工率 k达到 0.65时，对任意的 [0x ，10]， A公司才能不产生亏损．…………7’
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方法二：

设
360( ) 180 8 20

4
kg x k x

x
   


，使得 ( )g x 在 [0x ，10]上最小值 0� 即可……………1’

2

360'( ) 8
( 4)

kg x
x

 


，令 '( ) 0g x  ，则 2( 4) 45x k  ，即 4 45x k  

又因为 [0.5,1]k ，且需要 [0x ，10]，知 4 45x k   [0,10] 满足

在 [0, 45 4]k  ， '( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增

在 [ 45 4,10]k  ， '( ) 0g x  ， ( )g x 单调递减 ………………………………3’

因此 ( 45 4)g k  为最大值，最小值为 (0)g 与 (10)g 中较小的，因此只需满足

(0) 90 20 0g k   且
6(10) 180 100 0
7

g k    ， ………………………………5’

解得
35 0.648
54

k   ………………………………6’

所以复工率 k达到 0.65时，对任意的 [0x ，10]， A公司才能不产生亏损．…………7’

方法三（转变为二次函数）：

设
360( ) 180 8 20

4
kg x k x

x
   


，使得 ( )g x 在 [0x ，10]上最小值 0� 即可…………1’

即180 ( 4) 360 8 ( 4) 20( 4) 0k x k x x x       ，在 [0x ，10]上恒成立

整理得 2( ) 2 (13 45 ) 20 90 0h x x k x k      ，在 [0x ，10]上恒成立，求最大值即可…2’

二次函数对称轴为
13 45 45 13

4 4
k kx  

  

由 [0.5,1]k ，可得
45 13 19[ ,8] [0,10]

4 8
k 

  ………………………………3'

因此最大值为 (0)h 与 (10)h 中较大的

(0) 20 90 0h k   ， (10) 350 540 0h k   ………………………………5’

解得
35 0.648
54

k   ………………………………6’

所以复工率 k达到 0.65时，对任意的 [0x ，10]， A公司才能不产生亏损．…………7’

22. （本小题 17分）已知函数 2( ) ( 2) ( )f x lnx a x ax a R     .

（1）（4分）当 0a  时，求曲线 ( )y f x 在点 ( 1 , (1)f )处的切线方程；

（2）（7分）求 ( )f x 的单调区间；

（3）（6分）已知 0a  ，且函数 ( )f x 恰有两个零点，求实数 a的取值范围．

解：（1）当 0a  时， ( ) 2f x lnx x  ，
1( ) 2f x
x

   ， ………………1’

所以 f （1） 2  ， ………………2’
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f （1） 1  ． ………………3’

所以曲线在点 (1， f （1） )处的切线方程为 2 ( 1)y x    ，即 1 0x y   ．…………4’

（2）因为 2( ) ( 2)f x lnx a x ax    ，定义域为 (0, ) ，

所以
21 2 ( 2) 1 (2 1)( 1)( ) ( 2) 2 ax a x x axf x a ax

x x x
           ．

①当 0a� 时， ( )f x 与 ( )f x 在 (0, ) 上的变化情况如下： ………………1’（列表）

x 1(0, )
2

1
2

1( , )
2


( )f x  0 

( )f x  最大值
1( ) 2 1
2 4

af ln    

所以 ( )f x 的单调递增区间是
1(0, )
2

，单调递减区间是
1( , )
2
 ． ………………2’

②当 0 2a  时， ( )f x 与 ( )f x 在 (0, ) 上的变化情况如下： ………………3’（列表）

x 1(0, )
2

1
2

1 1( , )
2 a

1
a

1( , )
a


( )f x  0  0 

( )f x  极大值

1( ) 2 1
2 4

af ln   

 极小值

1 1( ) 1f lna
a a

   



所以 ( )f x 的单调递增区间是
1(0, )
2

，
1( , )
a
 ，单调递减区间是

1 1( , )
2 a

．………………4’

③当 2a  时， ( ) 0f x � ，所以 ( )f x 的单调递增区间是 (0, ) ． ………………5’

④当 2a  时， ( )f x 与 ( )f x 在 (0, ) 上的变化情况如下：………………6’（列表）

x 1(0, )
a

1
a

1 1( , )
2a

1
2

1( , )
2


( )f x  0  0 

( )f x  极大值

1 1( ) 1f lna
a a

   

 极小值

1( ) 2 1
2 4

af ln   



所以 ( )f x 的单调递增区间是
1(0, )
a

，
1( , )
2
 ，单调递减区间是

1 1( , )
2a

．………………7’

（3）由（Ⅰ）可知：当 0a  时， ( )f x 在
1(0, )
2

内单调递增，在
1( , )
2
 内单调递减，…………1’

当
1
2

x  时， ( )f x 取得最大值
1 4 2 4( ) 2 1 =
2 4 4

a ln af ln   
    ．………………2’

( )i 当 4 2 4 0ln a  � 时，
1( ) 0
2

f � ，所以 ( )f x 在 (0, ) 上至多有一个零点，不符合题意．

( )ii 当 4 2 4a ln   时，
1( ) 0
2

f  ．因为
1( ) 0
2

f  ， f （1） 2 0   ，………………3’
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( )f x 在
1( , )
2
 内单调递减，所以 ( )f x 在

1( , )
2
 内有唯一零点．

因为 4 2 4a ln e     ，

所以 a e  且
1 1 10

4 2 4 2a ln
   


．………………4’

因为
1 3( ) ( ) 1 1 ( ) 1 0f ln a ln a lne
a a

            ，
1( ) 0
2

f  ，………………5’

且 ( )f x 在
1(0, )
2

内单调递增，所以 ( )f x 在
1(0, )
2

内有唯一零点．

所以当 4 2 4a ln   时， ( )f x 恰有两个零点．

综上所述，实数 a的取值范围是 ( , 4 2 4)ln   ．………………6’

23. （本小题 16分）设集合 2 {1nA  ，2，3，， *2 }(n n N ， 2)n� ．如果对于 2nA 的每一个含有 ( 4)m m� 个元素

的子集 P， P中必有 4个元素的和等于 4 1n  ，称正整数m为集合 2nA 的一个“相关数”.

（1）（4分）当 3n  时，判断 5和 6是否为集合 6A 的“相关数”，说明理由；

（2）（6分）若m为集合 2nA 的“相关数”，证明： 3 0m n  � ；

（3）（6分）给定正整数 n．求集合 2nA 的“相关数” m的最小值.

解：（1）当 3n  时， 6 {1A  ，2，3，4，5， 6}， 4 1 13n   ，

①对于 6A 的含有 5 个元素的子集{2，3，4，5， 6}，

因为该集合中四个元素的和的最小值为 2 3 4 5 13    ， …………1’(如果没有说明理由,该步骤分不得)

所以 5不是集合的“相关数”； …………2’(结论分 1 分)

② 6A 的含有 6 个元素的子集只有{1，2，3，4，5， 6}，

因为1 3 4 5 13    ， …………3’ (必须指出存在 4 个数的和为 13,写

1+2+4+6=13 也可以)

所以 6是集合 6A 的“相关数”． …………4’ (结论分 1 分)

（2）考察集合 2nA 的含有 2n  个元素的子集 { 1B n  ，n， 1n  ，，2 }n ， …………2’ (不写集合这两分不

得)

B中任意 4个元素之和一定不小于 ( 1) ( 1) ( 2) 4 2n n n n n        ． …………3’

所以 2n  一定不是集合 2nA 的“相关数”； …………4’

当 1m n � 时，可以删去子集 B 中的若干元素,使得元素个数为m ,此时最小的四个元素之和一定大于 4 1n  ,因此m

一定不是集合 2nA 的“相关数”， …………5’(只说明 2n  不是集合

2nA 的“相关数”而没有说明更小的数不是,扣 1 分)
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因此若m为集合 2nA 的“相关数”，必有 3m n � ，

即若m为集合 2nA 的“相关数”，必有 3 0m n  � ； …………6’

（3）一方面由（2）得 3m n � ，另一方面, 以下证明 3n  是集合 2nA 的“相关数”.

将集合 2nA 的元素剔除 n和 2n后，分成如下 1n  组：

( ,2 )jD j n j  ， (1 1)j n �� ，

对于 2nA 的任意一个含有 3n  个元素的子集 P ，必有一组
1 1 1( ,2 )jD j n j 中两个元素同时属于集合 P ，…………2’

将 P中的元素 1 1, 2j n j 删去,剩余元素组成的集合记为Q ,则Q中有 1n  个元素.

再将集合 2nA 的元素分成如下 n组：

( , 2 1 )iC i n i   ， (1 )i n  ，

对 2nA 的含有 1n  个元素的子集Q，

必有一组
2 2 2( ,2 1 )iC i n i   同中两个元素同时属于集合Q， …………4’

此时集合 P中 4个不同元素 1 1, 2j n j ， 2 2, 2 1i n i  之和为 1 1 22(2 ) (2 1 ) 4 1j n j j n j n        ， …………5’

所以集合 2nA 的“相关数” m的最小值为 3n  ． …………6’(结论分 1 分,必须明确

指出最小值为 3n  )
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