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2022 北京丰台高三二模 

数    学 

2022．04 

第一部分（选择题共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项． 

1．在复平面内，若复数 z 对应的点的坐标为（2，1），则 z =  

（A） 2 i+  （B）2 i−   

（C）1 2i+  （D）1 2i−  

2．“ 1x  ”是“
2 1x  ”的 

（A）充分而不必要条件  （B）必要而不充分条件 

（C）充分必要条件  （D）既不充分也不必要条件 

3．函数 ( ) 2 2 1f x cos x= − 是 

（A）最小正周期为 2π的偶函数 （B）最小正周期为 2π的奇函数 

（C）最小正周期为 π的偶函数 （D）最小正周期为 π的奇函数 

4．在

6

2 2
x

x


−


 
 

的展开式中，常数项为 

（A）240 （B） 240−  （C）60 （D） 60−  

5．己知两条不同的直线 ,l m 与两个不同的平面 ,  ，则下列结论中正确的是 

（A）若 // ,l m l ⊥ ，则m ⊥  （B）若 , //l l ⊥ ，则 ⊥  

（C）若 ,m l m⊥ ⊥ ，则  //l   （D）若 , l  ⊥ ⊥ ，，则 //l    

6．小王每天在 6：30 至 6：50 出发去上班，其中在 6：30 至 6： 40 出发的概率为 0.3，在该时间段出发上班迟到的

概率为 0.1；在 6：40 至 6：50 出发的概率为 0.7，在该时间段出发上班迟到的概率为 0.2，则小王某天在 6：30 至

6：50 出发上班迟到的概率为 

（A）0.13 （B）0.17 （C）0.21 （D）0.3 

7．已知
0.5

3

2
3 , log 2, tan

3
a b c


= = = ，则 

（A） a b c   （B） b a c    

（C） c a b   （D）a c b   

8．设等差数列 na 的前n项和为 nS ，若 2 3 0S S  ，则下列结论中正确的是 

（A） 3  0a   （B） 2 1 0a a−   

（C） 2 3 0a a+   （D） 4 3 5a a a   

9．已知偶函数 ( )f x 在区间[0, )+ ．上单调递减．若 ( ) ( )l  1f gx f ，则 x 的取值范围是 
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（A）
1

,1
10

 
 
 

 （B） 
1

0, (1, )
10

 
 + 

 
 

（C）
1

,10
10

 
 
 

  （D）
1

0, (10, )
10

 
 + 

 
 

10．已知双曲线
2 2

2 2
: 1( 0, 0)

x y
C a b

a b
− =   的左、 右顶点分别为 1 2,A A ，左、右焦点分别为 1 2,F F ，以线段 1 2A A

为直径的圆与双曲线C 的一条渐近线交于点M ，且点M 在第一象限， 2A M 与另一条渐近线平行． 

若 1 21F M = ，则 2 2MA F△ 的面积是 

（A）
3 3

2
 （B）

7 3

2
 （C）

3 3

4
 （D）

7 3

4
 

 

第二部分（非选择题 共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分． 

11．已知向量 ( ) ( )2,3 , 6,a b m= − = ．若a b⊥ ，则m = _______． 

12．己知抛物线
2: 8C x y= ，则抛物线C 的准线方程为_______． 

13．在 ABC△ 中， 2, 3, 2a b A B= = = ，则cosB = ________． 

14．在平面直角坐标系中，已知点 ( )2, 2M − ，动点 N 满足 1NM = ，记 d 为点 N

到直线 : 1 2 0l x my m+ + − = 的距离．当m 变化时，直线 l 所过定点的坐标为

________； d 的最大值为________． 

15．如图，某荷塘里浮萍的面积 y （单位：m2）与时间 t （单位：月）满足关系式：

lnty a a= （ a为常数），记 ( )( 0)ty f t=  ．给出下列四个结论：  

①设 ( )*( )na f n n= N ，则数列 na 是等比数列； 

②存在唯一的实数 ( )0 1, 2t  ， 使得 ( ) ( ) ( )02 1  f f f t− = 成立，其中 ( )f t 是

( )f t 的导函数； 

③常数 ( )1, 2a ； 

④记浮萍蔓延到
2 2 22m ,3m ,6m 所经过的时间分别为 1 2 3, ,t t t 大，则 1 2 3t t t+  ，其中所有正确结论的序号是

________． 
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三、解答题共 6 小题，共 85 分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

16．（本小题共 13 分） 

如图，在正三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， 1AA AB= ，  D 为 BC 的中点，平面 1 1A C D

平面  ABC DP= ． 

（I）求证： 1 1 //AC DP； 

（II）求平面 1 1A C D 与平面 1AA D 夹角的余弦值． 

 

 

 

17． （本小题共 14 分） 

己知数列 na 的前n项和为 nS ，在条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为己知． 

（I）求数列 na 的通项公式； 

（II）设数列
1

na

 
 
 

的前n项和为 nT ．若对任意
*n N ， 不等式 nT m 恒成立，求m 的最小值． 

条件①： 1 1a = 且 1 0 )2 ( 2n na a n−− =  ； 

条件②： 2 1n

nS = − ； 

条件③：2 1n na S− = ． 

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分． 

18． （本小题共 14 分） 

某商家为了促销，规定每位消费者均可免费参加一次抽奖活动，活动规则如下：在一不透明纸箱中有 8 张相同的卡

片，其中 4 张卡片上印有“幸”字，另外 4 张卡片上印有“运”字．消费者从该纸箱中不放回地随机抽取 4 张卡片，若

抽到的 4 张卡片上都印有同一个字，则获得一张 10 元代金券；若抽到的 4 张卡片中恰有 3 张卡片上印有同一个

字，则获得一张 5 元代金券；若抽到的 4 张卡片是其他情况，则不获得任何奖励． 

（ I ）求某位消费者在-一次抽奖活动中抽到的 4 张卡片上都印有“幸”字的概率； 

（II）记随机变量 X 为某位消费者在一次抽奖活动中获得代金券的金额数，求 X 的分布列和数学期望 ( )E X ； 

（II）该商家规定，消费者若想再次参加该项抽奖活动，则每抽奖一次需支付 3 元．若你是消费者，是否愿意再次

参加该项抽奖活动？请说明理由． 

19． （本小题共 15 分） 

己知函数
1

( )
ex

ax
f x

+
=  

（I）当 1a = 时，求 ( )f x 的单调区间和极值； 

（II）当 1a  时，求证： ( ) ( )1 1f x a x − + ； 

（III）直接写出a的一个取值范围，使得 ( ) ( )2 1 1f x ax a x + − + 恒成立． 
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20． （本小题共 15 分） 

已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)

x y
C a b

a b
+ =   经过点 ( )2,1P ， P 到椭圆C 的两个焦点的距离和为4 2 ． 

（I）求椭圆C 的方程； 

（II）设 ( )4,0Q ， R 为 PQ的中点，作 PQ的平行线 l 与椭圆C 交于不同的两点 A ， B ，直线 AQ 与椭圆C 交于

另一点M ，直线 BQ与椭圆C 交于另一点 N ，求证：M ， N ， R 三点共线． 

 

 

 

 

21．（本小题共 14 分） 

设        1 1 1 2 2 2 1 1 1, , , ,L, , , ,n n n n n nI a b I a b I a b I a b+ + += = = = 是 ( )*1n n+ N 个互不相同的闭区间，若存在实数

0x ，使得 ( )0 1,2,L, 1ix I i n = + ，则称这 1n + 个闭区间为聚合区间， 0x 为该聚合区间的聚合点． 

（I ）己知 1 2[1,3], [ 2,sin ](0 )I I t t = = −   为聚合区间，求 t 的值； 

（II） 已知        1 1 1 2 2 2 1 1 1, , , ,L, , , ,n n n n n nI a b I a b I a b I a b+ + += = = = 为聚合区间． 

（i）设 0x ， 0y 是该聚合区间的两个不同的聚合点 

求证：存在  , 1, 2, , 1k l L n + ， 使得 , ( 1,2,L, 1)k l ia b I i n = + ； 

（ii）若对任意 , (   , {1,2,L, 1})p q p q p q n  +且 ，都有 ,p qI I 互不包含． 

求证：存在不同的 , {1,2,L, 1}i j n + ， 使得 ( )
1

i j i i

n
b a b a

n

−
− − ． 
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参考答案 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分． 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

答案  B A C A B B A D C  C 

 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分． 

11．4                        12． 2y = −                    13．
3

3
 

14． ( 1 2)− , ；6                15．①②④         

三、解答题共 6 小题，共 85 分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程．    

16.（本小题共 13 分） 

证明： （Ⅰ）因为正三棱柱 1 1 1ABC A B C− ， 

所以平面 1 1 1A B C‖平面 ABC . 

又因为 1 1A C 平面 1 1 1A B C ， 

所以 1 1A C‖平面 ABC . 

因为平面 1 1A C D 平面 ABC DP= ， 1 1A C 平面 1 1A C D ， 

所以 1 1A C DP‖ .………………6 分 

（Ⅱ）设 11B C 的中点为 1D ，连接 1DD ，则 1 1DD CC‖ . 

因为正三棱柱 1 1 1ABC A B C− ， 

所以 1CC ⊥平面 ABC ，且底面 ABC 为等边三角形， 

所以 1DD ⊥平面 ABC ， AD BC⊥ ， 

由此得 1 BCDD ⊥ ， 1 DADD ⊥ . 

以点 D 为坐标原点，DA， DB， 1DD 所在直线分别为 x 轴、y 轴、z 轴，建立如图所示的空间直角坐标系D xyz− . 

设 1 2AA = ，易知 1 1(0 0 0) ( 3 2) (0 1 2)D A C −, , , ,0, , , , ， 

所以 1 ( 3 2)DA
⎯⎯→

= ,0, , 1 (0 1 2)DC
⎯⎯→

= −, , . 

设平面 1 1A C D 的一个法向量为 ( )x y z, ,n = ， 

则
1

1

0

0

DA

DC

⎯⎯→

⎯⎯→

 =

 =







,

,

n

n

所以
2 0

2 0

3  

.

x z

y z

+ =

− + =





,
 

令 2x = ，则 2 3y = − ， 3z = − ， 

于是 (2 2 3 3)− −, ,n = ． 

易知 (0 1 0)DB
⎯⎯→

= ,, 是平面 1AA D 的一个法向量. 

设平面 1 1A C D 与平面 1AA D 的夹角为 ， 
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则
| | 2 57

cos | cos |
19

| | | |

DB
DB

DB



⎯⎯→
⎯⎯→

⎯⎯→


=   = =



,
n

n

n

， 

所以平面 1 1A C D 与平面 1AA D 夹角的余弦值为
2 57

19
.………………13 分 

17.（本小题共 14 分） 

解：（Ⅰ）选择条件①： 

由题意得 12 ( 2)≥n na a n−= ， 

且 ，所以 ，
 

所以 ， 

即数列 是等比数列，首项 ，公比 . 

所以数列 的通项公式是 .………………5 分 

选择条件②： 

当 时，由题意得 ； 

当 时，  

 

. 

检验：当 时， 依然成立. 

所以数列 的通项公式是 . 

选择条件③： 

当 时，由题意得 ，即 ； 

当 时，由 可得 ， 

即 . 

又 ，所以 ，
 

所以 ， 

即数列 是等比数列，首项 ，公比 . 

所以数列 的通项公式是 . 

（Ⅱ）由（Ⅰ）可得 1

1

1 1 1
( )

2 2

n

n

na

−

−
= = . 

所以
1 2 3

1 1 1 1
n

n

T
a a a a

= + + + +  

1 1 0a =  0na 

1

2n

n

a

a −

=

 na 1 1a = 2q =

 na 1 1

1 2n n

na a q − −= =

1n = 1 1 2 1 1a S= = − =

2n≥
1n n na S S −= −

1(2 1) (2 1)n n−= − − −

12n−=

1n = 1 1

1 2 1a −= =

 na 12n

na −=

1n = 1 12 1a S− = 1 1a =

2≥n
1 1

2 1

2 1

,

,
n n

n n

a S

a S− −

− =


− =
1 12 2 ( ) 0n n n na a S S− −− − − =

12n na a −=

1 1 0a =  0na 

1

2n

n

a

a −

=

 na 1 1a = 2q =

 na 1 1

1 2n n

na a q − −= =
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0 1 2 11 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

n−= + + + +  

1
1 ( )

2
1

1
2

n−

=

−

 

1
2[1 ( ) ]

2

n= − . 

当 时，有
1 1

0 ( )
2 2

≤n ， 

所以
1 1

( ) 0
2 2
≤ n− −  ， 

即
1 1

1 ( ) 1
2 2
≤ n−  ， 

于是
1

1 2(1 ( ) ) 2
2

≤ n−  . 

因为对任意 ，不等式 nT m 恒成立， 

所以 ，即m的最小值为 2.………………14 分 

18．（本小题共 14 分） 

解：（Ⅰ）记“某位消费者在一次抽奖活动中抽到的 4张卡片上都印有“幸”字”为事件 A， 

则 . 

所以某位消费者在一次抽奖活动中抽到的 4 张卡片上都印有“幸”字的概率为
1

70
.………………4 分 

（Ⅱ）随机变量 的所有可能取值为 ， ， ， 

则 ， 

， 

. 

所以 的分布列为 

    

    

．………………11 分 

（Ⅲ）方案 1：记随机变量 为消费者在一次抽奖活动中的收益，则
3

( ) ( ) 3 0
7

E Y E X= − = −  . 

因此我不愿意再次参加该项抽奖活动. 

nN
*

nN
*

2≥m

4

8

1 1
( )

70
P A

C
= =

X 10 5 0

4 0 0 4
4 4 4 4

4
8

1
( 10)

35

C C C C
P X

C

 + 
= = =

3 1 1 3
4 4 4 4

4
8

16
( 5)

35

C C C C
P X

C

 + 
= = =

2 2
4 4

4
8

18
( 0)

35

C C
P X

C


= = =

X

X 10 5 0

P
1

35

16

35

18

35

1 16 18 18
( ) 10 5 0

35 35 35 7
E X =  +  +  =

Y
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方案 2：记“某位消费者在一次抽奖中能获得奖券”为事件 B， 

则
1 16 17

( )
35 35 35

P B = + = . 

因为中奖概率不足
1

2
，因此我不愿意再次参加该项抽奖活动. 

方案 3：记“某位消费者在一次抽奖中能获得奖券”为事件 B， 

则
1 16 17

( )
35 35 35

P B = + = . 

因为中奖概率接近
1

2
，因此我愿意再次参加该项抽奖活动.………………14 分 

19.（本小题共 15 分） 

解：（Ⅰ）当 1a = 时，
1

( )
ex

x
f x

+
= ，则 ( )

ex

x
f x = − . 

令 ( ) 0f x = ，解得 0x = . 

随 x变化 ( )f x 和 ( )f x 的变化情况如下表： 

 

所以 ( )f x 的单调递增区间是 ( 0)−， ，单调递减区间是 (0 )+ ， . 

当 0x = 时， ( )f x 取得极大值为 (0) 1f = .……………….6 分 

（Ⅱ）当 1a≥ 时，设
1

( ) = ( 1) 1
ex

ax
g x a x

+
− − − ， 

则
1 1 ( 1)e

( ) = ( 1)
e e

x

x x

ax a ax a a
g x a

− + − − + − − −
 − − = . 

设 ( ) 1 ( 1)exh x ax a a= − + − − − ，则 ( ) ( 1)e 0xh x a a = − − −  . 

故 ( )h x 在区间 ( )− +, 上单调递减. 

因为 (0) = 0h ， 

所以当 0x  时， ( ) > 0h x ，即 ( ) 0g x  ，则 ( )g x 在区间 ( 0)−， 上单调递增； 

当 0x  时， ( ) < 0h x ，即 ( ) 0g x  ，则 ( )g x 在区间 (0 )+ ， 上单调递减； 

所以当 0x = 时， ( )g x 取得最大值为 (0) = 0g . 

所以 ( ) (0) 0g x g =≤ ，即 ( ) ( 1) 1f x a x− +≤ .……………….13 分 

（Ⅲ） 0a≤ （答案不唯一）……………….15 分 

20．（本小题共 15 分） 

解：（Ⅰ）由题意得
2 2

2 2 2

2 4 2

4 1
1

a

a b

a b c

 =



+ =

 = +

，

,

,
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解得 2 8a = ， 2 2b = . 

所以椭圆 的方程为
2 2

1
8 2

x y
+ = .……………….5 分 

（Ⅱ）因为 ， ，且 R为 的中点， 

所以
1

2
PQk = − ，

1
(3 )

2
R , . 

依题意，设直线 l 的方程为
1

2
y x m= − + ， 1 1( )A x y, ，

2 2( )B x y, ， 3 3( )M x y, ， 4 4( )N x y, ， 

所以直线 AQ 的方程为 1

1

( 4)
4

y
y x

x
= −

−
. 

由

1

1

2 2

( 4)
4

1
8 2

y
y x

x

x y


= − −




+ =


，

得
2 2

2 1

2

1

4 ( 4)
8

( 4)

y x
x

x

−
+ =

−
， 

即 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( 4 16 8 ) 32 64 8( 4) 0x y x x y x y x+ + − − + − − = . 

因为点 A在椭圆C 上，所以 2 2

1 14 8x y+ = ， 

由此得 2 2 2 2

1 1 1 1(24 8 ) 32 64 8( 4) 0x x y x y x− − + − − = ， 

即 2 2 2 2

1 1 1 1(3 ) 4 8 ( 4) 0x x y x y x− − + − − = ， 

所以
2

1
1 3

1

4

3

y
x x

x
+ =

−
， 

于是
2

1
3 1

1

4

3

y
x x

x
= −

−

2 2

1 1 1

1

4 3

3

x y x

x

+ −
=

−

1

1

8 3

3

x

x

−
=

−
， 

所以 1
3 3

1

( 4)
4

y
y x

x
= −

−

1 1

1 1

8 3
( 4)

4 3

y x

x x

−
= −

− −

1

13

y

x
=

−
，即 1 1

1 1

8 3
( )

3 3

x y
M

x x

−

− −
, ， 

由此得

1

1

1

1

1

3 2

8 3
3

3

MR

y

x
k

x

x

−
−

=
−

−
−

1 1

1 3
( )
2 2

x y= − + + . 

因为点 A在 l 上，所以
1 1

1

2
x y m+ = ，即

3

2
MRk m= − . 

同理，
3

2
NRk m= − ，所以 MR NRk k= ，故M ， N ， R三点共线.……………….15 分 

 

21．（本小题共 14 分） 

解：（Ⅰ）由题意得 sin 1t = (0 π)t  ， 

解得
π

2
t = .……………….4 分 

（Ⅱ）（ⅰ）证明：不妨设 0 0x y . 

取 1 2 1max{ }k na a a a += , , , ， 1 2min{ }l nb b b b= , , , ， 

C

(2 1)P , (4 0)Q , PQ
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其中 1 2max{ }sx x x, , , 表示 1 2 sx x x, , , 这 s个数中最大的数， 1 2min{ }sx x x, , , 表示 1 2 sx x x, , , 这 s个数中

最小的数． 

由题意得 0 0k la x y b≤ ≤ . 

所以存在 {1 2 1}k l n +, , , , ，使得[ ]k l ia b I, . 

（ⅱ）若存在 ( )s ta a s t=  ，则 s tI I 或 t sI I ，与已知条件矛盾. 

不妨设 1 2 1na a a +   ，则 1( 1 2 )k kb b k n+ = , , , . 

否则，若 1k kb b +≥ ，则 1k kI I+  ，与已知条件矛盾. 

取 2 1 3 2 1 2 1 3 2 1min{ }n n n nl a a a a a a b b b b b b+ += − − − − − −, , , , , , , ， 

当 1m ma a l+ − = 时， 1 1 2 1( ) ( ) ( 1)m m mb b b b b b m l−− = − + + − −≥ ， 

1 1 1( ) ( ) ( 1)n m n n m ma a a a a a n m l+ + +− = − + + − − +≥ . 

又 1 1nb a + ，所以 1 1 0na b+ −  ， 

所以 1 1( ) ( )m m m n mb a b b a a nl+− − + −≥ ≥ ， 

即 1
m m

m m

b a
a a

n
+

−
− ≤ ， 

所以 1 1

1
( ) ( )m m m m m m m m

n
b a b a a a b a

n
+ +

−
− = − − − −≥ . 

此时取 1i m j m= = +, ，则
1

( )i j i i

n
b a b a

n

−
− −≥ . 

当 1m mb b l+ − = 时，同理可取 1i m j m= + =, ，使得
1

( )i j i i

n
b a b a

n

−
− −≥ . 

综上，存在不同的 {1 2 1}i j n +, , , , ，使得
1

( )i j i i

n
b a b a

n

−
− −≥ .……………….14 分 

 

（若用其他方法解题，请酌情给分） 
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