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2023北京日坛中学高二 10月月考 

数    学 

一、单选题（每题 5分，共 55分） 

1. 直线 l的方向向量为 l ，平面 与  的法向量分别为m ， n ，则下列选项正确的是（    ） 

A. 若 l ⊥ ，则 0l m =  B. 若 l  ，则 l kn=  

C. 若 ⊥ ，则 0m n =  D. 若 ∥ ，则 0m n =  

2. 若向量 (1,1,2), (2, , )a b x y= = ，且 //a b ，则 | |b =（    ） 

A. 2 B. 2 2  C. 6  D. 2 6  

3. 在直三棱柱 1 1 1ABC A B C 中，
13, 3, 3 2, 4AC BC AB AA= = = = ，则异面直线 1AC 与 1BC 所成角的

余弦值为（    ） 

A. 
16

25
−  B. 

9

25
 C. 

16

25
 D. 

4

5
 

4. 如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，下列结论错误．．的为（    ） 

   

A. 直线 1AD 与直线 1AC 所成的角为
π

2
 

B. 直线 1AD 与平面 1111 DCBA 所成的角为
π

4
 

C. 直线 1B D ⊥平面 1D AC  

D. 平面 1 1A B CD 与平面 ABCD所成的二面角为
π

6
 

5. 在空间直角坐标系中，已知 ( ) ( ) ( )1, 1,0 , 4,3,0 , 5,4, 1A B C− − ，则A 到 BC 的距离为（    ） 

A. 3 B. 
58

3
 C. 

2 17

3
 D. 

78

3
 

6. 设直线 l的斜率 k满足 1k  ，则直线 l的倾斜角的取值范围是（    ） 

A. 
π

0,
4

 


 
 B. 

π 3π
0, , π

4 4

   
   

   
 C. 

3π
, π

4

 
 
 

 D. 
π 3π

0, , π
4 4

   
  

   
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7. 过点 ( )1, 4A 的直线在两坐标轴上的截距之和为零，则该直线方程为（    ） 

A. 3 0x y− + =  B. 5 0x y+ − =  

C. 4 0x y− = 或 5 0x y+ − =  D. 4 0x y− = 或 3 0x y− + =  

8. 如图，在四面体OABC 中， , ,OA a OB b OC c= = = ．点M 在OA上，且 2 ,OM MA N= 为 BC 中点，

则MN 等于（    ） 

 

A. 
1 2 1

2 3 2
a b c− +  B. 

2 1 1

3 2 2
a b c− + +  

C. 
1 1 1

2 2 2
a b c+ −  D. 

2 2 1

3 3 2
a b c+ −  

9. 已知 ,a bR R ，则“直线 2 1 0ax y+ − = 与直线 ( )1 2 1 0a x ay+ − + = 垂直”是“ 0a = ”的（    ） 

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 

C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件， 

10. 点 ( )2, 1P − − 到直线 l： ( ) ( ) ( )1 3 1 2 4 0 Rx y   + + + − − =  的距离最大时，其最大值以及此时的

直线方程分别为（    ） 

A. 13 ； 2 0x y+ − =  B. 11 ；3 4 0x y+ − =  

C. 13 ； 2 3 1 0x y− + =  D. 11 ； 2 3 1 0x y− + =  

11. 如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，点 P 在线段 1BC 上运动，则下列判断中正确的是（    ） 

     

① 1B D ⊥平面 1ACD ； 

② 1 / /A P 平面 1ACD ； 

③异面直线 1A P 与 1AD 所成角的取值范围是
π

0,
3

 
 
 

； 

④三棱锥 1D APC− 的体积不变. 
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A. ①② B. ①④ C. ③④ D. ①②④ 

二、填空题（每题 5分，共 35分） 

12. 直线 3 4y x= − 关于 x轴对称的直线方程为______. 

13. 已知直线 l与直线3 4 4 0x y− + = 垂直，且经过点 ( )2, 3− ，则直线 l的方程为_________． 

14. 已知
5

2 ,
2

A m
 
 
 

， ( )4, 1B − ， ( )4,C m− − 三点在同一条直线上，则实数 m 的值为______． 

15. 已知空间向量 ( )1,0,1a = ， ( )2,1,2b = ，则向量 a 在向量b 上的投影向量的模是___________ 

16. 如下图所示，在平行六面体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，底面 ABCD为矩形，侧棱 1AA 与 AD 、 AB 均成 60°

角，则侧棱 1AA 与底面 ABCD所成的角为______． 

   

17. 下列关于空间向量的命题中，正确的有________． 

①若向量 a 、b 与空间任意向量都不能构成空间向量的一组基底，则 //a b ； 

②若非零向量 a 、b 、 c 满足 a b⊥ ，b c⊥ ，则有 //a c； 

③若OA、OB 、OC 是空间向量的一组基底，且
1 1 1

3 3 3
OD OA OB OC= + + ，则A 、 B 、C 、D 四点共

面； 

④若向量 a b+ 、b c+ 、 c a+ 是空间向量的一组基底，则 a 、b 、 c 也是空间向量的一组基底． 

18. 已知棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− ，点Q 是线段 1BD 上一动点．给出如下推断： 

   

①对任意点Q ，总有 AC DQ⊥ ； 

②存在点Q ，使得 //DQ 平面 1ACB ； 

③三棱锥 1Q AB C− 体积的最大值为 4． 

则所给推断中正确的是____________． 

三、解答题（每题 15分，共 60分） 
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19. 已知 ABC 的顶点为 ( )0, 4A ， ( )2,6B − ， ( )8,0C − ，求： 

（1）边 AC上的中线所在直线的方程； 

（2）边 AC上的高所在直线的方程； 

（3）边 AC的垂直平分线的方程. 

20. 如图，正三棱柱 1 1 1ABC A B C 的所有棱长都为 2，D为 1CC 中点． 

 

（1）求证： 1AB ⊥面 1A BD ； 

（2）求二面角 1A A D B− − 的余弦值． 

21. 如 图 ， 在 四 棱 锥 P-ABCD 中 ， PA ⊥ 底 面 ABCD， AB AD⊥ ， AC CD⊥ ， 60ABC =  ，

PA AB BC= = ，E是 PC的中点. 

 

（1）求 PB和平面 PAD所成的角的大小； 

（2）证明 ⊥AE 平面 PCD； 

（3）求二面角 A PD C− − 的大小. 

22. 如图，已知长方体 1 1 1 1ABCD A B C D－ ， 12, 1AB AA= = ，直线 BD与平面 1 1AA B B所成的角为 30°，

AE 垂直 BD于 E ， F 为 1 1A B 的中点． 

     

（1）求异面直线 AE 与 BF 所成的角的余弦； 

（2）求平面 BDF 与平面 1AA B 所成二面角(锐角)的余弦； 
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（3）求点A 到平面 BDF 的距离． 
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参考答案 

一、单选题（每题 5分，共 55分） 

1. 【答案】C 

【分析】根据空间中直线与平面，平面与平面的位置关系与对应向量的关系逐项进行判断即可求解. 

【详解】若 l ⊥ ，则 l 与m 共线，故选项A 错误； 

若 l  ，则 l n⊥ ，即 0l n = ，故选项B 错误； 

若 ⊥ ，则m 与 n 垂直，即 0m n = ，故选项C 正确； 

若 ∥ ，则m 与 n 共线，故选项D 错误， 

故选：C . 

2. 【答案】D 

【分析】由向量平行的坐标运算得出 2, 4x y= = ，进而由模长公式求解. 

【详解】因为 a b ，所以
2

1 1 2

x y
= = ，所以 2, 4x y= = ，

2 2 22 2 4 2 6b = + + = ． 

故选：D 

3. 【答案】C 

【分析】利用勾股定理的逆定理及直棱柱的定义，建立空间直角坐标系，求出相关点的坐标及直线 1AC 与

1BC 的方向向量，利用向量的夹角公式，结合向量夹角与线线角的关系即可求解. 

【详解】因为 3, 3, 3 2,AC BC AB= = =  

所以 2 2 2AC BC AB+ = ， 

所以 AC BC⊥ , 

又因为侧棱与底面垂直， 

所以以C 为坐标原点，建立空间直角坐标系C xyz− ，如图所示 

   

易得 ( ) ( ) ( ) ( )1 10,0,0 , 0,0,4 , 3,0,4 , 0,3,0C C A B ， 

所以 ( ) ( )1 13,0, 4 , 0, 3,4AC BC= − − = − , 

设异面直线 1AC 与 1BC 所成角为 ，则 
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1 1

1 1

1 1

, 4 4 16
cos cos , .

5 5 25

AC BC
AC BC

AC BC


− 
= = = =


 

所以异面直线 1AC 与 1BC 所成角的余弦值为
16

25
. 

故选：C. 

4. 【答案】D 

【分析】对 A，证明直线 1AD ⊥平面 1A DC 即可；对 B，根据线面角的定义，根据直线 1AD 与平面

1111 DCBA 所成的角为 1 1AD A 即可；对 C，根据线面垂直的判定证明即可；对 D，根据二面角的定义可得

平面 1 1A B CD 与平面 ABCD所成的二面角为 1 1AD A 即可. 

【详解】对 A，连接如图，由正方体性质可得 1 1A D AD⊥ ，且 DC ⊥平面 1 1A ADD ， 1AD 平面

1 1A ADD ，故 1DC AD⊥ . 

又 1A D DC D= ， 1 ,A D DC 平面 1A DC ，故 1AD ⊥平面 1A DC . 

又 1AC 平面 1A DC ，故 1 1AD AC⊥ . 

故直线 1AD 与直线 1AC 所成的角为
π

2
，故 A 正确； 

   

对 B，因为 1AA ⊥平面 1111 DCBA ，故直线 1AD 与平面 1111 DCBA 所成的角为 1 1 45AD A = ，故 B 正确； 

对 C，连接如图，由正方体性质可得 AC BD⊥ ，且 1BB ⊥平面 ABCD， AC  平面 ABCD，故

1AC BB⊥ . 

又 1BD BB B = ， 1,BD BB 平面 1BDB ，故 AC ⊥平面 1BDB . 

又 1B D 平面 1A DC ，故 1AC B D⊥ . 

同理 1 1AD B D⊥ ，又 1AD AC A= ， 1,AD AC 平面 1AD C ，故 1B D ⊥平面 1D AC ，故 C 正确； 
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对 D，平面 1 1A B CD 与平面 ABCD交于CD ，且CD AD⊥ ， 1CD A D⊥ ，故平面 1 1A B CD 与平面

ABCD所成的二面角为 1 1 45AD A = ，故 D 错误. 

   

故选：D 

5. 【答案】D 

【分析】利用向量法求解. 

【详解】解：因为 ( ) ( ) ( )1, 1,0 , 4,3,0 , 5,4, 1A B C− − ， 

所以 ( ) ( )3, 4,0 , 1,1, 1 , 5, 3BA BC BA BC= − − = − = = ， 

所以
7 3

cos ,
15

BA BC
BA BC

BA BC


= = −


， 

所以 2 49 78
sin , 1 cos , 1

75 15
BA BC BA BC= − = − = ， 

所以A 到 BC 的距离为
78

sin ,
3

d BA BA BC=  = ， 

故选：D 

6. 【答案】B 

【分析】解不等式得到 1 1k−   ，然后根据斜率范围求倾斜角范围即可. 

【详解】由 1k  得 1 1k−   ， 

当 1k = − 时，倾斜角为
3π

4
，当 1k = 时，倾斜角为

π

4
， 

所以倾斜角的范围为
π 3π

0, , π
4 4

   
   

   
. 
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故选：B. 

7. 【答案】D 

【分析】可以分截距都为零和截距不为零两种情况进行考虑，截距为零，直线过原点，求出方程即可，截

距部位零，利用截距式，设出方程求解即可；也可以设出方程，求出截距，进行计算即可. 

【详解】解法一  当直线过原点时，满足题意，此时直线方程为 4y x= ，即 4 0x y− = ； 

当直线不过原点时，设直线方程为 ( )1 0
x y

a
a a
+ = 
−

， 

因为直线过点 ( )1, 4A ，所以
1 4

1
a a
− = ， 

解得 3a = − ，此时直线方程为 3 0x y− + = . 

故选：D.  

解法二  易知直线斜率不存在或直线斜率为 0 时不符合题意. 

设直线方程为 ( )( )4 1 0y k x k− = −  ， 

则 0x = 时， 4y k= − ， 0y = 时，
4

1x
k

= − ， 

由题意知
4

1 4 0k
k

− + − = ， 

解得 4k = 或 1k = ，即直线方程为 4y x= 或 3 0x y− + = . 

故选：D.  

8. 【答案】B 

【分析】连接ON ，利用空间向量基本定理可得答案. 

【详解】连接 ( )1 2 2 1 1
,

2 3 3 2 2
ON MN ON OM OB OC OA a b c= − = + − = − + + ． 

故选：B. 

 

9. 【答案】B 

【分析】根据两直线的位置关系、充分、必要条件的知识确定正确答案. 

【详解】直线 2 1 0ax y+ − = 与直线 ( )1 2 1 0a x ay+ − + = 垂直， 

即 ( ) ( ) 21 2 2 3 0a a a a a+ +  − = − = ，解得 0a = 或 3a = . 
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所以“直线 2 1 0ax y+ − = 与直线 ( )1 2 1 0a x ay+ − + = 垂直”是“ 0a = ”的必要不充分条件. 

故选：B 

10. 【答案】C 

【分析】根据直线 l 的方程得到直线 l 恒过点 ( )1,1A ，根据几何知识得到当PA 垂直直线 l 时，点 P 到直线 l

的距离最大，然后根据距离公式和点斜式计算即可. 

【详解】直线 l 的方程可整理为： ( )3 4 2 0x y x y + − + + − = ，令
3 4 0

2 0

x y

x y

+ − =


+ − =
，解得

1

1

x

y

=


=
， 

所以直线 l 恒过点 ( )1,1A ， 

由题意得当 PA 垂直直线 l 时，点 P 到直线 l 的距离最大， 

( ) ( )
2 2

2 1 1 1 13PA = − − + − − = ，
1 1 2

2 1 3
PAk

− −
= =
− −

， 

所以直线 PA ： ( )
2

1 1
3

y x− = − ，整理得 2 3 1 0x y− + = . 

故选：C. 

11. 【答案】D 

【分析】由线面垂直的判定定理可判断①，由面面平行的性质定理可判断②，由线面垂直的性质定理可判

断③，由线面平行的性质及棱锥的体积公式可判断④． 

【详解】在正方体中由 1DD ⊥平面 ABCD， AC  平面 ABCD，可得 1DD AC⊥ ， 

又 AC BD⊥ ， 1,DD BD 是平面 1 1BDD B 内两相交直线，从而得 AC ⊥平面 1 1BDD B ， 

又 1B D 平面 1 1BDD B ，因此有 1AC B D⊥ ， 

同理 1 1AD B D⊥ ， 

又 1AC AD A= ， 1,AC AD 平面 1ACD ，∴ 1B D ⊥平面 1ACD ，故①正确； 

   

正方体中 AB 与 1 1C D 平行且相等，则 1 1ABC D 是平行四边形，故 1 1/ /AD BC ， 

又 1AD 平面 1 1A BC ， 1BC 平面 1 1A BC ，∴ 1 / /AD 平面 1 1A BC ， 

同理 / /AC 平面 1 1A BC ， 

又 1AD AC A= ， 1,AD AC 都在平面 1AD C 内，∴平面 1 //AD C 平面 1 1A BC ， 

因为 1A P 平面 1 1A BC ，∴ 1 / /A P 平面 1ACD ，故②正确； 
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与①同理可证 1AD ⊥平面 1 1A B CD ， 

当 P 是 1BC 与 1B C 交点时， 1A P 平面 1 1A B CD ，则 1 1AD A P⊥ ， 

此时异面直线 1A P 与 1AD 所成角为
π

2
，故③错误； 

   

由②知平面 1 //AD C 平面 1 1A BC ，又 1BC 平面 1 1A BC ，所以 1 / /BC 平面 1ACD ， 

∴ P 到平面 1ACD 的距离不变，因此
1 1D APC P ACDV V− −= 恒为定值，故④正确． 

     

故选：D． 

【点睛】关键点睛：本题结论③利用特例法是快速解决本题的关键. 

二、填空题（每题 5分，共 35分） 

12. 【答案】3 4 0x y+ − =  

【分析】根据直线 l 与直线 3 4y x= − 关于 x轴对称，得到 3lk = − ，然后根据直线 3 4y x= − 与 x轴的交

点为
4

,0
3

 
 
 

得到直线 l 与 x轴的交点为
4

,0
3

 
 
 

，然后求直线方程即可. 

【详解】设直线 l 与直线 3 4y x= − 关于 x轴对称，所以 3lk = − ， 

在 3 4y x= − 中，令 0y = ，则
4

3
x = ，所以直线 3 4y x= − 与 x轴的交点为

4
,0

3

 
 
 

，即直线 l 与 x轴的交
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点为
4

,0
3

 
 
 

， 

所以直线 l 的方程为
4

3
3

y x
 

= − − 
 

，整理得3 4 0x y+ − = . 

故答案为：3 4 0x y+ − = . 

13. 【答案】 4 3 1 0x y+ + =  

【分析】根据直线 l与直线3 4 4 0x y− + = 垂直，设其方程为 4 3 0x y m+ + = ，代入点 ( )2, 3− 可得答案. 

【详解】根据题意，因为直线 l与直线3 4 4 0x y− + = 垂直，设 l的方程为 4 3 0x y m+ + = ， 

又由直线 l经过点 ( )2, 3− ，则有8 9 0m− + = ，解可得 1m = ， 

故直线 l的方程为 4 3 1 0x y+ + = . 

故答案为： 4 3 1 0x y+ + = ． 

14. 【答案】
3 57

2


 

【分析】根据题意结合斜率公式运算求解. 

【详解】由题意易得 A，B，C三点所在直线不可能垂直于 x轴，因此其中任意两点所确定的直线斜率都存

在， 

设直线 AB，BC的斜率分别为 ABk ， BCk ． 

由斜率公式可得

5
1

72

2 4 4 8
ABk

m m

+

= =
− −

，
1 1

4 4 8
BC

m m
k

− + −
= =

+
． 

因为 A，B，C三点在同一条直线上，则 AB BCk k= ，即
7 1

4 8 8

m

m

−
=

−
， 

整理得 2 3 12 0m m− − = ，解得
3 57

2
m

+
= 或

3 57

2

−
． 

故答案为：
3 57

2


. 

15. 【答案】
4

3
##

1
1

3
 

【分析】根据给定条件，求出投影向量，再求出模作答. 

【详解】向量 ( )1,0,1a = ， ( )2,1,2b = ，则 1 2 0 1 1 2 4a b =  +  +  = ， 2 2 2| | 2 1 2 3b = + + = ， 

因此向量 a 在向量b 上的投影向量为
4

9| | | |

a b b
b

b b


 = ， 

所以向量 a 在向量b 上的投影向量的模是
4 4 4

| | | |
9 9 3

b b= = . 
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故答案为：
4

3
 

16. 【答案】45° 

【详解】如图，作 1A E ⊥平面 ABCD于 E，由题意，E 应落在 BAD 的平分线上，即 45BAE = ，由

三余弦公式， 1 1cos cos cosA AB A AE BAE =    ，即 1cos60 cos cos 45A AE =   ， 

∴
1

2
cos

2
A AE = ，从而 1 45A AE = ，故侧棱 1AA 与底面 ABCD所成的角为 45°． 

   

17. 【答案】①③④ 

【分析】利用反证法可判断①④；利用空间向量的位置关系可判断②；利用共面向量的基本定理可判断可

判断③. 

【详解】对于①，假设 a 、b 不共线，则存在空间向量 c ，使得当 c 与 a 、b 不共线， 

此时， a 、b 、 c 能构成空间向量的一组基底，与题设矛盾，假设不成立， 

所以，若向量 a 、b 与空间任意向量都不能构成空间向量的一组基，则 //a b ，①对； 

对于②，若非零向量 a 、b 、 c 满足 a b⊥ ，b c⊥ ，则 a 与 c 不一定共线，②错； 

对于③，若OA、OB 、OC 是空间向量的一组基，且
1 1 1

3 3 3
OD OA OB OC= + + ， 

则
1 1 1

3 3 3
OD OA OA OB OC OA− = + + − ， 

即 ( ) ( )
1 1 1 1

3 3 3 3
AD OB OA OC OA AB AC= − + − = + ， 

所以，A 、 B 、C 、D 四点共面，③对； 

对于④，因为向量 a b+ 、b c+ 、 c a+ 是空间向量的一组基底， 

假设 a 、b 、 c 共面，若 // //a b c，不妨设 0a  ，设存在m 、 nR ，使得b ma= ， c na= ， 

所以， ( )1a b m a+ = + ， ( )b c m n a+ = + ， ( )1c a n a+ = + ， 

此时，向量 a b+ 、b c+ 、 c a+ 共线，与题设矛盾； 

若 a 、b 、 c 共面，且b 、 c 不共线，则存在 、 R，使得a b c = + ， 

则 ( )1a b b c + = + + ， ( )1c a b c + = + + ， 

所以， a b+ 、b c+ 、 c a+ 共面，与题设矛盾，故 a 、b 、 c 也是空间向量的一组基底，④对. 
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故答案为：①③④. 

18. 【答案】①② 

【分析】利用线面垂直的判定定理可得 AC ⊥平面 1 1DD B B ，再由线面垂直的性质定理可判断①；设

AC BD O= ，可得四边形 1EB OD为平行四边形， 1 //OB DE ，由线面平行的判定定理可得 //DE 平面

1ACB ，此时当Q 为 1BD 与 DE 的交点时可判断②；由题意可得Q 点与 1D 点重合时可取最大值，利用

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1− − − − − −= − − − −Q AB C ABCD A B C D A AB D B ACB C B CD D ADB CV V V V V V 计算出体积可判断③. 

【详解】对于①， 

   

连接 1 1B D ，因为底面 ABCD为正方形，所以 AC BD⊥ ， 

1DD ⊥底面 ABCD， AC  底面 ABCD，所以 1DD AC⊥ ， 

因为 1DD BD D= ， 1、 DD BD 平面 1 1DD B B ，所以 AC ⊥平面 1 1DD B B ， 

因为 DQ 平面 1 1DD B B ，所以 AC DQ⊥ ，故①正确； 

对于②， 

   

取 1 1D B 的中点 E ，连接 DE ，设 AC BD O= ，连接 1B O， 

因为 11 =D B DB ， 1 1 //D B DB ，所以 1 =EB DO ， 1 //EB DO ， 

所以四边形 1EB OD为平行四边形，所以 1 //OB DE ， 

因为 DE 平面 1ACB ， 1OB 平面 1ACB ，所以 //DE 平面 1ACB ， 

此时，当Q 为 1BD 与 DE 的交点时，有 //DQ 平面 1ACB ， 

所以存在点 1Q BD ，使得 //DQ 平面 1ACB ，故②正确； 

对于③， 
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因为
1AB CS 的面积是确定的，要使三棱锥 1Q AB C− 体积的最大值，只须Q 点到平面 1AB C 的距离最远，即

Q 点与 1D 点重合时可取最大值， 

可得
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1− − − − − −= − − − −Q AB C ABCD A B C D A AB D B ACB C B CD D AD CV V V V V V ， 

因为
1 1 1 1

2 2 2 8ABCD A B C DV − =   = ，
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 4
2 2 2

3 2 3
− − − −= = = =     =A AB D B ACB C B CD D AD CV V V V ， 

所以
1

16 8
8

3 3
− = − =Q AB CV ，故③错误. 

故答案为：①③. 

【点睛】方法点睛：线面平行的判定方法有： 

（1）利用定义：线面平行（即直线与平面无任何公共点）； 

（2）利用判定定理：平面外一条直线与此平面内的一条直线平行，则该直线与此平面平行；（只需在平面

内找一条直线和平面外的直线平行就可以） 

（3）利用面面平行的性质：两个平面平行，则一个平面内的直线必然平行于另一个平面； 

（4）空间向量法：即证明直线的向量与平面的法向量垂直，就可以说明该直线与平面平行. 

三、解答题（每题 15分，共 60分） 

19. 【答案】（1）2 10 0x y− + =      

（2） 2 2 0x y+ − =      

（3） 2 6 0x y+ + =  

【分析】（1）根据中点坐标公式得到 ( )4, 2D − ，然后根据点斜式求直线方程即可； 

（2）根据两直线垂直时斜率相乘为-1 得到边 AC 上高的斜率为-2，然后写直线方程即可； 

（3）由（1）（2）得 AC 的垂直平分线的斜率为-2，过点 ( )4, 2− ，然后写直线方程即可. 

【小问 1 详解】 

设 AC 中点为D ，所以
0 8 4 0

,
2 2

D
− + 

 
 

，即 ( )4, 2D − ， 

所以
( )

6 2
2

2 4
BDk

−
= =
− − −

，直线 BD： ( )2 2 4y x− = + ，即 2 10 0x y− + = ， 

所以边 AC 上的中线所在的直线方程为 2 10 0x y− + = . 

【小问 2 详解】 
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由题意得
0 4 1

8 0 2
ACk

−
= =
− −

，所以边 AC 上高的斜率为-2， 

所以边 AC 上高所在直线的方程为： ( )6 2 2y x− = − + ，即 2 2 0x y+ − = . 

【小问 3 详解】 

由（2）得 AC 的垂直平分线的斜率为-2， 

由（1）得 AC 的垂直平分线过点 ( )4, 2− ， 

所以 AC 的垂直平分线的方程为： ( )2 2 4y x− = − + ，即 2 6 0x y+ + = . 

20. 【答案】（1）证明见解析；（2）
6

4
. 

【分析】（1）通过证明 1 1AB A B⊥ 和 1AB BD⊥ 即可证明 1AB ⊥面 1A BD ； 

（2）作 1GF A D⊥ 于 F ，连结 AF ，可得 AFG 为二面角 1A A D B− − 的平面角，再通过解三角形的内

容计算余弦即可. 

【详解】  

（1）取 BC 中点O ，连结 AO ． 

ABC 为正三角形， AO BC ⊥ ． 

正三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， 

平面 ABC ⊥平面 1 1BCC B ，平面 ABC  平面 1 1BCC B BC= ， 

AO ⊥平面 1 1BCC B ．  

连结 1B O， 

在正方形 1 1BB C C 中，O D， 分别为 1BC CC， 的中点， 

1B O BD ⊥ ，又 1,AO BD AO B O O⊥  = ， BD ⊥平面 1AOB ， 

1AB BD ⊥ ．在正方形 1 1ABB A 中， 1 1AB A B⊥ ， 1BD A B B= ， 

1AB ⊥平面 1A BD ．  

（2）设 1AB 与 1A B 交于点G ，在平面 1A BD 中，作 1GF A D⊥ 于 F ，连结 AF ， 
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由（1）得 1AB ⊥平面 1A BD ， 1 1 1,AB A D AB GF G ⊥  = ， 1A D ⊥面 AGF ， 1AF A D ⊥ ， 

AFG 为二面角 1A A D B− − 的平面角．  

在 1AA D△ 中， 2 2

1 2 1 5A D = + = ，由等面积法可求得

2

1

4 5

5

AC
AF

A D
= = ，又

1

1
2

2
AG AB= = ， 

又GF 面 1A BD ， 1AB GF ⊥ ， ( )
2

24 5 30
2

5 5
GF

 
= − =  

 

，

30

65cos
44 5

5

GF
AFG

AF
  = = = ． 

所以二面角 1A A D B− − 的余弦大小
6

4
. 

21. 【答案】（1）
π

4
     

（2）证明见详解    （3）
14

arcsin
4

 

【分析】（1）先证 AB ⊥平面 PAD ，则 PB 和平面 PAD 所成的角为 APB ，根据题意运算求解；（2）根

据线面垂直的性质定理和判定定理证明；（3）根据三垂线法可得二面角 A PD C− − 的平面角为 CNM ，

结合题意运算求解. 

【小问 1 详解】 

∵ PA ⊥平面 ABCD， AB 平面 ABCD，则 PA AB⊥ ， 

又∵ AD AB⊥ ， PA AD A = ， ,PA AD 平面 PAD ， 

∴ AB ⊥平面 PAD ， 

则 PB和平面 PAD所成的角为 APB ，且 PA AB= ， 

故 PB和平面 PAD所成的角为
π

4
. 
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【小问 2 详解】 

∵ PA ⊥平面 ABCD，CD 平面 ABCD，则 PA CD⊥ ， 

又∵ AC CD⊥ ， PA AC A= ， ,PA AC 平面PAC ， 

∴CD ⊥平面PAC ， 

AE 平面PAC ，则CD AE⊥ ， 

又∵ AB BC= ，且 60ABC = ，则 ABC 为等边三角形， 

∴ PA AB BC AC= = = ， 

即 PA AC= ，且 E是 PC的中点，则 PC AE⊥ ， 

CD PC C= ， ,CD PC 平面 PCD， 

∴ ⊥AE 平面 PCD . 

【小问 3 详解】 

过C 作CM AD⊥ ，垂足为M ，再过M 作MN PD⊥ ，垂足为 N ，连接CN ， 

在平面 ABCD中， AB AD⊥ ，CM AD⊥ ，则 AB CM ， 

由（1）知： AB ⊥平面 PAD ，则CM ⊥平面 PAD ， 

PD 平面 PAD ，则CM PD⊥ ， 

∵MN PD⊥ ，CM MN M = ， ,CM MN 平面CMN ， 

∴ PD ⊥平面CMN ， 

CN 平面CMN ，则 PD CN⊥ ， 

故二面角 A PD C− − 的平面角为 CNM ，设 2 3AB = ， 

∵ AC CD⊥ ， 60ABC = ，则 3, 1, 4, 2 7CM DM AD PD= = = = ， 

由题意可得： sin
PA MN

ADP
PD MD

 = = ，则
21

7

PA MD
MN

PD


= = ， 

∴ tan 7
CM

CNM
MN

 = = ，则
14

sin
4

CNM = ， 

故二面角 A PD C− − 的大小
14

arcsin
4

. 
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22. 【答案】（1）
2

4
；     

（2）
15

5
；     

（3）
2 5

5
． 

【分析】（1）根据给定条件，建立空间直角坐标系，利用空间向量求出异面直线夹角的余弦作答. 

（2）利用（1）中信息，利用空间向量求二面角的余弦作答. 

（3）由（1）（2）中信息，利用空间向量求出点A 到平面 BDF 的距离作答． 

【小问 1 详解】 

在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D－ 中，建立如图所示的空间直角坐标系， 

   

由 12, 1AB AA= = ，得 ( ) ( ) ( )0,0,0 2,0,0 1,0,1A B F, , ， 

而 AD ⊥平面 1 1AA B B，则直线 BD与平面 1 1AA B B所成的角 30DBA = ， 

又 AE BD⊥ ，则 1AE = ，
2 3

3
AD = ，

1 3 2 3
( , ,0), (0, ,0)
2 2 3

E D ， 

1 3
( , ,0)
2 2

AE = ， ( 1,0,1)BF = − ，
4

1

2c s
2

o ,
2

AE BF
AE BF

AE BF

−


  = = =


− ， 

所以异面直线 AE、BF所成的角的余弦为
2

4
. 

【小问 2 详解】 

显然平面 1AA B 的一个法向量 (0,1,0)m = ，设 ( , , )n x y z= 是平面 BDF 的一个法向量，而

2 3
( 2, ,0)

3
BD = − ， 

则

0

2 3
2 0

3

n BF x z

n BD x y

  = − + =



 = − =


，令 1x = ，得 (1, 3,1)n = ，于是
3 15

cos ,
5| || | 1 5

m n
m n

m n


  = = =


， 
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所以平面 BDF 与平面 1AA B 所成二面角(锐角)的余弦值为
15

5
. 

【小问 3 详解】 

由（2）知，平面 BDF 的一个法向量为 (1, 3,1)n = ，而 (2,0,0)AB = ， 

所以点A 到平面 BDF 的距离
| | 2 2 5

5| | 5

AB n
d

n


= = = . 
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