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2023北京通州高一（下）期中 

数    学 
2023 年 4 月 

本试卷共 4页，150分。考试时长 120分钟。考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效。考试

结束后，将试卷和答题卡一并交回。 

第一部分（选择题   共 40分） 
一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

1．复数 z 3 2i= − 的虚部为 

（A）3              （B） 2            （C） 2−          （D） 2i−  

2．在复平面内，点 ( )1, 2M 对应的复数的模等于 

（A）5 （B） 5          （C）2  （D）1 

3．设a ， b 是单位向量，则下列四个结论中正确的是 

（A） a b=  （B）a b∥         （C） 1a b =  （D）
2 2

a b=  

4．已知向量 ( )1, 2= −a ， ( )2,4b = ，则向量a 与b 夹角的余弦值为 

（A）
3

5
−  （B）

3

5
           （C） 1−  （D）1  

5．已知向量a ，b 满足 10 =a b ，且 ( )3 4,= −b ，则a 在b 上的投影向量为 

（A） ( )6 8− ，  （B） ( )6 8，-       （C）
6 8

5 5

 
− 
 

，  （D）
6 8

5 5

 
− 

 
，  

6．已知向量 ( )2,4a = ， ( )1,mb = − ，则“ 3m = ”是“ ( )a b b− ⊥ ”的 

  （A）充分而不必要条件              （B）必要而不充分条件        

（C）充分必要条件                  （D）既不充分也不必要条件 

 

7. 如图所示，点 C在线段 BD上，且 BC=3CD，则 =AD  

（A）3 2−AC AB  （B） 4 3−AC AB          

（C）
1 2

3 3
−AC AB  （D）

4 1

3 3
−AC AB  

8.抛掷两枚硬币，观察它们落地时朝上的面的情况，该试验的样本空间中样本点的个数为 

（A）1  （B） 2            （C） 4  （D）8  

9.若某群体中的成员用现金支付的概率为 0.60，用非现金支付的概率为 0.55，则既用现金支付也用非现金

支付的概率为 

（A）0.10 （B）0.15         （C）0.40 （D）0.45 

10.已知a，  2, 1,1,2b − − ，若向量 ( ),a bm = ， ( )1,1n = ，则向量m 与n所成的角为锐角的概率是 

（A）
1

4
             （B）

3

8
           （C）

3

16
         （D）

7

16
 

第二部分（非选择题   共 110 分）   
二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

11.已知 i 是虚数单位，则 10i =        .   
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12.在 ABC△ 中， 2AB= , 3AC =  , 
π

3
B =  ，则 sin C=        .   

13.某人射击中靶的概率为 0.9，连续射击 3 次，每次射击的结果互不影响，则至少中靶一次的概率是        .  

14.一条河宽为 800m，一艘船从岸边的某处出发向对岸航行．船的速度的大小为 20km/h，水流速度的大小

为 12 km/h，则当航程最短时，这艘船行驶完全程所需要的时间为        min． 

15.在正方形 ABCD中，AB=2，P为 BC边的中点，Q为 CD边的中点，M为 AB边（包括端点）上的动点，

则 PQ PM 的取值范围是         ．  

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

16．（本小题 14 分） 

已知 ,a b R , i 是虚数单位，复数 1 iz a= + 与 2 2 iz b= + 互为共轭复数． 

 (Ⅰ) 求 a ，b 的值，并指出复平面内 2z 对应的点所在的象限； 

(Ⅱ) 计算 1 2z z ，
2

1z ，
1

2

z

z
； 

（Ⅲ）当实数 取什么值时，复数 1 2z z z= + 是下列数？ 

（1）实数；（2）虚数；（3）纯虚数． 

 

 

 

17．（本小题13分） 

在平面直角坐标系 xOy 中，已知点 ( )3,3A ， ( )5,1B ， ( )2,1P ．  

（Ⅰ）求 PA PB− 的值；  

（Ⅱ）设点M是坐标平面内一点，且四边形APBM是平行四边形，求点M的坐标； 

（Ⅲ）若点N是直线OP上的动点，求 NA NB 的最小值． 

 

 

 

18．（本小题 15 分） 

袋子中有 5个大小质地完全相同的球，其中红球 3 个，白球 2 个． 

（Ⅰ）从中依次有放回地随机摸出2个球，求第一次摸到白球的概率；  

（Ⅱ）从中依次无放回地随机摸出2个球，求第二次摸到白球的概率； 

（Ⅲ）若同时随机摸出2个球，求至少摸到一个白球的概率． 

 

 

19．（本小题 13 分） 

已知△ABC 的内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，向量 ( )3= a, bm 与 ( )sin , cosB A= −n 垂

直． 

（Ⅰ）求 A 的大小； 

（Ⅱ）若 7=a ， 2=b ，求△ABC 的面积． 
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20．（本小题 15 分） 

已知在△ABC中，
3

cos
2

a B b c+ = ． 

（Ⅰ）求 A的大小； 

（Ⅱ）再从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，使得△ABC 存在且唯一确定，求

BC 边上高线的长． 

条件①： 2a = ， 2 3c = ； 

条件②： 3b = ， 3c = ； 

条件③：
3 21

cos
14

B = ， 1b = ． 

注：如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第一个解答给分． 

 

 

21．（本小题 15 分）  

若函数 ( ) sin cos= +f x a x b x，则称向量 ( ),= a bp 为函数 ( )f x 的特征向量，函数 ( )f x 为向量

p 的特征函数．  

（Ⅰ）若函数 ( ) ( )1

3
sin π sin π

2
f x x x

 
= − + − 

 
，求 ( )1f x 的特征向量 1p ； 

（Ⅱ）若向量 ( )2 3,1=p 的特征函数为 ( )2f x ，求当 ( )2

6

5
f x = ，且

π π
,

6 3

 
 − 
 

x 时 sin x  的值； 

（ Ⅲ ） 已 知 点 ( )3,3A − ， ( )3,11B ， 设 向 量
3

1 3
,

2 2

 
= −  
 

p 的 特 征 函 数 为 ( )3f x ， 函 数

( ) ( )2

34 2h x f x= − ．在函数 ( )h x 的图象上是否存在点Q，使得 AQ BQ⊥ ？如果存在，求出点Q

的坐标；如果不存在，请说明理由． 
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参考答案 
第一部分 

一、选择题 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

答案 C B D A C A D C B A 

 

第二部分 
二、填空题 

11． 1−         12．
3

3
          13．0.999         14．3           15． 11− ，                       

三、解答题 

16．（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ）因为 1 iz a= + 与 2 2 iz b= + 互为共轭复数， 

所以 2a = ， 1b = − ．        ………………………………………………………2 分 

所以 1 2 iz = + ， 2 2 iz = − ． 

所以复平面内 2z 对应的点的坐标为 ( )2 1−， ， 

所以复平面内 2z 对应的点在第四象限．………………………………………………3 分 

(Ⅱ) ( )( ) 2

1 2 2 i 2 i 4 i 5z z = + − = − = ，                     …………………5 分 

( )
22 2

1 2 i 4 4i+i 3 4iz = + = + = + ，                         …………………7 分 

( )

( )( )

2 2

1 1

2 1 2

2 i2 i 3 4
i

2 i 2 i 2 i 5 5

z z

z z z

++
= = = = +

− − +
．                 …………………9 分 

（Ⅲ） ( ) ( ) ( ) ( )2 i 2 i 2 1 1 iz   = + + − = + + − .   ……………………………11 分 

（1）当1 0− = ，即 1 = 时，复数 z 是实数．   …………………………12 分 

（2）当1 0−  ，即 1  时，复数 z 是虚数．     ………………………13 分 

（3）当1 0+ = ，且1 0−  ，即 1 = − 时，复数 z 是纯虚数．…………14 分  

    

17． （本小题 13 分） 

解：（Ⅰ） ( ) ( )3 5,3 1 2,2PA PB BA− = = − − = − ，          . ………………………2 分 

所以 ( )
2 22 2 2 2PA PB BA− = = − + = ．          …………………………3分 

（Ⅱ）设点M的坐标为 ( )1 1x y， ，则 

  因为四边形APBM是平行四边形， 

所以 PA BM= ，      ………………………………………………………………5分 

所以 ( ) ( )1 13 2,3 1 5, 1x y− − = − − ，   ………………………………………………6分 

所以 1 6x = ， 1 3y = ， 

即点M的坐标为 ( )6 3， ．          ……………………………………………………7分 

（Ⅲ）设点Ｎ的坐标为 ( )2 2x y， ，则 

因为点Ｎ在直线OP上， 

所以  R ，使ON OP= ，即 ( ) ( )2 2 2x y  =， ， ．   .………………………9分 

所以 ( ) ( )2 23 ,3 3 2 ,3NA x y  = − − = − − ， 

( ) ( )2 25 ,1 5 2 ,1NB x y  = − − = − − ．            .………………………11分 
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所以 ( )( ) ( )( )3 2 5 2 3 1NA NB     = − − + − −  

                   ( )
225 20 18 5 2 2 2  = − + = − −  − ． 

当且仅当 2 = 时，等号成立．  

所以，若点Ｎ是直线OP上的动点，则 NA NB 的最小值为 2− ．.………………13分 

18．（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）记三个红球编号为 1，2，3，两个白球分别为 4，5，则在有放回情况下，第一次摸球时有 5 种等

可能的结果，对应第一次摸球的每个可能结果，第二次摸球时都有 5 种等可能的结果．将两次摸球的

结果配对，组成 25 种等可能的结果，如表 1 所示． 

表 1 

第一次 
第二次 

1 2 3 4 5 

1 （1，1） （1，2） （1，3） （1，4） （1，5） 

2 （2，1） （2，2） （2，3） （2，4） （2，5） 

3 （3，1） （3，2） （3，3） （3，4） （3，5） 

4 （4，1） （4，2） （4，3） （4，4） （4，5） 

5 （5，1） （5，2） （5，3） （5，4） （5，5） 

                                                      …………………………3 分 

第一次摸到白球的可能结果有 10 种，见表中后两行．       ……………………4 分 

记 A=“第一次摸到白球”，则 ( )
10 2

25 5
P A = = ．         ………………………5 分 

（Ⅱ）在无放回情况下，第一次摸球时有 5 种等可能的结果，对应第一次摸球的每个可能结果，第二

次摸球时都有 4 种等可能的结果．将两次摸球的结果配对，组成 20 种等可能的结果，如表 2 所示． 

表 2 

第一次 
第二次 

1 2 3 4 5 

1 × （1，2） （1，3） （1，4） （1，5） 

2 （2，1） × （2，3） （2，4） （2，5） 

3 （3，1） （3，2） × （3，4） （3，5） 

4 （4，1） （4，2） （4，3） × （4，5） 

5 （5，1） （5，2） （5，3） （5，4） × 

                                                      …………………………8 分 

第二次摸到白球的可能结果有 8 种，见表中后两列.      …………………………9 分 

记 B=“第二次摸到白球”，则 ( )
8 2

20 5
P B = = ．         ………………………10 分 

（Ⅲ）“同时摸出两个球”，参考“依次无放回地摸出 2 个球”，则由表 2 可知，至少摸到一个白球的可

能结果有 14 种，即（1，4），（1，5），（2，4），（2，5），（3，4），（3，5），（4，1），（4，2），（4，3），

（4，5），（5，1），（5，2），（5，3），（5，4）．  

. ………………………14 分 

记 C=“至少摸到一个白球”，则 ( )
14 7

20 10
P C = = ．      ………………………15 分 

19．（本小题 13 分） 

解：（Ⅰ）因为 ⊥m n ，所以 0=m n ，   .……………….……………………………1 分 

  即 sin 3 cos 0a B b A− = ．                          .……………….…………3 分 

  由正弦定理得 sin sin 3sin cos =0A B B A− ．      .……………….…………5 分 

  因为 sin 0B  ，  

  所以 sin 3 cosA A= ， 

  所以 tan 3A = ．                     ……….…………………………………7 分 

  因为 ( )0,A  ， 
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  所以
3

A


= ．                         ……….…………………………………8 分 

  （Ⅱ）由余弦定理，得
2 2 2 2 cosa b c bc A= + − ，      …………………………9 分 

  所以
27 4 2c c= + − ，    

  解得 3c = ，或 1c = − （舍）．                 …………………………………11 分 

  所以△ABC 的面积
1 1 3 3 3

sin 2 3
2 2 2 2

ABCS bc A= =    =△ ．  ……………13 分 

20．（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）在 ABC△ 中， 

因为
3

cos +
2

a B b c= , 

所以由正弦定理可得
3

sin cos sin sin .
2

A B B C+ =     ………………………………2 分 

因为 A B C+ + = ， 

所以 sin sin( ) sin cos cos sinC A B A B A B= + = + ．     ………………………………5 分 

所以
3

sin cos sin
2

B A B= ．                    …………………………………6分 

因为 sin 0B  ， 

所以
3

cos
2

A = ．  …………………………………………………………………７分 

因为 ( )0,A  ， 

所以
6

A


= ．    …………………………………………………………………8分 

（Ⅱ）选条件①： ABC△ 不唯一． 

选条件②：    …………………………………………………………………………9 分 

由余弦定理得 2 2 2 2 cos 9 3 2 3 3 cos 3
6

a b c bc A


= + − = + −   = ， 

所以 3a = ．            ………………………………………………………12 分 

所以 ABC△ 为等腰三角形，
6

C A


= = ．              …………………………13 分 

设 BC 边上高线的长为 h ，则 

1 3
sin 3

2 2
h b C= =  = ．            .………………………………………………15 分 

选条件③：   …………………………………………………………………………9 分 

因为在 ABC△ 中，
3 21

cos
14

B = ， 

所以 2 7
sin 1 cos

14
B B= − = ．           …………………………………………10 分 

因为 A B C+ + = ， 

所以 sin sin( ) sin cos cos sinC A B A B A B= + = +  
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1 3 21 3 7 21

2 14 2 14 7
=  +  = ．    …………………………13 分 

设 BC 边上高线的长为 h ，则 

21 21
sin 1

7 7
h b C= =  = ．             …………………………………………15 分 

21．（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）因为 ( ) ( )1

3
sin π sin π

2
f x x x

 
= − + − 

 
 

sin cosx x= − ，        …………………………………………1 分 

所以函数 ( )f x 的特征向量 ( )1 1, 1= −p .        …………………………………2 分 

（Ⅱ）因为 ( )2 3,1=p ，所以 ( )2 3 sin cosf x x x= + .         ……………3 分 

又 ( )2 3 sin cosf x x x= +  

   
3 1

2 sin cos
2 2

x x
 

= +  
 

  

  
6

2sin
6 5

x =
 

= + 
 

． 

所以
3

sin
6 5

x =
 

+ 
 

．     ………………………………………………………4 分 

因为
π π

,
6 3

 
 − 
 

x ，所以 0
6 2

x
  

+  
 
， ， 

所以
2 4

cos 1 sin
6 6 5

x = x
    

+ − + =   
   

． ………………………………………5 分 

所以 sin sin
6 6

x x
   

= + −  
  

 

      sin cos cos sin
6 6 6 6

x x
      

= + − +   
   

    ……………………………6 分 

3 3 4 1 3 3 4

5 2 5 2 10

−
=  −  = ．       …………………………………7 分 

（Ⅲ）不存在．理由如下：       ……………………………………………………8 分 

由向量 3

1 3
,

2 2

 
= −  
 

p 的特征函数为 ( )3f x ，得             

( )3

1 3
sin cos cos

2 2 6
f x x x x

 
= − + = + 

 
，   

所以 ( ) ( )2 2

34 2 2 2cos 1 2cos 2
6 3

h x f x x x
     

= − = + − = +    
    

．   ………10 分 

设函数 ( )h x 的图象上任一点 , 2cos 2
3

Q x x
  

+  
  

，则                  

      3,2cos 2 3
3

AQ x x
  

= + + −  
  

， 
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      3,2cos 2 11
3

BQ x x
  

= − + −  
  

．   ………………………………………11 分 

所以 ( )( )3 3 2cos 2 3 2cos 2 11
3 3

AQ BQ x x x x
       

= + − + + − + −      
      

  

               

2

2 7
4 cos 2 25

3 2
x x

  
= + + − −  

  
．        ………………………13 分 

因为 1 cos 2 1
3

x
 

−  +  
 

， 

所以
9 7 5

cos 2
2 3 2 2

x
 

−  + −  − 
 

， 

所以

2

25 7 81
cos 2

4 3 2 4
x

  
 + −   

  
， 

所以

2

7
4 cos 2 25

3 2
x

  
+ −   

  
， 

当且仅当
6

x k


= − ， k Z 时取等号．           ……………………………14 分 

所以

2

2 7
4 cos 2 25 0

3 2
AQ BQ x x

  
= + + − −   

  
． 

所以函数 ( )h x 的图象上任一点 Q，都不能使得 AQ BQ⊥ ． 

即函数 ( )h x 的图象上不存在点 Q，使得 AQ BQ⊥ ．  …………………………15 分 

  

注：解答题学生若有其它解法，请酌情给分． 
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