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2018 北京市通州区高三（上）期末

数 学（理） 2018.1

第Ⅰ卷 （选择题 共 40 分）

一、选择题：本大题共 8小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，选出符合题目要求的一项.

1．已知集合  2| 2 0A x x x   Z ，集合  1,0,1B   ，那么 A B 等于

A． 1 B． 0,1 C． 0,1, 2 D． 1,0,1, 2

2．已知点  2 2 2P ， 为抛物线
2 2y px 上一点，那么点P到抛物线准线的距离是

A． 2 B． 2 2 C．3 D． 4
3．一个算法的程序框图如图所示，如果输出

y的值是1，那么输入 x的值是

A． 2 或 2

B． 2 或 2

C． 2 或 2

D． 2 或 2

4．已知 aR ，那么“直线 1y ax  与 4 2y ax   垂直”是“
1
2

a  ”的

A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件

5．已知数列 na 是公差不为0的等差数列， 1 1a  ，且 1a ， 2a ， 5a 成等比数列，那么数列 na 的前10项和 10S
等于

A．90 B．100 C．10或90 D．10或100
6．已知 a，bR ， 0a b  ，则下列不等式一定成立的是

A.
1 1
a b
 B. tan tana b C. 2 2log loga b

D. 2 2b aa b   

7．已知点  2, 1A  ，点 ),( yxP 满足线性约束条件

2 0,
1 0,
2 4,

x
y
x y

 
  
  

O为坐标原点，那么 OPOA  的最小值是

A. 11 B. 0 C. 1 D. 5

8．如图，各棱长均为1的正三棱柱 1 1 1ABC ABC ，M ，N 分别为线段 1A B， 1BC上

的动点，若点M ， N 所在直线与平面 1 1ACC A 不相交，

点Q为MN 中点，则Q点的轨迹的长度是
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A．
2
2

B．
3
2

C．1 D． 2

第Ⅱ卷 （非选择题 共 110 分）

二、填空题：本大题共 6小题，每小题 5 分，共 30 分.把答案填在答题卡上．

9．已知复数
2i
i
a
的实部与虚部相等，那么实数 a _______.

10．二项式

612x
x

  
 

的展开式中的常数项是_______.

11．在极坐标系中，已知点 A是以 2,
6
 

 
 

为圆心，1为半径的圆上的点，那么点 A到极点的最大距离是_______.

12．已知点 P的坐标是  4 3,1 ，将OP绕坐标原点O顺时针旋转
3


至OQ，那么点Q的横坐标是_______.

13．在正方形网格中，某四面体的三视图如图所示．已知小正方形网格的边长为 1，

那么该四面体的四个面中，面积最大的面的面积是_______.

14．已知函数   2 2
2

x a xf x
a x x
  

 
 ≥

‚ ‚

‚
无零点，那么实数

a的取值范围是_______.

三、解答题：本大题共 6 小题，共 80 分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程.

15．（本题满分 13 分）

已知函数   π2sin cos sin 2
2

f x x x x    
 

.

（Ⅰ）求  f x 的最小正周期及单调递增区间；

（Ⅱ）求  f x 在区间
π0
2

 
  
， 上的最大值和最小值．
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16．（本题满分 13 分）

某次有 600 人参加的数学测试，其成绩的频数分布表如图所示，规定 85 分及其以上为优秀.

区间 [75，80) [80，85) [85，90) [90，95) [95，100]

人数 36 114 244 156 50

（Ⅰ）现用分层抽样的方法从这 600 人中抽取 20 人进行成绩分析，求其中成绩为优秀的学生人数；

（Ⅱ）在（Ⅰ）中抽取的 20 名学生中，要随机选取 2 名学生参加活动，记“其中成绩为优秀的人数”为 X ，

求 X 的分布列与数学期望.

17．（本题满分 14 分）

如图，在四棱柱 1 1 1 1ABCD ABC D 中， 1AA  平面 ABCD ,底面 ABCD 为梯形， //AD BC ，

2AB DC  ， 1

1 2
2

AD AA BC   ，

点 P，Q分别为 1 1AD， AD的中点.

（Ⅰ）求证： //CQ 平面 1PAC ；

（Ⅱ）求二面角 1C AP D  的余弦值；

（Ⅲ）在线段 BC上是否存在点 E，使 PE与平面 1PAC 所成角的正弦值是
2 14
21

，若存在，求 BE的长；若

不存在，请说明理由.
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18．（本题满分 13 分）

已知椭圆  
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

    过点  0, 1 ，离心率
2
2

e  .

（Ⅰ）求椭圆的方程；

（Ⅱ）已知点  , 0P m ，过点  1,0 作斜率为  0k k  直线 l，与椭圆交于M ，N 两点，若 x轴平分 MPN ，

求m的值．

19．（本题满分 13 分）

已知函数 ( )
ln
x af x
x


 ， aR .

（Ⅰ）当 0a  时，求函数 ( )f x 的单调区间；

（Ⅱ）对任意的  1,x  ，  f x x 恒成立，求a的取值范围.
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20．（本题满分 14 分）

已知等差数列 na 的首项为 a，公差为b，等比数列 nb 的首项为b，公比为 a .

（Ⅰ）若数列 na 的前 n项和 2 3nS n n   ，求 a，b的值；

（Ⅱ）若 a N ，b N ，且 2 2 3a b a b a    .

（i）求 a的值；

（ii）对于数列 na 和 nb ，满足关系式 nm bka =+ ， k为常数，且 k N ，求b的最大值.
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数学试题答案
一、选择题

题号 1 2 3 4 5 6 7 8

答案 D C A B B D C B

二、填空题

9． 2 10. 160 11.3

12.
5 3
2

13. 1214.    , 4 0,2  

三、解答题

15. 解：（Ⅰ）因为 ( ) 2sin cos cos 2f x x x x  sin 2 cos 2x x 

2 sin 2 +
4

x    
 

．……………………4分

所以  f x 的最小正周期
2 .
2

T    ……………………5 分

由 2 2 2
2 4 2

k x k         ，得
3 .
8 8

k x k      

所以  f x 的单调递增区间是
3 , .
8 8

k k k Z        
， ……………………7 分

（Ⅱ）因为 0,
2

x    
，所以

52 + ,
4 4 4

x      
.

所以当 2
4 2

x  
  ，即

8
x 
 时，函数 )(xf 取得最大值是 2 .

当
52

4 4
x  
  ，即

2
x 
 时，函数 )(xf 取得最小值

52 sin 1.
4

  ．

所以  f x 在区间
π0
2

 
  
， 上的最大值和最小值分别为 2 和 1 ．……………………13 分

16. 解：（Ⅰ）设其中成绩为优秀的学生人数为 x，则
244 156 50

20 600
x  
 ，解得 15x  .

所以其中成绩为优秀的学生人数为15.……………………5分

（Ⅱ）依题意，随机变量 X 的所有取值为0，1， 2 .

2
5
2
20

1( 0)
19

CP X
C

   ，
1 1
5 15
2
20

15( 1)
38

C CP X
C

   ，
2
15
2
20

21( 2)
38

CP X
C

   .

……………………11 分

X 0 1 2
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所以 X 的分布列为

……………………12 分

所以随机变量 X 的数学期望   1 15 21 30 1 2 .
19 38 38 2

E X        ……………………13 分

17. 解：（Ⅰ）连接 PQ，因为点 P，Q分别为 1 1AD， AD的中点，

所以 1//PQ C C， 1PQ C C .

所以四边形 PQCC1是平行四边形.

所以 1// .CQ C P

因为CQ平面 1PAC ， 1C P 平面 1PAC ，

所以 //CQ 平面 1.PAC ……………………4 分

（Ⅱ）因为 1AA 平面 ABCD , 1 //AA PQ，

所以 PQ 平面 ABCD .……………………5分

所以以Q为坐标原点，分别以直线QA，QP 为 x轴， z 轴建立空间直角坐标系Qxyz，则 y 轴在平面

ABCD内．

所以  , ,A 1 0 0 ，  , ,P 0 0 2 ，  , ,C 1 2 1 2 ，  , ,B 2 1 0 ，

所以  1,0, 2PA  


，  1 2,1,0PC  


. ……………………7 分

设平面 1PAC 的法向量为  , ,n x y z


，所以
,

,

n PA

n PC

  


 

 

 
1

0

0
即 ,

.
x z
x y
 

  

2 0

2 0

所以  2,4,1n 


. ……………………8 分

设平面 PAD的法向量为  0,1,0m 


，

所以
4 4 21cos , .

2121 1
n m  



 

又二面角 1C AP D  为锐角，

所以二面角 1C AP D  的余弦值是
4 21 .
21

……………………10 分

（Ⅲ）存在. 设点  , ,E a 1 0 ，所以  ,1, 2 .PE a 


P
1
19

15
38

21
38
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设 PE与平面 1PAC 所成角为 ，所以
2 14sin cos , .
21

n PE  
 

所以
2

2 2 2 14
2121 5

a

a




 
，解得 1.a 

所以 1.BE  ……………………14 分

18. 解：（Ⅰ）因为椭圆的焦点在 x轴上，过点  0, 1 ，离心率
2
2

e  ，

所以 1b  ，
2 .
2

c
a
 ……………………2 分

所以由 2 2 2a b c  ，得 2 2.a  ……………………3分

所以椭圆C的标准方程是
2

2 1.
2
x y  ……………………4分

（Ⅱ）因为过椭圆的右焦点 F 作斜率为 k 直线 l，所以直线 l的方程是 ( 1)y k x  .

联立方程组

 
2

2

1 ,

1,
2

y k x

x y

  



 

消去 y，得  2 2 2 21 2 4 2 2 0.k x k x k    

显然 0. 

设点  1 1,M x y ，  2 2,N x y ，

所以
2

1 2 2

4
1 2
kx x
k

 


，
2

1 2 2

2 2 .
1 2
kx x
k


 


……………………7 分

因为 x轴平分 MPN ，所以 MPO NPO   .

所以 0.MP NPk k  ……………………9分

所以 1 2

1 2

0.y y
x m x m

 
 

所以    1 2 2 1 0.y x m y x m   

所以        1 2 2 11 1 0.k x x m k x x m     

所以   1 2 1 22 2 0.k x x k km x x km     

所以  
2 2

2 2

2 2 42 2 0.
1 2 1 2
k kk k km km
k k


    
 

所以 2

4 2 0.
1 2
k km

k
 




……………………12 分

所以 4 2 0.k km  
因为 0k  ，
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所以 2.m  ……………………13 分

19.解：（Ⅰ）因为 0a  ， 所以  
ln
xf x
x

 ，    0,1 1, .x 

……………………1分

所以  
 
ln .
ln
xf x
x
 

2

1
……………………2分

令  f x  0，即 ln x  1 0，所以 .x e ……………………3分

令  f x  0，即 ln x  1 0，所以 .x e ……………………4分

所以  f x 在  ,e  上单调递增，在  ,0 1 和  ,e1 上单调递减.

所以  f x 的单调递增区间是  ,e  ，单调递减区间是  ,0 1 和  ,e1 .

……………………5分

（Ⅱ）因为 x  1，所以 ln .x  0

因为 ，

所以对任意的  1,x  ，  f x x 恒成立，即
ln
x a x
x


 恒成立.

等价于 lna x x x  恒成立. ……………………7分

令   lng x x x x  ，所以   ln .x xg x
x

  
2 2

2
……………………9分

令   lnh x x x  2 2，所以   .xh x
x
 
1

所以当 x  1时，   .h x  0

所以  h x 在  1, 上单调递增. 所以     .h x h 1 0 ……………………11 分

所以当 x  1时，   .g x  0

所以  g x 在  1, 上单调递增. 所以     .g x g 1 1

所以 1.a  ……………………13 分

20.解：（Ⅰ）因为
2 3nS n n   ，

所以 1 2.a S  ……………………1 分

因为 2 2 1 0.a S S  

所以公差 2 2.b a a    ……………………3分
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（Ⅱ）证明：因为  1na a b n   ， 1n
nb b a   ，

又 2 2 3a b a b a    ，

所以 2 .a b a b ab a b     
因为 a，b 均为正整数，且 a b ，b ab ，

所以 1.a 
所以 2a  ， 3.b  ……………………6分

又 2ab a b  ，所以
2 11 .
a b

 

当 3a  ， 4b  时，有
2 1 2 1 111

3 4 12
+

a b
    ，产生矛盾.

所以 2.a  ……………………10 分

（Ⅲ）因为 ，所以   12 1 2 .nb m k b     

所以  12 2 1 .nk b m       ……………………12 分

因为b ， k 均为正整数， k为常数，

所以当且仅当  12 1 1n m    时，b有最大值是 2.k 

所以b 的最大值是 2.k  ……………………14 分
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北京高考在线是长期为中学老师、家长和考生提供新鲜的高考资讯、专业的高考政策解读、科学的升学规划以及实

用的升学讲座活动等全方位服务的升学服务平台。自 2014 年成立以来一直致力于服务北京考生，助力千万学子，

圆梦高考。

目前，北京高考在线拥有旗 下 拥 有 北 京 高 考 在 线 网 站 和 北 京 高 考 资 讯 微 信 公 众 号 两 大 媒 体 矩 阵 ， 关 注 用

户 超 10 万 +。

北 京 高 考 在 线 _2018 年 北 京 高 考 门 户 网 站

http://www.gaokzx.com/

北 京 高 考 资 讯 微 信 ： bj-gaokao

http://www.gaokzx.com/
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