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2023北京理工大附中高二 3月月考 

数    学 

（2023.03） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

1.复数
1

1i +
在复平面内对应的点位于（     ） 

    A．第一象限      B． 第二象限     C．第三象限     D．第四象限 

2.函数
33y x x= − 的单调增区间为（     ） 

A． ( 1,1)−  B． ( , 1)− −       C． (0, )+       D． (1, )+  

3.函数 lny x x= −  （     ） 

A．有极大值 1，无极小值           B． 无极大值，也无极小值       

C．有极小值 0，极大值 1    D． 有极小值 1，无极大值 

4. 在四面体O ABC 中，点 P 为棱 BC 的中点. 设OA = a , OB = b ，OC = c，那么向量 AP 用基底

{ , , }a b c 可表示为（     ） 

  A．
1 1 1

2 2 2
− +a + b c       B．

1 1

2 2
− +a + b c  

  C．
1 1

2 2
+a + b c      D．

1 1 1

2 2 2
+a + b c  

5. 已知{ }na 为等比数列， nS 为其前 n项和，若 2 13S a= ， 2
2 3a a= ，则 4S =（     ） 

A． 7        B．8       C．15         D． 31  

6. 已知{ }na 是等差数列， nS 是其前 n 项和. 则“ 4 3a a ”是“对于任意 *Nn 且 3n  ， 

3nS S ”的（     ） 

A．充分而不必要条件    B．必要而不充分条件 

C．充要条件    D．既不充分也不必要条件 

7. 已知抛物线 2: 4C y x= 的焦点为 F ，准线为 l ， P 为C 上一点，过 P 作 l 的垂线，垂 

足为 M .若 | | | |MF PF= ，则 | |PM =（     ） 

A． 2   B． 3           C． 4       D．2 3  

8. 设 0a  ，若 x a= 为函数 2( ) ( ) ( )f x a x a x b= − − 的极大值点，则 (   )  

A． a b  B． a b  C． 2ab a D． 2ab a

9．数列 na 的通项公式为
2 3na n n= − ， n ∈ N ，前n 项和为 nS ，给出 

下列三个结论： 

O 

A 
B 

C 

P 
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①存在正整数 , ( )m n m n ，使得 m nS S= ； 

②存在正整数 , ( )m n m n ，使得 2m n m na a a a+ = ； 

③记 1 2 (1,2,3, )n nT a a a= 则数列 nT 有最小项， 

其中所有正确结论的序号是（     ） 

A．①                B．③            C．①③          D．①②③ 

10. 已知函数
1, 0

( )
, 0

xe x
f x

kx x

 − 
= 


，若存在非零实数 0x ，使得 0 0( ) ( )f x f x− = 成立，则实数 k 的取值范

围是（    ） 

A. ( , 1)− −           B. ( , 1]− −          C. ( 1,0)−        D. [ 1,0)−  

二、填空题（本大题共 5 小题,每小题 4 分,共 20 分） 

11. 双曲线
2

2

2
: 1 ( 0)

y
C x b

b
− =  的两条渐近线互相垂直，则b = __；C 的离心率为   . 

12. 若曲线
2( ) lnf x ax x= + 存在垂直于 轴的切线，则实数 取值范围是   . 

13. 已知{ }na 是等差数列， 1 5a = ，且 2 3 42, 4, 6a a a+ + + 成等比数列，则 6a = ___； 

{ }na 的前 n 项和 nS = ___．  

14. 已知函数
2

ln , 0
( )

1, 0

x kx x
f x

kx x x

− 
= 

− + 

，

．
 若 ( )f x 恰有两个零点，则 k 的取值范围为___． 

15. 已知数列 na 满足 ( ,0 1)n

na n k n k=    N ， 

①当
1

2
k = 时，数列 na 为递减数列； 

②当
1

1
2

k  时，数列 na 不一定有最大项；                       

③当
1

0
2

k  时，数列 na 为递减数列； 

④当
1

k

k−
为正整数时，数列 na 必有两项相等的最大项. 

所有正确命题的序号是   . 

三、解答题(共 4 小题，共 40 分。解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程) 

16.（本小题共 10 分） 

已知数列{ }na 的前 n项和为 nS ，且
3

1
2

n nS a= −
*( )nN ． 

   （Ⅰ）求数列{ }na 的通项公式； 

   （Ⅱ）在数列{ }nb 中， 1 5b = ， 1n n nb b a+ = + ，求数列{ }nb 的通项公式． 

 

y a
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17．（本小题共 10 分） 

设函数 3( )f x x bx c= + + ，曲线 ( )y f x= 在点(
1

2
，f(

1

2
))处的切线与 y轴垂直． 

（Ⅰ）若 0c = ，求 ( )f x 在区间
3

1,
2

 
− 
 

上的值域； 

（Ⅱ）若 ( )f x 有三个零点，求实数 c 的取值范围； 

（Ⅲ）当 ( )f x 有三个零点 1 2 3x x x、 、 ，且满足 1 2 3x x x  ，记 1 3=| |d x x− ，请直接写出 d 的取值范

围. 

 

 

18.（本小题共 10 分） 

已知函数
1

( ) ln( 1)
1

x
f x ax

x

−
= + +

+
（ 0x  ， a为正实数）. 

（Ⅰ）若 1a = ，求曲线 ( )y f x= 在点 (1, (1))f 处的切线方程； 

（Ⅱ）求函数 ( )f x 的单调区间； 

（Ⅲ）若函数 ( )f x 的最小值为1，求 a的取值范围. 

 

 

 

19.（本小题共 10 分） 

数字1,2,3, , ( 2)n n≥ 的任意一个排列记作 1 2( , , , )na a a ，设 nS 为所有这样的排列构成的集合． 

集 合 1 2{( , , , ) |n n nA a a a S=  任 意 整 数 , ,1i j i j n≤ ≤ ， 都 有 }i ja i a j− −≤ ； 集 合

1 2{( , , , ) |n n nB a a a S=  任意整数 , ,1i j i j n≤ ≤ ，都有 }i ja i a j+ +≤ ． 

（Ⅰ）用列举法表示集合 3A ， 3B ； 

（Ⅱ）求集合 n nA B 的元素个数； 

（Ⅲ）记集合 nB 的元素个数为 nb ．证明：数列{ }nb 是等比数列． 
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参考答案

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

D A D B C B C D C A 

二、填空题（本大题共 5 小题,每小题 4 分,共 20 分） 

11.              12. ( ,0)−     13.  

14. 
1

( , ) ( , )
e

− 0 0  15. ③④ 

三、解答题(共 4 小题，共 40 分。解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程) 

16.解析：（1）当 1n = 时，
1 1 1

3
1

2
a S a= = − ，得： 1 2a =

当 2n  时，

1 1

3
1

2

3
1

2

n n

n n

S a

S a− −


= −


 = −


，作差可得： 1

3 3

2 2
n n na a a −= − ，

则 13n na a −=  

由 1 0a  ，则{ }na 为公比为 3 的等比数列 

则通项公式为 12 3n

na −= 

（2）由题可知， 1 5b = ，
1

1 2 3n

n n nb b a −

+ − = =  ， 

则 , ,2 1 3 22 2 3b b b b− = − =  ……，
2

1 1 2 3n

n n nb b a −

− −− = = 

各式相加可得：

1
2 1

1

1 3
2 2 3 2 3 2 3 1

1 3

n
n n

nb b
−

− −−
− = +  + +  =  = −

−
 

可得，
13 4n

nb −= +  

由
1 1

13 4 5 b− + = =  ，所以
13 4n

nb −= +     

17．答案： 

（1）因为
' 2( ) 3f x x b= + ，由题意，

' 1
( ) 0
2

f = ，即

2
1

3 0
2

b
 

 + = 
 

，则
3

4
b = − ； 

3 3
( )

4
f x x x= − ，且

2 3 1 1
( ) 3 3( )( )

4 2 2
f x x x x = − = + −

可知： ( )f x 在
1

[ 1, ]
2

− − 上递增，在
1 1

[ , ]
2 2

− 上递减，在
1 3

,
2 2

 
 
 

上递增。 

由
1 1 1 1 1 3 9

( 1) , ( ) , ( ) , ( )
4 2 4 2 4 2 4

f f f f− = − − = = − =

所以，值域为
1 9

[ , ]
4 4

−  -------------4 分 

（2）由（1）可得
3 3

( )
4

f x x x c= − + ，
' 2 3 1 1
( ) 3 3( )( )

4 2 2
f x x x x= − = + − ， 

1, 2
2

5, 6n n− − +
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令 ' ( ) 0f x  ，得
1

2
x  或

2

1
x  − ；令 ' ( ) 0f x  ，得

1 1

2 2
x−   ， 

所以 ( )f x 在
1 1

( , )
2 2

− 上单调递减，在
1

( , )
2

− − ，
1

( , )
2
+ 上单调递增， 

且
1 1 1 1

( ) , ( ) ,
2 4 2 4

f c f c− = + = −  

则
1 1 1 1

( ) 0, ( ) 0
2 4 2 4

f c f c− = +  = −   

解得：
1 1

4 4
c−    

再由当 x→+时， ( )f x →+且当 x→−时， ( )f x →−  

所以，
1 1

4 4
c−                   ------------------------8 分 

（3）
3

3
2

d                      -------------------10 分 

18.解：（Ⅰ）当 1a = 时，
1

( ) ln( 1)
1

x
f x x

x

−
= + +

+
， 

则
2

1 2
( )

1 (1 )
f x

x x

−
 = +

+ +
.   ……… 1 分 

   所以 (1) 0f  = .又 (1) ln 2f = ，因此所求的切线方程为 ln 2y = . …… 3分 

（Ⅱ）
2

2 2

2 2
( )

1 (1 ) ( 1)(1 )

a ax a
f x

ax x ax x

− + −
 = + =

+ + + +
.   …… 4 分 

 （1）当 2 0a −  ，即 2a  时，因为 0x  ，所以 ( ) 0f x  ，所以函数 ( )f x 在 )0,+
 

上单调递增.  ……… 5分 

 （2）当 2 0a −  ，即0 2a  时，令 ( ) 0f x = ，则
2 2 0ax a+ − = （ 0x  ）， 

    所以
2 a

x
a

−
= . 

因此，当
2

[0, )
a

x
a

−
 时， ( ) 0f x  ，当

2
( , )

a
x

a

−
 + 时， ( ) 0f x  . 

所以函数 ( )f x 的单调递增区间为
2

( , )
a

a

−
+ ，函数 ( )f x 的单调递减区间为

2
[0, )

a

a

−
.… 7分 

（Ⅲ）当 2a  时，函数 ( )f x 在 )0,+ 上单调递增，则 ( )f x 的最小值为 (0) 1f = ，满足题意.… 8 分 

当 0 2a  时，由（Ⅱ）知函数 ( )f x 的单调递增区间为
2

( , )
a

a

−
+ ，函数 ( )f x 的单调递减区间为

2
[0, )

a

a

−
，则 ( )f x 的最小值为

2
( )

a
f

a

−
，而 (0) 1f = ，不合题意. 

所以 a的取值范围是 )2,+ . … 10 分 

19.解：（Ⅰ） 3 {(1, 2,3)}A = ， 3 {(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (3,2,1)}B = ．    [ 3 分] 

注：可以把 1,2,3 所有的六个排列给出来，逐一检验得到结果； 

   （Ⅱ）由已知，对任意整数 , ,1i j i j n≤ ≤ ，都有 i ja i a j− −≤ ， 
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         所以 ( ) ( )i ja i i a j j− +  − + ， 

         所以 i ja a ． 

由 ,i j 的任意性可知， 1 2 3( , , , , )na a a a 是1,2,3, , n 的单调递增排列， 

所以 {(1,2,3, , )}nA n= ．                             [ 4 分] 

又因为当 ka k= *(k N ，1 )k n≤ ≤ 时，对任意整数 , ,1i j i j n≤ ≤ ， 

都有 i ja i a j+ +≤ ． 

所以 (1,2,3, , ) nn B ， 所以 n nA B ．                [ 5 分] 

所以集合 n nA B 的元素个数为 1．                        [ 6 分] 

（Ⅲ）由（Ⅱ）知， 0nb  ． 

因为 2 {(1,2), (2,1)}B = ，所以 2 2b = ． 

         当 3n≥ 时，考虑 nB 中的元素 1 2 3( , , , , )na a a a ． 

         （1）假设 ka n= (1 )k n≤ ．由已知， 1 ( 1)k ka k a k++ + +≤ ， 

         所以 1 ( 1) 1k ka a k k n+ + − + = −≥ ， 

         又因为 1 1ka n+ −≤ ，所以 1 1ka n+ = − ． 

         依此类推，若 ka n= ，则 1 1ka n+ = − ， 2 2ka n+ = − ，…， na k= ． 

① 若 1k = ，则满足条件的1,2,3, , n 的排列 1 2 3( , , , , )na a a a 有 1 个． 

② 若 2k = ，则 2a n= ， 3 1a n= − ， 4 2a n= − ，…， 2na = ． 

         所以 1 1a = ． 

         此时 满足条件的1, 2,3, , n 的排列 1 2 3( , , , , )na a a a 有 1 个． 

③ 若 2 k n  ， 

         只要 1 2 3 1( , , , )ka a a a − 是1, 2,3, , 1k − 的满足条件的一个排列，就可以相应得到1,2,3, , n 的一个

满足条件的排列． 

         此时，满足条件的1, 2,3, , n 的排列 1 2 3( , , , , )na a a a 有 1kb − 个． 

         （2）假设 na n= ，只需 1 2 3 1( , , , )na a a a − 是1, 2,3, , 1n − 的满足条件的排列，此时满足条件的

1,2,3, , n 的排列 1 2 3( , , , , )na a a a 有 1nb − 个． 

        综上  2 3 11 1n nb b b b −= + + + + + ， 3n≥ ． 

         因为 3 2 21 1 4 2b b b= + + = = ，  

         且当 4n≥ 时， 2 3 2 1 1(1 1 ) 2n n n nb b b b b b− − −= + + + + + + = ，        

         所以  对任意 *nN ， 3n≥ ，都有
1

2n

n

b

b −

= ． 

         所以 { }nb 成等比数列．                              [ 10 分] 
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