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2019 北京市朝阳区高二（下）期末

数 学 2019.7

（考试时间 120 分钟 满分 150 分）

一、选择题：本大题共 10 小题,每小题 5 分，共 50 分.在每小题给出的四个选项中，选出符合题目要求的一项.

（1）已知集合  ( 1) 0A x x x   ，  1B x x   ，则 A B 

（A） 1x x   （B） 1x x  

（C） 0x x  （D）

（2）已知 x， y R，且 0x y  ，则

（A）
1 1
x y
 （B）

1 1( ) ( )
2 2

x y （C）

1 1
2 2x y （D） sin sinx y

（3）如果函数 ( )y f x 在[ , ]a b 上的图象是连续不断的一条曲线，那么“ ( ) ( ) 0f a f b  ”是“函数 ( )y f x 在

( , )a b 内有零点”的

（A）充分而不必要条件 （B）必要而不充分条件

（C）充分必要条件 （D）既不充分也不必要条件

（4）二项式 61(2 )x
x

 展开式中的常数项为

（A） 960 （B） 160

（C）160 （D）960

（5）已知
π( , π)
2

  ,
π 1tan( )
4 7

   ,则 sin cos  

（A）
1
7

 （B）
2
5

 （C）
5
1

 （D）
1
5
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（6）将函数 siny x 图象上所有点的横坐标缩短到原来的
1
2
倍（纵坐标不变），再将所得图象上所有的点向左平

移
π
4
个单位长度，则所得图象对应的函数解析式为

（A） sin(2 )
4

y x 
  （B） sin( )

2 4
xy 

 

（C） cos
2
xy  （D） cos2y x

（7）构造如图所示的图形，它是由 3 个全等的三角形与中间的一个小等边三角形拼成的一个大等边三角形，设

ADBD 2 ，则△DEF 与△ABC的面积之比为

（A）
1
2

（B）
1
3

（C）
1
5

（D）
1
7

（8）某校有 6 名志愿者，在放假的第一天去北京世园会的中国馆服务，任务是组织游客参加“祝福祖国征集留

言”、“欢乐世园共绘展板”、“传递祝福发放彩绳”三项活动，其中 1 人负责“征集留言”，2人负责

“共绘展板”，3 人负责“发放彩绳”，则不同的分配方案共有

（A）30 种 （B）60 种 （C）120 种 （D）180 种

（9）函数
e e( )
x x

f x
x


 的图象大致为

（第 7题图）
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（10）已知函数    sin 2 1f x k x x k   R ，当 k  ( , 2) (2, )   时，  f x 在  0,2π 内的极值点的个数为

（A） 0 （B） 1 （C） 2 （D） 3

二、填空题：本大题共 6 小题,每小题 5 分，共 30 分，答案写在答题卡上.

（11 ）
2
3

2 28 log 6 log 3   __________．

（12）函数
1( ) 1 ( 0)f x x x
x

    的值域为_______．

（13）若小明在参加理、化、生三门课程的等级性考试中，取得等级 A的概率均为
3
5
，且三门课程的成绩是否取

得等级 A互不影响．则小明在这三门课程的等级性考试中恰有两门取得等级 A的概率为_______．

（14）在△ABC中， bBaBAb 3cossinsin 2  ，则 
b
a

_______．

（15）筒车是我国古代发明的一种水利灌溉工具，明朝科学家徐光启在《农政全书》中用图画描绘了筒车的工作

原理（如图 1）．因其经济又环保，至今还在农业生产中得到使用（如图 2）．假定在水流量稳定的情况下，

筒车上的每一个盛水筒都做匀速圆周运动．因筒车上盛水筒的运动具有周期性，可以考虑利用三角函数模

型刻画盛水筒（视为质点）的运动规律．将筒车抽象为一个几何图形，建立直角坐标系（如图 3）．设经

过 t 秒后，筒车上的某个盛水筒M 从点 P0运动到点 P．由筒车的工作原理可知，这个盛水筒距离水面的高

度 H(单位: m)，由以下量所决定：筒车转轮的中心 O 到水面的距离 h，筒车的半径 r，筒车转动的角速度

ω（单位: rad / s），盛水筒的初始位置 P0以及所经过的时间 t(单位: s )．已知 r=3m，h=2m，筒车每

分钟转动(按逆时针方向)1.5 圈, 点 P0距离水面的高度为 3.5m，若盛水筒 M 从点 P0开始计算时间，则至

少需要经过 s就可到达最高点；若将点 P距离水面的高度H表示为时间 t的函数，则此函数表达式

为 ．
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图 1 图 2 图 3

（16）已知函数 2

, 0,
( )

1, 0,

x k x
f x

x x

   
 

其中 0k ．

①若 2k ,则 )(xf 的最小值为 ；

②关于 x的函数 ))(( xffy  有两个不同零点,则实数 k的取值范围是 ．

三、解答题：本大题共 5 小题，共 70 分. 解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤．

（17）（本小题满分 14 分）

已知函数 2( ) sin cos 3 cosf x x x x  ．

（Ⅰ）求 ( )f x 的最小正周期；

（Ⅱ）若 ( )f x 在[0, ]m 上单调递增，求m的最大值．

（18）（本小题满分 14 分）

随着社会的进步与发展，中国的网民数量急剧增加.下表是中国从 2009 2018 年网民人数及互联网普及率、

手机网民人数（单位：亿）及手机网民普及率的相关数据.

年份 网民人数 互联网普及率 手机网民人数 手机网民普及率

2009 3.8 28.9% 2.3 17.5%

2010 4.5 34.3% 3.0 22.9%

2011 5.1 38.3% 3.6 27.0%

2012 5.6 42.1% 4.2 31.6%

（第 15题图）
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2013 6.2 45.8% 5.0 36.9%

2014 6.5 47.9% 5.6 41.3%

2015 6.9 50.3% 6.2 45.2%

2016 7.3 53.2% 7.0 51.0%

2017 7.7 55.8% 7.5 54.4%

2018 8.3 59.6% 8.2 58.9%

（互联网普及率（网民人数/人口总数）×100%；手机网民普及率（手机网民人数/人口总数）×100%）

（Ⅰ）从 2009 2018 这十年中随机选取一年，求该年手机网民人数占网民总人数比值超过80%的概率；

（Ⅱ）分别从网民人数超过 6亿的年份中任选两年，记 X 为手机网民普及率超过50%的年数，求 X 的分布列及

数学期望；

（Ⅲ）若记 2009 2018 年中国网民人数的方差为
2
1s ，手机网民人数的方差为

2
2s ，试判断

2
1s 与

2
2s 的大小关系.

（只需写出结论）

（19）（本小题满分 14 分）

设函数
3 21( ) ( 1) 4 1 ( )

3
f x ax a x x a      R ．

（Ⅰ）当 3a  时，求曲线  y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程；

（Ⅱ）讨论函数  f x 的单调性．

（20）（本小题满分 14 分）

已知函数
2( ) e ( e) ( 0)≤

xf x a x ax a    ．

（Ⅰ）当 0a  时，求 ( )f x 的最小值；

（Ⅱ）证明：当 0a 时，函数 ( )f x 在区间 (0,1)内存在唯一零点．
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（21）（本小题满分 14 分）

设集合
*

1 2 3{ , , , }nM x x x   N ( )n *N ，如果存在M 的子集 1 2{ , , , }nA a a a   ， 1 2{ , , , }nB b b b   ，

1 2{ , , , }nC c c c  同时满足如下三个条件：①M A B C   ；② A， B，C两两交集为空集；③

( 1, 2,3 , )i i ia b c i n    ，则称集合M 具有性质 .

（Ⅰ） 已知集合 }6,5,4,3,2,1{},9,7,6,5,2,1{  FE ，请判断集合 FE, 是否具有性质，并说明理由；

（Ⅱ）设集合 {1, 2, , 3 } ( )mM m m   *N ，求证：具有性质的集合 mM 有无穷多个.
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2019 北京市朝阳区高二（下）期末数学参考答案

一、选择题（共 10 小题，每小题 5 分，共 50 分）

（1） C （2）B （3）A （4）B （5）C

（6） D （7）D （8）B （9）C （10）C

二、填空题（共 6 小题，每小题 5分，共 30 分）

（11）5 （12） ( , 1]  （13）
54
125

（14） 3

（15）
20
3

； ( ) 3sin( ) 2 ( 0)
20 6

≥H t t t 
   （16） 1 ；[0,1)

三、解答题（共 5 小题，共 70 分）

（17）（共 14 分）

解：（Ⅰ）因为 2( ) sin cos 3 cosf x x x x 

1 1 cos2sin 2 3
2 2

xx 
  

1 3 3sin 2 cos2
2 2 2

x x  

3sin(2 )
3 2

x 
   ．

所以 ( )f x 的最小正周期为
2
2

T 
  ． ………………… 7分

（Ⅱ）由（Ⅰ）知
3( ) sin(2 )

3 2
f x x 

   ．

由
π π π2 π 2 2 π
2 3 2
≤ ≤k x k   ( )kZ ，

5π π2 π 2 2 π
6 6

≤ ≤k x k  ( )kZ ，

得
5π ππ π
12 12

≤ ≤k x k  ( )kZ ．

所以 ( )f x 的单调递增区间为
5π π[ π , π ]
12 12

k k  ( )kZ ．
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要使得函数 ( )f x 在[0, ]m 上单调递增，只需
5π π[0, ] [ , ]
12 12

m   ．

所以 (0, ]
12

m 
 ，m的最大值为

π
12

． ………………… 14 分

（18）（共 14 分）

解：（Ⅰ）设事件 A：“从 2009 2018 这十年中随机选取一年，该年手机网民人数占网民总人数比值超过

80%”.

由题意可知
6 3( )
10 5

P A   . ………………… 5分

（Ⅱ）网民人数超过 6 亿的年份有2013 2018 共六年，其中手机网民普及率超过50% 的年份有

2016,2017,2018这 3年.所以 X的取值为 0 1 2, , .

所以
2
3
2
6

3 1( 0)
15 5

CP X
C

    ，
1 1
3 3
2
6

3( 1)
5

C CP X
C

   ，
2
3
2
6

1( 2)
5

CP X
C

   .

随机变量 X的分布列为

X 0 1 2

P
1
5

3
5

1
5

1 3 10 1 2 1
5 5 5

EX        . ………………… 12 分

（Ⅲ）
2 2
1 2s s . ………………… 14 分

（19）（共 14 分）

解：（Ⅰ）当 3a  时， 3 2( ) 4 4 1f x x x x    ，

所以 2( ) 3 8 4f x x x    ．

所以 (1) 2f  ， (1) 1f    ．

所以曲线  y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程为 3 0x y   ． ………… 4 分

（Ⅱ）因为
3 21( ) ( 1) 4 1

3
f x ax a x x     ，
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所以
2( ) 2( 1) 4 ( 2)( 2)f x ax a x ax x        ．

（1） 当 0a  时，因为 ( ) 2( 2)f x x    ，

由 ( ) 0f x  得 2x  ，

由 ( ) 0f x  得 2x  ，

所以 ( )f x 在区间 ( ,2) 内单调递增，在区间 (2, ) 内单调递减．

（2）当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，得 1 2x  ， 2
2x
a

 ．

1 当 0a  时，

由 ( ) 0f x  得
2 2x
a
  ；

由 ( ) 0f x  得
2x
a

 或 2x  ．

所以 ( )f x 在区间
2( ,2)
a

内单调递增，在区间
2( , )
a

 和 (2, ) 内单调递减．

2 当 0 1a  时，

由 ( ) 0f x  得 2x  或
2x
a

 ；

由 ( ) 0f x  得
22 x
a

  ．

所以 ( )f x 在区间 ( ,2) 和
2( , )
a
 内单调递增，在区间

2(2, )
a

内单调递减．

3 当 1a  时， 因为 2( ) ( 2) 0≥f x x   ，

所以 ( )f x 在区间 ( , )  内单调递增．

4 当 1a  时，由 ( ) 0f x  得
2x
a

 或 2x  ；

由 ( ) 0f x  得
2 2x
a
  ．

所以 ( )f x 在区间 ( 2, )
a

 和 (2, ) 内单调递增，在区间
2( ,2)
a

内单调递减．

综上可知，当 0a  时， ( )f x 在区间 ( ,2) 内单调递增，在区间 (2, ) 内单调递减；

当 0a  时， ( )f x 在区间
2( ,2)
a

内单调递增，在区间
2( , )
a

 和 (2, ) 内单调递减；
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当 0 1a  时， ( )f x 在区间 ( ,2) 和
2( , )
a
 内单调递增，在区间

2(2, )
a

内单调递减；

当 1a  时， ( )f x 在区间 ( , )  内单调递增；

当 1a  时， ( )f x 在区间 ( 2, )
a

 和 (2, ) 内单调递增，在区间
2( ,2)
a

内单调递减．

………………… 14 分

（20）（共 14 分）

解：（Ⅰ）当 0a  时， ( ) e exf x x  ， ( ) e exf x  

当 ( ,1)x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在区间 ( ,1) 上单调递减．

当 (1, )x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在区间 (1, ) 上单调递增．

故当 1x  时， min( ) (1) 0f x f  ． ………… 4 分

（Ⅱ） 由 2( ) e ( e)xf x a x ax    可知， (0) 1f  ， (1) 0f  ．

当 0a  时， ( ) e e (1 2 )xf x a x     ．

设 ( ) ( )g x f x ，则 ( ) e 2 0xg x a    ．

所以 ( )g x 在区间 (0,1)内单调递增，即 ( )f x 在区间 (0,1)内单调递增．

又 (0) 1 e 0f a     ， (1) 0f a    ．

故存在唯一 0 (0,1)x  ，使得 0( ) 0f x  ．

当 0( ,1)x x 时， ( ) 0f x  ．

所以 ( )f x 在区间 0( ,1)x 内单调递增，此时 0)1()(  fxf ．

当 ),0( 0xx 时， 0)(  xf ，

所以 ( )f x 区间 ),0( 0x 上单调递减．

又因为 0)(,01)0( 0  xff ，

故函数 ( )f x 在区间 ),0( 0x 内有唯一零点．

所以函数 ( )f x 在区间 (0,1)内存在唯一零点． …………… 14 分
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（21）（共 14 分）

解：（Ⅰ） {1,2,5,6,7,9}E  具有性质，如可取 {1,2}A  , {5,7}B  , {6,9}C  ；

{1,2,3,4,5,6}F  不具有性质；理由如下：

对于 F 中的元素6， 651  或者 642  ，

如果 651  ，那么剩下3个元素 4,3,2 ,不满足条件；

如果 642  ，那么剩下3个元素 5,3,1 ,也不满足条件．

因此，集合 {1,2,3,4,5,6}F  不具有性质 . ………… 6分

（Ⅱ）证明：假设符合条件的 mM 只有有限个，设其中元素个数最多的为
0m

M .

对于
0m

M ，由题设可知，存在
01 2{ , , , }mA a a a  ，

01 2{ , , , }mB b b b  ，
01 2{ , , , }mC c c c  满足条

件. 构造如下集合

 01 1 2 02 ,2 , ,2 ,1,3, ,6 1mA a a a m   ，

 01 1 2 0 0 02 ,2 , ,2 ,9 ,9 1, ,6 1mB b b b m m m    ，

 01 1 2 0 0 02 ,2 , ,2 ,9 1,9 2, ,12mC c c c m m m    ，

由于 }3,,3,2,1{},,,,,,,,,,,{ 0212121 000
mcccbbbaaa mmm   ，

所以 }6,,6,4,2{}2,,2,2,2,,2,2,2,,2,2{ 0212121 000
mcccbbbaaa mmm   ．

易验证 1A， 1B ， 1C 对集合
04 0{1, 2, , 12 }mM m  满足条件，而 004 mm  ，

也就是说存在比
0m

M 的元素个数更多的集合
04mM 具有性质，与假设矛盾．

因此具有性质的集合 mM 有无穷多个. ………………… 14 分


