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2023北京首都师大附中高三 12月月考 

数    学 

第Ⅰ卷（共 40分） 

一、选择题（本大题共 10 小题，每小题 4分，共 40分.在每小题所列出的四个选项中，只有

一项是最符合题目要求的） 

1. 若复数 z 满足
( )1 i 2z + =

，则 z =（    ） 

A. 1 i− −  B. 1 i− +  C. 1 i−  D. 1 i+  

2. 设平面向量 ( ) ( )2,1 , , 2a b x= = − ，若 a b ，则 x等于（    ） 

A. 1 B. 1−  C. 4 D. 4−  

3. 设集合U = R ，集合  1M x x=  ，  1 2N x x= −   ，则 2x x  =（    ） 

A. ( )U M N  B. UN M  

C. ( )U M N  D. UM N  

4. 一个袋中装有大小相同的 3 个白球和 2 个红球，现在不放回的取 2 次球，每次取出一个球，记“第 1 次拿

出的是白球”为事件A ，“第 2 次拿出的是白球”为事件 B ，则 ( )P B A =∣ （    ） 

A.
1

4
 B. 

3

10
 C. 

3

5
 D. 

1

2
 

5. 二项式

8

1
2 x

x

 
− 

 
的展开式中的常数项为（    ） 

A. 1792 B. －1792 C. 1120 D. －1120 

6. 《九章算术》卷五商功中有如下描述：今有刍甍，下广三丈，袤四丈，上袤二丈，无广，高一丈．意思

为：今有底面为矩形的屋脊状的几何体，下底面宽 3 丈，长 4 丈，上棱长 2 丈，高 1 丈．现有一刍甍，如

图所示，则该刍甍的体积为（    ） 

 

A. 5 立方丈 B. 20 立方丈 C. 40 立方丈 D. 80 立方丈 

7. 已知 na 是等差数列， nS 是其前 n项和.则“ 4 3a a ”是“对于任意 *nN 且 3n  ， 3nS S ”的（    ） 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 

C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件 
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8. 记函数 ( ) sin ( 0)
4

f x x b


 
 

= + +  
 

的最小正周期为 T．若
2

3
T


  ，且 ( )y f x= 的图象关于点

3
, 2

2

 
 
 

中心对称，则
2

f
 

= 
 

（    ） 

A. 1 B. 
3

2
 C. 

5

2
 D. 3 

9. 我国油纸伞的制作工艺巧妙．如图（1），伞不管是张开还是收拢，伞柄 AP 始终平分同一平面内两条伞

骨所成的角 BAC ，且 AB AC= ，从而保证伞圈D 能够沿着伞柄滑动．如图（2），伞完全收拢时，伞圈

D 已滑动到 D 的位置，且A 、 B 、 D 三点共线， 40cmAD = ， B 为 AD的中点，当伞从完全张开到完

全收拢，伞圈D 沿着伞柄向下滑动的距离为 24cm ，则当伞完全张开时， BAC 的余弦值是（  ） 

     

A. 
17

25
−  B. 

4 21

25
−  C. 

3

5
 D. 

8

25
−  

10. 下图展示了一个由区间(0,1)到实数集 R 的映射过程：区间(0,1)中的实数m 对应数轴上的点M （如图

1）；将线段 AB 围成一个圆，使两端点A 、 B 恰好重合（从A 到 B 是逆时针，如图 2）；再将这个圆放在平

面直角坐标系中，使其圆心在 y轴上，点A 的坐标为(0,1)（如图 3），图 3 中直线 AM 与 x轴交于点

( ), 0N n ，则m 的象就是 n，记作 ( )f m n= ． 

 

则下列命题中正确的是（   ） 

A. 
1

1
4

f
 

= 
 

 B. ( )f x 是奇函数 

C. ( )f x 在其定义域上单调递增 D. ( )f x 的图象关于 y 轴对称 

第Ⅱ卷（共 110分） 

二、填空题（本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分） 
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11. 函数
1

( ) 1f x
x

= − 的定义域为____________． 

12. 已知直线m 和平面 ,  .给出下列三个论断：①m ∥ ；② ∥  ；③m  .以其中的两个论断作

为条件，余下的一个论断作为结论，写出一个正确的命题：___________. 

13. 某部门计划对某路段进行限速，为调查限速 60 km/h 是否合理，对通过该路段的 300 辆汽车的车速进行

检测，将所得数据按[40,50)，[50,60) ，[60,70) ，[70,80]分组，绘制成如图所示频率分布直方图.则

=a ________；这 300 辆汽车中车速低于限速 60 km/h 的汽车有______辆. 

 

14. 设函数 ( ) ( ) 3sin ,f x x g x mx= = ， 

①若
π

, 1
2

m = = ，则不等式 ( ) ( )f x g x 的解集为___________； 

②若
π

4
 = ，且不等式 ( ) ( )f x g x 的解集中恰有一个正整数，则m 的取值范围是___________． 

15. 如图，在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， E 是棱 1AA 上的一个动点，给出下列四个结论： 

①三棱锥 1 1B BED− 的体积为定值； 

②存在点 E 使得 1B D ⊥平面 1BED ； 

③ 1D E BE+ 的最小值为 2 1+ ； 

④对每一个点 E ，在棱 DC 上总存在一点 P ，使得 AP∥平面 1BED ； 

⑤M 是线段 1BC 上的一个动点，过点 1A 的截面 垂直于 DM ，则截面 的面积的最小值为
6

2
． 

   

其中正确的命题的序号是________． 

三、解答题（本大题共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤） 



 

第4页/共20页 
 

16. 如图，在四棱锥 P ABCD− 中，底面 ABCD为直角梯形， / /AD BC ，CD AD⊥ ，

2 2AD CD BC= = = ，平面 PAD ⊥平面 ABCD， ,PA PD PA PD⊥ = . 

 

（1）求证：CD PA⊥ ； 

（2）求二面角C PA D− − 的余弦值； 

（3）在棱 PC 上是否存在点M ，使得 BM ⊥平面 PCD？若存在，求
PM

PC
的值？若不存在，说明理由. 

17. 人工智能正在逐渐改变着我们的日常生活，不过，它所涉及的数学知识并非都是遥不可及的高深理论.

为了解“拼音输入法”的背后原理，随机选取甲类题材“新闻稿”中 1200 字作为样本语料库A ，其中

“一”出现了 30 次，统计“一”与其后面一个字（或标点）的搭配情况，数据如下： 

“一”与其后面一个字（或标点）的搭配情况 频数 

“一个” 6 

“一些” 4 

“一穷” 2 

“一条” 2 

其他 a  

假设用频率估计概率. 

（1）求a的值，并估计甲类题材中“一”出现的概率； 

（2）在甲类题材“新闻稿”中随机抽取 2 个“一”，其中搭配“一个”出现的次数为 X ，求 X 的分布列和期

望； 

（3）另外随机选取甲类题材“新闻稿”中 800 字作为样本语料库 B 进行统计，“一”出现了 24 次，“一格”出

现了 2 次，若在甲类题材“新闻稿”的撰写中，输入拼音“yige”时，“一个”和“一格”谁在前面更合适？（结论

不要求证明） 

18. 在△ ABC 中，
10

5

b

a
= ，

10
cos

10
A = . 

（1）求证：△ ABC 为等腰三角形； 

（2）再从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，使△ ABC 存在且唯一，求b 的值. 
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条件①：
π

6
B = ； 

条件②：△ ABC 的面积为
15

2
； 

条件③： AB 边上的高为3 . 

注：如果选择的条件不符合要求，第（2）问得 0 分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第一个

解答计分. 

19. 已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)

x y
C a b

a b
+ =   的离心率为

3

2
，且过点 ( )0,1A . 

（1）求椭圆 C的标准方程； 

（2）点 P是椭圆上异于短轴端点 A，B的任意一点，过点 P作 PQ y⊥ 轴于 Q，线段 PQ的中点为 M.直线

AM与直线 1y = − 交于点 N，D为线段 BN的中点，设 O为坐标原点，试判断以 OD为直径的圆与点 M的

位置关系. 

20. 已知函数
21

( ) e
2

xf x k x= − . 

（1）当 1k = 时，求曲线 ( )y f x= 在 1x = 处的切线方程； 

（2）设 ( ) ( )g x f x= ，讨论函数 ( )g x 的单调性； 

（3）若对任意的 , (0, )s t + ，当0 t s  时，
( ) ( )

1
f s f t

s t

−


−
恒成立，求实数 k 的取值范围. 

21. 数列 na ： 1a ， 2a ，…， ( )4na n  满足： 1 1a = ， na m= ， 1 0k ka a+ − = 或 1（ 1k = ，2，…，

n 1− ），对任意 i，j，都存在 s，t，使得 i j s ta a a a+ = + ，其中  1,2, ,t ni j s  , , , 且两两不相等． 

（1）若 2m = ，直接写出下列三个数列中所有符合题目条件的数列的序号： 

①1，1，1，2，2，2；②1，1，1，1，2，2，2，2；③1，1，1，1，1，2，2，2，2 

（2）记 1 2 nS a a a= + + + ，若 3m = ，证明： 20S  ； 

（3）若 2022m = ，求 n的最小值．  
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参考答案 

第Ⅰ卷（共 40分） 

一、选择题（本大题共 10 小题，每小题 4分，共 40分.在每小题所列出的四个选项中，只有

一项是最符合题目要求的） 

1. 【答案】C 

【分析】利用复数的除法化简可得出复数 z . 

【详解】由已知可得
( )

( )( )

2 1 i2
1 i

1 i 1 i 1 i
z

−
= = = −

+ + −
. 

故选：C. 

2. 【答案】D 

【分析】根据向量平行的坐标运算求解. 

【详解】因为 ( ) ( )2,1 , , 2a b x= = − ， a b ， 

所以 ( )2 2 1x − =  ，所以 4x = − . 

故选：D 

3. 【答案】A 

【分析】由题意逐一考查所给的选项运算结果是否为 | 2x x  即可. 

【详解】由题意可得  | 2M N x x=  ，则 ( )  | 2U M N x x=  ，选项 A 正确； 

 | 1U M x x=  ，则  | 1UN M x x=  − ，选项 B 错误； 

 | 1 1M N x x= −   ，则 ( )  | 1U M N x x =  − 或 1x  ，选项 C 错误； 

 | 1U N x x=  − 或 2x  ，则 UM N =  | 1x x  或 2x  ，选项 D 错误； 

故选：A. 

4. 【答案】D 

【分析】根据条件概率结合古典概型计算求解即可. 

【详解】由已知条件得 ( ) ( )
3 3 2 3

, ,
5 5 4 10

PAP AB


= = =


 

由条件概率公式可得 

( )
( )

( )

3

110
3 2

5

P AB
P B A

P A
= = =∣ . 

故选：D. 

5. 【答案】C 

【分析】根据二项式定理展开式求解即可. 
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【详解】因为 ( ) ( )
8

8 4

1 8 8

1
T C 2 1 2 C

r
r rr r r r

r x x
x

−
− −

+

 
=  − = −  

 
， 

令 4 0− =r ，得 4r = ， 

所以二项式展开式中的常数项为 ( ) 4 4

5 8

4
T 1 2 C 1120= −  = ． 

故选：C. 

6. 【答案】A 

【分析】刍甍的体积为直三棱柱的体积减去两个相同的三棱锥的体积，计算得到答案. 

【详解】如图所示：刍甍的体积为直三棱柱的体积减去两个相同的三棱锥的体积， 

 

即 ( )
1 1 1 1

1 3 4 2 1 3 4 2 6 1 5
2 3 2 2

V =    −       − = − = . 

故选：A 

7. 【答案】B 

【分析】利用等差数列前 n项和的函数性质判断“对于任意 *nN 且 3n  ， 3nS S ”与“ 4 3a a ”推出关

系，进而确定它们的关系. 

【详解】由等差数列前 n项和公式知：
2

1( )
2 2

n

d d
S n a n= + − ， 

∴要使对于任意 *nN 且 3n  ， 3nS S ，则 0d  ，即 na 是递增等差数列， 

∴“对于任意 *nN 且 3n  ， 3nS S ”必有“ 4 3a a ”， 

而 4 3a a ，可得 0d  ，但不能保证“对于任意 *nN 且 3n  ， 3nS S ”成立， 

∴“ 4 3a a ”是“对于任意 *nN 且 3n  ， 3nS S ”的必要而不充分条件. 

故选：B. 

8. 【答案】A 

【分析】由三角函数的图象与性质可求得参数，进而可得函数解析式，代入即可得解. 

【详解】由函数的最小正周期 T满足
2

3
T


  ，得

2 2

3

 



  ，解得 2 3  ， 

又因为函数图象关于点
3

, 2
2

 
 
 

对称，所以
3

,
2 4

k k Z
 
 + =  ，且 2b = ， 

所以
1 2

,
6 3

k k Z = − +  ，所以
5

2
 = ，

5
( ) sin 2

2 4
f x x

 
= + + 

 
， 
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所以
5

sin 2 1
2 4 4

f
 


   

= + + =   
   

. 

故选：A 

9. 【答案】A 

【分析】求出 AB 、 BD 、 AD 的长，利用余弦定理求出 cos BAD ，再利用二倍角的余弦公式可求得

cos BAC 的值. 

【详解】依题意分析可知，当伞完全张开时， ( )40 24 16 cmAD = − = ， 

因为 B 为 AD的中点，所以， ( )
1

20 cm
2

AB AC AD= = = ， 

当伞完全收拢时， ( )40 cmAB BD AD+ = = ，所以， ( )20 cmBD = ， 

在 ABD△ 中，
2 2 2 400 256 400 2

cos
2 2 20 16 5

AB AD BD
BAD

AB AD

+ − + −
 = = =

  
， 

所以， ( )
2

2 2 17
cos cos 2 2cos 1 2 1

5 25
BAC BAD BAD

 
 =  =  − =  − = − 

 
. 

故选：A 

10. 【答案】C 

【分析】借助于图形来看四个选项，先由
1

( ) 1
4

f = − 可判断 A，实数m 所在区间(0,1)不关于原点对称，知

B 错，从图形上可得 ( )f x 在定义域上单调递增，C 对，先找到
1

( ) 0
2

f = ，再利用图形判断 D 错， 

【详解】如图，因为点M 在以
1

0,1
2

 
− 

 
为圆心，

1

2
为半径的圆上运动， 

对于 A，当
1

4
m = 时，M 的坐标为

1
(

2
− ，

1
1 )

2
− ， 

直线 AM 的方程为

1 0

1 1
1 1 0

2 2

y x

 

− −
=

− − − −
，即 1y x= + ，所以点 N 的坐标为 ( 1,0)− ， 

故
1

( ) 1
4

f = − ，即 A 错. 

对于 B，因为实数m 所在区间(0,1)不关于原点对称，所以 ( )f x 不存在奇偶性．故 B 错． 

对于 C，当实数m 越来越大时，直线 AM 与 x轴的交点 ( ,0)N n 也越来越往右，即 n也越来越大，所以 ( )f x

在定义域上单调递增，即 C 对． 

对于 D，当实数
1

2
m = 时，对应的点在点A 的正下方，此时点 (0,0)N ，所以

1
( ) 0
2

f = ， 

再由图形可知 ( )f x 的图象关于点
1

(
2
， 0) 对称，而非关于 y 轴对称，即 D 错． 



 

第9页/共20页 
 

 

故选：C． 

第Ⅱ卷（共 110分） 

二、填空题（本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11. 【答案】 ( )  ),0 1,−  +  

【分析】根据被开方数是非负数，求解分式不等式即可求得结果. 

【详解】要使得函数有意义，则
1

1 0
x

−  ，即
1

0
x

x

−
 ， ( )1 0x x −  且 0x  ， 

解得 ( )  ),0 1,x −  + ，故 ( )f x 的定义域为 ( )  ),0 1,−  + . 

故答案为： ( )  ),0 1,−  + . 

12. 【答案】若 ,m  ∥ ，则m   

【分析】分三种情况判断：①②作条件，③作结论；①③作条件，②作结论；②③作条件，①作结论.只

要以上三个命题为真即可. 

【详解】解：将①②作条件，③作结论：若m ∥ ， ∥  ，则m  .此命题为假命题（结论应为

m  或m ∥  ）； 

将①③作条件，②作结论：若m ∥ ，m  ，则 ∥  .此命题为假命题（结论应为 与  相交或

∥  ）； 

将②③作条件，①作结论：若 ∥  ， m  ，则m ∥ .由两平面平行的性质定理可知此命题为真命

题. 

故答案为：若 ∥  ， m  ，则m ∥ . 

13. 【答案】    ①. 0.025     ②. 180  

【分析】根据个小矩形面积之和为 1 即可求出 a的值；根据频率分布直方图可以求出车速低于限速 60 km/h

的频率，从而可求出汽车有多少辆． 

【详解】由 ( )10 0.035 0.030 0.010 1a + + + = 解得： 0.025a = ． 

这 300 辆汽车中车速低于限速 60 km/h 的汽车有 ( )300 10 0.025 0.035 180  + = ． 
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故答案为：0.025；180． 

14. 【答案】    ①. ( ) ( ), 1 0,1− −      ②. 
1 2

,
8 2

 
 

 
 

【分析】①在坐标系中分别作出 ( )f x 和 ( )g x 的图象，利用图像法求解即可； 

②在坐标系中分别作出 ( )f x 和 ( )g x 的图象，根据图象列不等式组求解即可. 

【详解】①当
π

, 1
2

m = = 时， ( )
π

sin
2

xf x = 和 ( ) 3g x x= 的图象如图所示， 

 

由图象可得当 ( ) ( ), 1 0,1x − −  时， ( ) ( )f x g x ； 

②当
π

4
 = 时， ( )

π
sin

4
f x x= 的图象如图所示， 

 

若不等式 ( ) ( )f x g x 的解集中恰有一个正整数， 

则由图象可得
( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

f g

f g

 



，即

π
sin

4

π
sin 8

2

m

m





 


，解得
1 2

,
8 2

m
 

  
 

， 

故答案为： ( ) ( ), 1 0,1− −  ；
1 2

,
8 2

 
 

 
 

15.【答案】①⑤ 

【分析】对于①，利用等体积法转化为
1 1 1 1

1

3
B BED D BEB BEBV V S h− −= = △ ，从而得到体积为定值； 



 

第11页/共20页 
 

对于②，假设存在点 E 使得 1B D ⊥平面 1BED ，经过推理得 1 1 1BB B D= ，与
1 1 12B D BB= 矛盾； 

对于③，将侧面 1 1AA D D与侧面 1 1AA B B展开铺平即可得到最小值; 

对于④,当点 E 在点 A 时，此时 AP 与平面 1BED 相交,得到在棱 DC 上不存在一点 P ，使得 AP∥平面

1BED ； 

对于⑤，利用立体几何的相关知识找到该截面，并表示截面的面积，求出最小值即可. 

【详解】解：对于①，
1 1 1 1

1

3
B BED D BEB BEBV V S h− −= = △ ，显然

1BEBS 是定值， 

因为 1 1D A ⊥平面 1 1ABB A ，所以 h是定值，所以三棱锥 1 1B BED− 的体积是定值，①正确； 

对于②，若存在点 E ，使得 1B D ⊥平面 1BED ，又 1BD 平面 1BED ， 

可得 1 1BD B D⊥ ，所以四边形 1 1BDD B 为正方形， 

即 1 1 1BB B D= ，这与
1 1 12B D BB= 矛盾，②错误； 

对于③，如图，将侧面 1 1AA D D与侧面 1 1AA B B展开铺平，则 1D E BE+ 的最小值 5 ，③错误； 

对于④，当点 E 在点A 时，平面 1BED 即是平面 1ABD ，此时 AP 与平面 1BED 相交， 

故不存在点 P 符合要求，④错误； 

对于⑤，如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，可得 1 1 1,AC BD AC BC⊥ ⊥ ，且 1,BD BC 是平面 1BDC

内两条相交直线，所以 1AC 上平面 1BDC ，又 DM  平面 1BDC ， 

所以 1AC DM⊥ ，因为M 是 1BC 上的动点，且过点 1A 的截面 垂直 DM ， 

所以截面 过点C ，截面 交 1 1D C 与G ，交 AB 于 H ，设 ( )1 0 1D G x x=   ， 

则 2 2

1 1 , (1 ) 1AG x CG x= + = − + ，在 1AGC 中，可得 

2 2 2

1 2 2 2 2

1 2 2 3
cos

2 1 2 2 1 2 2

x x x x x
AGC

x x x x x x

+ + − + − −
 = =

+  − + +  − +
， 

2
2 2

1 2 2 2 2

2 2 2
sin 1

1 2 2 1 2 2

x x x x
AGC

x x x x x x

 − − +
 = − = 

+  − + +  − + 

， 

则该截面的面积为

2

2

1 1

1 1 3
2 sin 2 2 2 2

2 2 4
S AG CG AGC x x x

 
=    = − + =  − + 

 
， 

因为  0,1x ，所以当
1

2
x = 时，

min

6

2
S = ， 

此时 ,G H 分别是 1 1D C 和 AB 的中点，当M 是 1BC 中点时， 1DM BC⊥ ，即 DM GH⊥ ， 

所以 DM ⊥平面 1A HCG ，满足题意，⑤正确． 

故答案为：①⑤． 
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三、解答题（本大题共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤） 

16. 【答案】（1）见解析；（2）
3

3
；（3）不存在，理由见解析 

【分析】 

(1)利用面面垂直的性质得到线面垂直，再由线面垂直的性质得出CD PA⊥ ； 

(2)建立空间直角坐标系，利用向量法求解即可； 

(3)由 P ，C，M 三点共线，利用向量共线得出 PM PC= ，利用线面垂直的判定定理证明平面 PCD，由

于 BM ， PA 不平行，则不存在棱 PC 上的点M ，使得 BM ⊥平面 PCD . 

【详解】（1）在四棱锥 P ABCD− 中 

因为平面 PAD ⊥平面 ABCD，平面 PAD平面 ABCD AD=  

又因为CD AD⊥ ，CD 平面 ABCD  

所以CD ⊥平面 PAD  

因为 PA平面 PAD  

所以CD PA⊥  

（2）取 AD 中点O ，连接 ,OP OB  

因为 PA PD=  

所以 PO AD⊥  

因为平面 PAD ⊥平面 ABCD，平面 PAD平面 ABCD AD=  

因为 PO 平面 PAD  

所以 PO ⊥平面 ABCD  

所以 ,PO OA PO OB⊥ ⊥  

因为 , // , 2CD AD BC AD AD BC⊥ =  

所以 // ,BC OD BC OD=  

所以四边形OBCD是平行四边形 

所以OB AD⊥  

如图建立空间直角坐标系O xyz− ，则 

(0,0,0), (1,0,0), (0,2,0), ( 1,2,0), ( 1,0,0), (0,0,1).O A B C D P− −  
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( 2,2,0), ( 1,0,1)AC AP= − = − . 

设平面 PAC 的法向量为 ( , , )n x y z= ，则 

0,

0.

AC n

AP n

  =


 =
即

2 2 0,

0.

x y

x z

− + =

− + =

 

令 1x = ，则 1, 1y z= = . 

所以 (1,1,1)n = . 

因为平面 PAD 的法向量 (0, 2,0)OB = ， 

所以
3

cos , .
3

n OB
n OB

n OB


= =  

由图可知，二面角C PA D− − 为锐二面角， 

所以二面角C PA D− − 的余弦值为
3

3
.  

 

（3）设M 是棱 PC 上一点，则存在 [0,1]  使得 PM PC= . 

设 0 0 0( , , )M x y z ，则
0 0 0( , , 1), ( 1,2, 1).PM x y z PC= − = − −  

所以 0 0 0( , , 1) ( 1,2, 1).x y z − = − −  

所以 0 0 0, 2 , 1 .x y z  = − = = −  

所以 ( , 2 ,1 )M   − − . 

所以 ( , 2 2,1 )BM   = − − − . 

因为 , , ,AP PD AP CD CD PD D⊥ ⊥ = ,CD PD 平面 PCD  

所以 PA ⊥平面 PCD . 

所以 (1,0, 1)PA = − 是平面 PCD的一个法向量. 

若 BM ⊥平面 PCD，则 //BM PA . 
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所以
2 2 0,

1 .



 

− =


= −
 

因为方程组无解， 

所以在棱 PC 上不存在点M ，使得 BM ⊥平面 PCD . 

【点睛】本题主要考查了利用线面垂直证明线线垂直以及利用向量法求二面角，属于中档题. 

17. 【答案】（1）16；
1

40
     

（2）分布列见解析；
2

5
     

（3）“一个”在前更合适 

【分析】（1）根据表中数据即可求得 a 的值；根据古典概型的概率公示可求得甲类题材中“一”出现的概率； 

（2）确定
1

(2, )
5

X B ，根据二项分布的概率计算即可求得答案； 

（3）计算样本语料库 A， B 中“一个”和“一格”出现的概率，比较大小，可得结论. 

【小问 1 详解】 

由题意可得 30 6 4 2 2 16a = − − − − = ； 

故甲类题材中“一”出现的概率为
30 1

1200 40
= ； 

【小问 2 详解】 

由题意在甲类题材“新闻稿”中随机抽取 2 个“一”，搭配“一个”出现的概率为
6 1

30 5
P = = ， 

则
1

(2, )
5

X B ，则
0 0 2

2

1 1 16
( 0) C ( ) (1 )

5 5 25
P X = = − = ,

1 1 1

2

1 1 8
( 1) C ( ) (1 )

5 5 25
P X = = − = , 

2 2 0

2

1 1 1
( 2) C ( ) (1 )

5 5 25
P X = = − = , 

故 X的分布列为： 

X 0 1 2 

P 
16

25
 

8

25
 

1

25
 

则
1 2

( ) 2
5 5

E X =  = . 

【小问 3 详解】 

由题意知样本语料库 B 中“一格”出现的概率为
2 1

800 400
= ， 

甲类题材中“一个”出现的概率为
6 1

1200 200
= ， 
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由于
1 1

200 400
 ，故输入拼音“yige”时，“一个”在前面更合适. 

18. 【答案】（1）证明见解析；     

（2）详见解析. 

【分析】（1）把
10

5

b

a
= 转化为边 a、b之间的倍数关系，把

10
cos

10
A = 转化为三边 a、b、c之间的关

系，综合可得证； 

（2）条件①,与已知
10

cos
10

A = 矛盾，三角形无解，不可选； 

条件②，通过三角形面积公式解得 a，可使△ ABC 存在且唯一； 

条件③，通过转化条件，可使△ ABC 存在且唯一. 

【小问 1 详解】 

在△ ABC 中，由
10

5

b

a
= ，可得

10

5
b a=  

则由
10

cos
10

A = ，可得 2 2 210 10 10
( ) 2

5 5 10

a a
a c c= + −    

即 ( )(3 5 ) 0a c a c− + = ，故有c a=  

故△ ABC 为等腰三角形. 

【小问 2 详解】 

选择条件①：
π

6
B = 时，由（1）知c a= ，则有

5

12
A C


 =  = ， 

此时
5 6 2 10

cos cos cos( )
12 6 4 4 10

A
   −

= = + =  ， 

与已知矛盾，三角形无解.不能选； 

选择条件②：△ ABC 的面积为
15

2
时， 

由
10

cos
10

A = 得，
3 10 10 3

sin sin( 2 ) 2sin cos 2
10 10 5

B A A A= − = =   =  

故有
21 3 15

2 5 2
a = ，解得 5a = ， 5c = , 10b = . 

三角形存在且唯一，可选. 

选择条件③： AB 边上的高为3 . 

由
10

cos
10

A = 得，
3 10 10 3

sin sin( 2 ) 2sin cos 2
10 10 5

B A A A= − = =   =  
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可得

3 3
5

3sin

5

a
B

= = =
，则有 5c = , 10b = . 

三角形存在且唯一，可选. 

综上可知:选择条件②时，三角形存在且唯一， 10b = . 

选择条件③时，三角形存在且唯一， 10b = . 

19. 【答案】（1）
2

2 1
4

x
y+ = （2）点M 在以OD为直径的圆上 

【分析】 

（1）根据题意列出关于 a，b ， c的方程组，解出 a，b ， c的值，即可得到椭圆C 的标准方程； 

（2）设点 0(P x ， 0 )y ，则 0(
2

x
M ， 0 )y ，求出直线 AM 的方程，进而求出点 N 的坐标，再利用中点坐标

公式得到点D 的坐标，下面结合点 P 在椭圆C 上证出 0OM DM
→ →

 = ，所以点M 在以OD为直径的圆上． 

【详解】（1）由题意可知，

2 2 2

1

3

2

b

c

a

a b c

=



=


= +


，解得

2

1

3

a

b

c

 =


=


=

， 

椭圆C 的标准方程为：
2

2 1
4

x
y+ = . 

（2）设点 0(P x ， 0 )y ，则 0(
2

x
M ， 0 )y ， 

直线 AM 的斜率为
0 0

0 0

1 2( 1)

0
2

y y

x x

− −
=

−
， 

直线 AM 的方程为：
0

0

2( 1)
1

y
y x

x

−
= + ， 

令 1y = − 得，
0

01

x
x

y
=

−
， 

点 N 的坐标为
0

0

(
1

x

y−
， 1)− ， 

点D 的坐标为
0

0

(
2(1 )

x

y−
， 1)− ， 

 0(
2

x
OM DM
→ →

 = ，
2 2

20 0 0 0

0 0 0 0

0 0

) ( , 1)
2 2(1 ) 4 4 4

x x x x
y y y y

y y
 − + = + − +

− −
， 

又 点 0(P x ， 0 )y 在椭圆C 上， 


2

20
0 1

4

x
y+ = ， 2 2

0 04 4x y= − ， 
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
2

0

0 0 0

0

4(1 )
1 1 (1 ) 0

4(1 )

y
OM DM y y y

y

→ → −
 = − + = − + + =

−
， 

点M 在以OD为直径的圆上． 

【点睛】本题主要考查了椭圆方程，考查了中点坐标公式，以及平面向量的基本知识，属于中档题． 

20. 【答案】（1） ( )
1

e 1 0
2

x y− − + =      

（2）答案见解析    （3）[1 )+，  

【分析】（1）将 1k = 代入函数中，对函数求导，求出切线斜率，利用点斜式即可； 

（2）先对原函数求导，然后利用分类讨论的思想进行分析求解即可； 

（3）构造函数，将问题转化，然后利用函数导数的单调性求解即可. 

【小问 1 详解】 

1k = ， 

21
( ) e

2

xf x x = − ， 

( ) exf x x = − ， 

当 1x = 时，
1

(1) e
2

f = − ， 

切点坐标为
1

1 e
2

 
− 

 
， ， 

又 (1) e 1f  = − ，切线斜率为 e 1− ， 

曲线 ( )y f x= 在 1x = 处切线方程为： 

( )
1

e 1 0
2

x y− − + = . 

【小问 2 详解】 

21
( ) e

2

xf x k x= − ， xR ， 

( ) ( ) exg x f x k x = = − ， xR ， 

 ( ) e 1xg x k = − ， xR ， 

①当 0k  时， ( )' 0g x  成立， 

( )f x 的单调递减区间为R ，无单调递增区间. 

②当 0k  时，令 ( ) 1 0 lnxg x ke x k = − =  = − ， 

所以当 lnx k − 时， ( ) 0g x  ， ( )g x 在 ( , ln )− − k 上单调递减 

lnx k − 时， ( ) 0g x  ， ( )g x 在 ( ln , )− +k 上单调递增 

综上: 0k  时， ( )f x 的单调递减区间为R ，无单调递增区间； 

0k  时， ( )f x 的单调递增区间为 ( ln , )− +k ，单调递减区间为 ( , ln )− − k ； 

【小问 3 详解】 
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0 t s  ， 

( ) ( )f s f t s t −  − ， 

( ) ( )f s s f t t −  − ， 

令 ( ) ( )g x f x x= − ， 0x  ， 

由已知可得： 

0 t s  且 ( ) ( )g t g s ， 

( )g x 的单调区间是 (0, )+  

21
( ) e

2

xg x k x x= − − ， 0x  ， 

0x  时， ( ) e 1 0xg x k x = − −  恒成立， 

1

ex

x
k

+
  ， ( 0)x  ， 

令
1

( )
ex

x
h x

+
= ， 0x  ，即证 ( )k h x ， ( 0)x  ， 

( ) 0
ex

x
h x = −  成立， 

( )h x 的单调递减区间为 (0, )+ ， 

( ) (0) 1h x h  = ， 

1k  恒成立， 

综上： k 的取值范围是[1, )+ . 

【点睛】方法点睛：对函数进行求导，结合函数导数与函数的单调性等性质解决，在证明不等式或求参数

取值范围时，通常会对函数进行参变分离，构造新函数，对新函数求导再结合导数与单调性等解决. 

21. 【答案】（1）②③    （2）证明见解析     

（3）2030 

【分析】（1）根据题中数列满足的要求一一判断所给数列，可得结论； 

（2）设数列中 1，2，3 出现的频数依次为 1 2 3, ,q q q ，判断出 1 2 3, ,q q q 的取值情况，即可证明结论； 

（3）设1 2,3, , 2022, 出现的频数依次为 20221 2, , ,q q q ，同（2）判断 20221 2, , ,q q q 的取值情况，即可由

20221 2, , ,q q q 取最小值时求得 n的最小值，然后分类讨论，证明此时符合题目要求即可. 

【小问 1 详解】 

对于①，由于 1 2 2a a+ = ，故 3s ta a+ = 或 4s ta a+ = ，不合题意； 

对于②，当 2i ja a+ = 时，存在 s，t两两不相等，使得 2s ta a+ = ； 

当 3i ja a+ = 时，存在 s，t两两不相等，使得 3s ta a+ = ； 

当 4i ja a+ = 时，存在 s，t两两不相等，使得 4s ta a+ = ；符合题意； 

同理③也符合题意， 



 

第19页/共20页 
 

故所有符合题目条件的数列的序号为②③； 

【小问 2 详解】 

证明：当 3m = 时， 设数列中 1，2，3 出现的频数依次为 1 2 3, ,q q q ， 

由题意知 ( )1 3,1 2,iq i = ， 

假设 1 4q  ，则有 1 2 s ta a a a+  + ，（对任意 2s t  ），与已知矛盾， 

故 1 4q  ，同理可证 3 4q  ； 

假设 2 1q = ，则存在唯一的 {1 2 }, , ,k n 使得 2ka = ， 

那么对于 ,s t ，都有 1 1 2k s ta a a a+ = +  + ，（k，s，t两两不相等）， 

与已知矛盾，故 2 2q  ； 

综上可得 1 3 24, ,4 2q q q   ， 

所以 1 2 1 4 2 2 3 4 20nS a a a   +  + + + == + ， 

即 20S  . 

【小问 3 详解】 

设1 2,3, , 2022, 出现的频数依次为 20221 2, , ,q q q ， 

同（2）的证明， 1 2022 24 4 2, ,q q q   ， 2021 2q  ，则 2030n  ； 

取 1 2022 2 20214 2, 1, iq q q q q= = = = = ， 0, , ,3 4 5 ,202i = ， 

得到的数列为：1111 2 2 3 4 2019 2020 2, , , , , , , , , 2, , , , ,021 2021 2022 2022 2, 02 ,2 202 ， 

下面证明该数列满足题目要求： 

对于  1,2, , 2030i j , ，不妨令 i ja a ， 

如果 1i ja a= = ，或 2022i ja a= = ，由于 1 20224 4,q q= = ，故符合条件； 

②如果 1, 2i ja a= = ，或 2021, 2022i ja a= = ，由于 1 20224 4,q q= = ， 2 20212 2,q q= = ， 

故也符合条件； 

③如果 2,1i ja a=  ，则可选取 2sa = ， 1jta a= − ， 

同样的，如果 2021ia  ， 2022ja = ，则可选取 1,1 202s i ta a a= + = ， 

使得 i j s ta a a a+ = + ，且 , , ,i j s t 两两不相等； 

④如果1 2022i ja a   ，则可选取 1, 1s i t ja a a a= − = + ， 

注意到这种情况每个数最多被选取了一次，因此也符合条件， 

综上，对任意 i，j，都存在 s，t，使得 i j s ta a a a+ = + ，其中  1,2, ,t ni j s  , , , 且两两不相等， 

即数列1111 2 2 3 4 2019 2020 2, , , , , , , , , 2, , , , ,021 2021 2022 2022 2, 02 ,2 202 符合题目要求， 

故 n的最小值为 2030. 
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【点睛】难点点睛：本题是给出了数列需满足的要求。也可以认为是数列的一个新定义，因此解答的关键

是要理解这些要求，按其要求去判断解答问题；难点在于第三问的解答，设1 2,3, , 2022, 出现的频数依

次为 20221 2, , ,q q q ，要判断出 1 2022 24 4 2, ,q q q   ， 2021 2q  ，进而取

1 2022 2 20214 2, 1, iq q q q q= = = = = ，求得 n的最小值，继而分类讨论，证明求得的值符合题目要求. 
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