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2024北京密云高一（上）期末 

数    学 

2024.1 

本试卷共 6 页，150 分.考试时长 120 分钟.考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效. 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要

求的一项. 

1. 已知集合  1,2,3,5,11A = ，  3,5,11,12B = ，则 A B 中元素的个数为（    ） 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

2. 已知命题 p ： x R ， e 1x  ，那么命题 p 的否定为（    ） 

A. 0x R ， 0e 1
x
  B. x R ， e 1x   

C. 0x R ， 0e 1
x
  D. x R ， e 1x   

3. 已知 0x  ，则
1

2x
x

+ − 有（    ） 

A. 最大值 0 B. 最小值 0 

C. 最大值 4−  D. 最小值 4−  

4. 下列函数中，在其定义域上既是奇函数又是增函数的是（    ） 

A. ( ) sinf x x=  B. ( ) 2xf x =  

C. ( ) 3f x x=  D. ( )
1

f x
x

= −  

5. 若 3

1
log

2
a = ， 3log 0.7b = ， 0.82c = ，则（    ） 

A. a b c   B. b a c   

C. a c b   D. c a b   

6. 将函数 ( ) sin 2f x x= 的图象向右平移
π

6
个单位长度后，得到函数 ( )g x 的图象，则函数 ( )g x 的图象的

一个对称中心是（    ） 

A. 
π

,0
6

 
− 
 

 B. 
π

,0
3

 
 
 

 C. 
2π

,0
3

 
 
 

 D. 
2π

,0
3

 
− 
 

 

7. 近年来，密云区生物多样性保护成效显著，四百多种野生鸟类在密云繁衍生息，近万候鸟变留鸟，鸟类

科学家发现，两岁燕子的飞行速度 v可以表示为耗氧量 x的函数 2log
10

x
v a= .若两岁燕子耗氧量达到 40

个单位时，其飞行速度为 10m / sv = ，则两岁燕子飞行速度为 20m / s 时，其耗氧量达到（    ） 
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A. 80 个单位 B. 120 个单位 C. 160 个单位 D. 320 个单位 

8. 已知a，b ， cR ，则“ a b ”的一个充分而不必要条件是（    ） 

A. 2 2a b  B. 2 2a b  

C. sin sina b  D. 2 2ac bc  

9. 设 cR ，函数 ( )
,

1
2 ,

2

x

x c x c

f x
c x c

+ 


= 
+ 



，若 ( )f x 恰有一个零点，则 c的取值范围是（    ） 

A.  2,0−  B.   ( 0 , 2 − −  

C.  1,0−  D.   ( 0 , 1 − −  

10. 如图的曲线就像横放的葫芦的轴截面的边缘线，我们叫葫芦曲线（也像湖面上高低起伏的小岛在水中

的倒影与自身形成的图形，也可以形象地称它为倒影曲线），它每过相同的间隔振幅就变化一次，且过点

π
, 2

4
P
 
 
 

，其对应的方程为
1 2

2 sin
2 π

x
y x

  
= −  

  
（ 0x  ，其中 x 为不超过 x的最大整数，

0 5  ）.若该葫芦曲线上一点M 到 y 轴的距离为
4
π

3
，则点M 到 x轴的距离为（    ） 

 

A. 
1

4
 B. 

3

4
 C. 

1

2
 D. 

3

2
 

第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分. 

11. 
1

38 lg 4 lg 25+ + = ____________. 

12. 函数 ( ) ( )
1

ln 2f x x
x

= + + 的定义域是______. 

13. 已知幂函数 ( )y f x= 的图象经过点 ( )9,3 ，则 ( )f x 的解析式是______． 

14. 在平面直角坐标系 xOy 中，角 以Ox 为始边，终边经过点
2 2

,
2 2

P
 
−  
 

，则 sin = ______；若

π
tan 0

n

 

+  
 

（ nZ ，且 0n  ），则n的一个取值为______. 
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15. 已知函数 ( ) 2

sin πx
f x

x x
=

−
给出下列五个结论： 

① ( )f x 存在无数个零点； 

②不等式 ( ) 0f x  的解集为 ( )2 1,2k k− （ k Z ）； 

③ ( )f x 在区间
1

,1
2

 
 
 

上单调递减； 

④函数 ( )f x 的图象关于直线
1

2
x = 对称； 

⑤对  2 ,2 1x k k  + （ *kN ），都有 ( ) ( )2f x k f x+  . 

其中所有正确结论的序号是______. 

三、解答题共 6 小题，共 85 分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程. 

16. 已知集合  5A x x=  ，  2 1B x m x m=   − . 

（1）当 4m = 时，求 BR 和 A B ； 

（2）若 B A ，求实数m 的取值范围. 

17. 已知
3

sin
5

 = ，
π

0,
2


 

 
 

. 

（1）求
π

cos
3


 

+ 
 

的值； 

（2）求
π

sin 2
3


 

+ 
 

的值； 

（3）在平面直角坐标系 xOy 中，以Ox 为始边，已知角  的终边与角 的终边关于 y 轴对称，求

( )cos  + 的值. 

18. 已知函数 ( ) ( )2 3 3f x x a x a= − + + . 

（1）若不等式 ( ) 0f x  的解集为 ( )0,3 ，求a的值； 

（2）若不等式 ( ) 1f x  − 对任意的 xR 恒成立，求实数a的取值范围； 

（3）解关于 x的不等式 ( ) 0f x  . 

19. 已知函数 ( )
π 3

2cos sin
3 2

f x x x 
 

= + − 
 

.（ 0  ） 

（1）求 ( )0f ； 

（2）从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，使函数 ( )f x 唯一确定，求 ( )f x 在区
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间
π π

,
6 6

 
− 
 

上的最大值和最小值. 

条件①：当 ( ) ( )1 2 2f x f x− = 时， 1 2x x− 的最小值为
π

2
； 

条件②：函数 ( )f x 的图象对称中心与相邻的对称轴之间的距离为
π

4
； 

条件③：函数 ( )f x 在区间
π 5π

,
12 12

 
− 
 

上单调递增. 

注：如果选择的条件不符合要求.第（2）问得 0 分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第一个解

答计分. 

20. 已知函数 ( ) ( )3 1 3x xf x a −= + −  . 

（1）若 ( )f x 为奇函数， 

（ⅰ）求 a的值，并说明理由； 

（ⅱ）比较 ( )1f 与 ( )3f 的大小；（结论不要求证明） 

（2）若  0 0,1x  ，使得 ( )0 6f x ≤ ，求 a的取值范围. 

21. 对于正整数集合  1 2, , , nA a a a= （ *nN ， 3n  ）如果去掉其中任意一个元素. ( )1,2, ,ia i n=

之后，剩余的所有元素组成的集合都能分为两个交集为空集的集合，且这两个集合的所有元素之和相等，

就称集合A 为“和谐集”. 

（1）判断集合 1,2,3,4,5 是否是“和谐集”，并说明理由； 

（2）求证：若集合A 是“和谐集”.则集合A 中元素个数为奇数； 

（3）若集合A 是“和谐集”，求集合A 中元素个数的最小值. 
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参考答案 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要

求的一项. 

1. 【答案】C 

【分析】求出 A B ，即可得出 A B 中元素的个数. 

【详解】由题意， 

 1,2,3,5,11A = ，  3,5,11,12B = ， 

 3,5,11A B = ， 

故 A B 中元素的个数为 3， 

故选：C. 

2. 【答案】A 

【分析】 

由全称命题的否定是特称命题即可得解. 

【详解】 原命题是全称命题， 

命题 p 的否定是“ 0x R ， 0e 1
x
 ”. 

故选：A. 

【点睛】本题考查了全称命题的否定，属于基础题. 

3. 【答案】B 

【分析】利用基本不等式求最值即可得到结果. 

【详解】因为 0x  ，所以
1 1

2 2 2 0x x
x x

+ −   − = ，当且仅当
1

x
x

= 即 1x = 时等号成立. 

故选：B. 

4. 【答案】C 

【分析】根据奇函数和增函数的性质即可得出结论. 

【详解】由题意， 

A 项，定义域为 R， ( ) ( )sinf x x f x− = − = − 为奇函数，函数 ( )f x 为周期函数不是增函数，故错误； 

B 项，定义域为 R， ( ) 2 xf x −− = 不为奇函数，故错误； 

C 项，定义域为 R， ( ) ( ) ( )
3 3f x x x f x− = − = − = − 为奇函数，函数 ( )f x 为增函数，故正确； 

D 项，定义域为 ( ) ( )0 0−  +， ， ，关于原点对称， ( ) ( )
1

f x f x
x

− = = − 为奇函数，函数 ( )f x 在

( )0−， 单调递增，在 ( )0 +， 单调递增，但是在定义域上不是增函数，故错误； 
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故选：C. 

5. 【答案】A 

【分析】根据对数函数的单调性即可比较 0a b  ，由指数的性质即可求解 a b c  . 

【详解】因为函数 3logy x= 在定义域上单调递增，所以 3 3 3

1
log log 0.7 log 1 0

2
a b=  =  = ， 

所以 0a b  ，又 0.82 0c =  ，故 a b c  . 

故选：A 

6. 【答案】C 

【分析】先得到 ( )g x 的解析式，整体法求解函数的对称中心，得到答案. 

【详解】 ( )
π π

sin 2 sin 2
6 3

g x x x
   

= − = −   
   

， 

令
π

2 π,
3

x k k− = Z，解得
π π

,
2 6

k
x k= + Z， 

当 1k = 时，
2π

3
x = ，故

2π
,0

3

 
 
 

为 ( )g x 的一个对称中心，C 正确， 

经检验，其他选项均不合要求. 

故选：C 

7. 【答案】C 

【分析】结合题意结合对数运算求得 5a = ，然后列方程，利用指对互化求解即可. 

【详解】因为两岁燕子耗氧量达到 40 个单位时，其飞行速度为 10m / sv = ， 

所以 2

40
10 log 2

10
a a= = ，所以 5a = ，所以 25log

10

x
v = ， 

当两岁燕子飞行速度为 20m / s 时， 220 5log
10

x
= ，解得

42
10

x
= ，所以 160x = ， 

即两岁燕子飞行速度为 20m / s 时，其耗氧量达到 160 个单位. 

故选：C 

8. 【答案】D 

【分析】根据函数单调性结合充分、必要条件逐项分析判断. 

【详解】当 1, 0a b= − = 时，满足 2 2a b ，但 a b 不成立，不满足充分性，A 选项错误； 

由指数函数单调性可知，若 2 2a b ，则 a b ，反之，若 a b ，则 2 2a b ， 

所以 2 2a b 是 a b 的充要条件，B 选项错误； 

当
π 5π

,
3 6

a b= = 时，满足 sin sina b ，但 a b 不成立，不满足充分性，C 选项错误； 

若 2 2ac bc ，则有 a b ，反之， a b 不能得到 2 2ac bc ，比如当 0c 时， 2 2ac bc 不成立， 

所以 2 2ac bc 是 a b 的充分不必要条件，D 选项正确. 



 

第7页/共14页 
 

故选：D 

9. 【答案】D 

【分析】分类讨论，利用函数与方程的思想，结合函数性质及图象求解即可. 

【详解】若 0c  ，当 x c 时， 2 0x c c+   ，此时函数 y x c= + 无零点， 

当 x c 时，
1 1

2 0
2 2

x c c+   ，此时函数
1

2
2

xy c= + 无零点，所以 ( )f x 没有一个零点，不合题意； 

若 0c ， ( )
, 0

2 , 0x

x x
f x

x


= 


，画出函数 ( )

, 0

2 , 0x

x x
f x

x


= 


的图象如下图所示： 

 

由图知当 0c 时，函数 ( )f x 恰有一个零点 0，满足题意； 

若 0c  ，当 x c 时，由 0x c+ = 得 x c= − ，此时函数 y x c= + 恰有一个零点 c− ， 

要使函数 ( )f x 恰有一个零点，则当 x c 时，函数
1

2
2

xy c= + 无零点， 

即方程
1

2 0
2

x c+ = 无解，又当 x c 时， 2 2x c ，所以 2
2

c c
 − ，即2 0

2

c c
+  ， 

记 ( ) 2
2

x x
h x = + ，则函数 ( ) 2

2

x x
h x = + 单调递增，且 ( ) 1 1

1 2 0
2

h −− = − = ， 

所以 ( ) ( )1h c h − ，所以 1c  − ； 

综上， c的取值范围是  ( 0 , 1 − − . 

故选：D 

10. 【答案】D 

【分析】将
π

, 2
4

P
 
 
 

代入解析式得到 2 = ，得到解析式，代入
3
π

4
x = 求出答案. 

【详解】将
π

, 2
4

P
 
 
 

代入
1 2

2 sin
2 π

x
y x

  
= −  

  
中得， 

π
2

1 π42 sin 2
2 π 4


  

  
− =  

   
  

，即
π

sin 1
4


= ， 

因为0 5  ，所以
π 5π

0
4 4


  ，所以

π π

4 2


= ，解得 2 = ， 
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故
1 2

2 sin 2
2 π

x
y x

  
= −  

  
， 

当
3
π

4
x = 时，

1 8 3
2 sin π sin

2

8

3 3 3
π

2

2
y

  
= − = =  

  
. 

故选：D 

第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分. 

11. 【答案】4 

【分析】根据对数运算和指数运算计算出答案. 

【详解】 ( )
1 1

33 38 lg 4 lg 25 2 lg 4 25 2 lg100 2 2 4+ + = +  = + = + = . 

故答案为：4 

12. 【答案】 ( ) ( )2,0 0,−  +  

【分析】根据分式函数分母不为零和对数函数的真数大于零列不等式组求解即可. 

【详解】要使函数 ( ) ( )
1

ln 2f x x
x

= + + 有意义，则
0

2 0

x

x




+ 
，解得 2x  − 且 0x  ， 

所以函数 ( ) ( )
1

ln 2f x x
x

= + + 的定义域为 ( ) ( )2,0 0, −  + . 

故答案为： ( ) ( )2,0 0, −  +  

13. 【答案】 ( )
1

2f x x=  

【分析】先设解析式 ( )f x x= ，再由点 ( )9,3 代入求得 ，即得结果. 

【详解】幂函数 ( )y f x= 可设为 ( )f x x= ，图象过点 ( )9,3 ，则 ( )9 9 3f = = ，则
1

2
 = ， 

所以 ( )
1

2f x x= . 

故答案为： ( )
1

2f x x= . 

14. 【答案】    ①. 
2

2
    ②. 2 （答案不唯一） 

【分析】由三角函数定义求解 sin ，根据特殊角的三角函数值求出角 ，然后求解正切函数不等式，根

据题意写出答案即可. 

【详解】因为角 以Ox 为始边，终边经过点
2 2

,
2 2

P
 
−  
 

，所以
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2 2

2
22sin

2
2 2

2 2

 = =

   
− +   
   

； 

由角 的终边在第二象限，且
2

sin
2

 = ，得 ( )
3π

2 π
4

k k = + Z ， 

则
π

tan 0
n


 

+  
 

即
3π π 3π π

tan 2 π tan 0
4 4

k
n n

   
+ + = +    

   
， 

所以 ( )1 1 1

3π π π
π π+ ,

4 2
k k k n

n
 +   Z Z 即 ( )1 1 1

3 1 1
,

4 4
k k k n

n
−   −  Z Z ， 

故 n的一个取值为 2 （答案不唯一，只要满足 ( )1 1 1

3 1 1
,

4 4
k k k n

n
−   −  Z Z 即可）. 

故答案为：
2

2
； 2 （答案不唯一） 

15. 【答案】①④⑤ 

【分析】解方程 ( ) 0f x = 判断①；利用特殊区间判断②；利用特殊值法可判断③；推导出

( ) ( )1f x f x− = 判断④；利用单调性性质及不等式性质判断⑤. 

【详解】对于①，由 2 0x x−  可得 0x  且 1x  ，即函数 ( )f x 的定义域为 ( ) ( ) ( ),0 0,1 1, −   + ， 

令 ( ) 0f x = 可得 sin π 0x = ，则 ( )π πx k k= Z ，且 ( ) ( ) ( ),0 0,1 1,x   −   + ， 

故 ( ), 0, 1x k k k k=   Z ，所以函数 ( )f x 有无数个零点，①对； 

对于②，当0 1x  时， ( )2 1 0x x x x− = −  ，此时0 π πx  ，则 sin π 0x  ， 

故当0 1x  时， ( ) 2

sin π
0

x
f x

x x
= 

−
，而 ( ) ( )0,1 2 1,2k k − （ k Z ），②错； 

对于③， 2

2π
sin

2 3 9 9 33

3 2 2 42 2

3 3

f
   

= =  − = −   
    

− 
 

， 2

3
sin π

3 2 16 8 24

4 2 3 33 3

4 4

f
   

= =  − = −   
    

− 
 

， 

因为

2 2

9 3 8 2 243 128 2187 2048
0

4 3 16 9 144

    −
− = − =       

   
，即

9 3 8 2

4 3
 ，故

2 3

3 4
f f
   

   
   

， 

故函数 ( )f x 在
1

,1
2

 
 
 

上不可能单调递减，③错； 

对于④，对任意的 ( ) ( ) ( ),0 0,1 1,x   −   + ， ( )
( )

( ) ( )
( )2 2

sin π π sin π
1

1 1

x x
f x f x

x xx x

−
− = = =

−− − −
， 
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所以函数 ( )f x 的图象关于直线
1

2
x = 对称，④对； 

对于⑤，对  2 ,2 1x k k  + （ *kN ）， ( )2 1 1 0 0x x x x− = −   = ， 

则有 ( ) ( )2 π π 2 1 πk x k k   + N ，从而 sin π 0x  ， 

假设函数 ( )f x 在 ( )1, + 上的最大值点为 0x ，则  ( )0 2 ,2 1x k k k  + N ， 

因为函数 2y x x 在 ( )1, + 上单调递增，且 2 0y x x= −  ， 

对任意的  ( )2 ,2 1x k k k  + N ，且 k N ，则 ( ) ( )
2 22 2 0x k x k x x+ − +  −  ， 

所以
( ) ( )

22

1 1
0

2 2x x x k x k
 

− + − +
， 

则 ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )2 2 2

sin π 2 π sin π sin π
2

2 2 2 2

x k x x
f x k f x

x xx k x k x k x k

+
+ = =  =

−+ − + + − +
，⑤对. 

故答案为：①④⑤. 

【点睛】关键点点睛：本题第③小问中函数的单调性不好判断，可分析出函数 ( )f x 的最值点所在的区

间，并分析出函数 ( )f x 的图象是连续的，再结合最值定理来进行判断. 

三、解答题共 6 小题，共 85 分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程. 

16. 【答案】（1）  4B x x= R 或 7x  ，  7A B x x =       

（2） 3m   

【分析】（1）根据补集和并集概念计算出答案； 

（2）分 B = 与 B   两种情况，得到不等式，求出实数m 的取值范围. 

【小问 1 详解】 

4m = 时，  4 7B x x=   ，  4B x x= R 或 7x  ， 

     5 4 7 7A B x x x x x x =     =  ； 

【小问 2 详解】 

B A ，当 B = 时， 2 1m m − ，解得 1m ， 

当 B   时，
2 1

2 1 5

m m

m

 −


− 
，解得1 3m  ， 

故实数m 的取值范围是 3m  . 

17. 【答案】（1）
4 3 3

10

−
     

（2）
24 7 3

50

+
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（3） 1−  

【分析】（1）利用同角三角函数关系及两角和的余弦公式计算即可； 

（2）利用二倍角公式及两角和正弦公式计算即可； 

（3）根据角  的终边与角 的终边关于 y 轴对称求出 sin ,cos  ，然后利用两角和的余弦公式计算即可. 

【小问 1 详解】 

因为
3

sin
5

 = ，
π

0,
2


 

 
 

，所以
2 4

cos 1 sin
5

 = − = ， 

所以
π π π 4 1 3 3 4 3 3

cos cos cos sin sin
3 3 3 5 2 5 2 10

  
− 

+ = − =  −  = 
 

； 

【小问 2 详解】 

因为
3

sin
5

 = ，
4

cos
5

 = ， 

所以
4 3 24

sin 2 2sin cos 2
5 5 25

  = =   = ，
2 7

cos2 1 2sin
25

 = − = ， 

所以
π π π 24 1 7 3 24 7 3

sin 2 sin 2 cos cos 2 sin
3 3 3 25 2 25 2 50

  
+ 

+ = + =  +  = 
 

； 

【小问 3 详解】 

因为角  的终边与角 的终边关于 y 轴对称， 

所以
3

sin sin
5

 = = ，
4

cos cos
5

 = − = − ， 

所以 ( )
4 4 3 3

cos cos cos sin sin 1
5 5 5 5

     
 

+ = − =  − −  = − 
 

. 

18. 【答案】（1） 0      

（2） ( )1,5      

（3）解集见解析 

【分析】（1）根据一元二次不等式解集与一元二次方程根的关系解出 a即可； 

（2）根据一元二次不等式恒成立，即可由判别式求解； 

（3）分解因式，结合分类讨论，即可由一元二次不等式解的特征求解. 

【小问 1 详解】 

因为不等式 ( ) 0f x  的解集为 ( )0,3 ， 

所以方程 ( )2 3 3 0x a x a− + + = 的两根分别为 1 20, 3x x= = ， 

根据韦达定理可知 1 2 3 3x x a+ = + = ， 1 2 3 0x x a= = ，解得 0a = ； 

【小问 2 详解】 

不等式 ( ) 1f x  − 对任意的 xR 恒成立， 
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即 ( )2 3 3 1 0x a x a− + + +  对任意的 xR 恒成立，所以 2Δ ( 3) 4(3 1) 0a a= + − +  ， 

即 2 6 5 0a a− +  ，解得1 5a  ，所以实数 a的取值范围为 ( )1,5 ； 

【小问 3 详解】 

( ) ( )2 3 3 0f x x a x a= − + +  即 ( )( )3 0x a x− −  ， 

当 3a  时，不等式 ( ) 0f x  的解为 x a 或 3x  ， 

当 3a  时，不等式 ( ) 0f x  的解为 3x  或 x a ， 

当 3a = 时，不等式 ( ) 0f x  的解为 x a ， 

综上所述，当 3a  时，不等式 ( ) 0f x  的解集为 ( ) ( ),3 ,a −  + ， 

当 3a  时，不等式 ( ) 0f x  的解集为 ( ) ( ), 3,a −  + . 

19. 【答案】（1）
3

2
     

（2）见解析 

【分析】（1）根据函数解析式，可得答案； 

（2）根据三角恒等式化简函数解析式，由题意可得函数的最小正周期，结合正弦函数的单调性，可得答

案. 

【小问 1 详解】 

( )
π 3 3 3 3

0 2cos0sin 2
3 2 2 2 2

f = − =  − = . 

【小问 2 详解】 

( )
π 3 π π 3

2cos sin 2cos sin cos cos sin
3 2 3 3 2

f x x x x x x    
   

= + − =  + −   
   

， 

2 3 1 1 cos2 3
cos sin 3cos sin2 3

2 2 2 2

x
x x x x


   

+
= + − = +  − ， 

1 3 π
sin2 cos2 sin 2

2 2 3
x x x  

 
= + = + 

 
. 

若选①: 

由题意可得函数 ( )f x 的最小正周期
π

2 π
2

T =  = ， 

则
2π

2
T


= ，解得 1 = ，故 ( )

π
sin 2

3
f x x

 
= + 

 
，符合题意， 

因
π π π 2π

0 2
6 6 3 3

x x−    + ， ，则 ( )0 1f x  ， 
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所以当
π π

,
6 6

x
 

 − 
 

时， min max( ) 0, ( ) 1f x f x= = . 

若选②: 

由题意可得函数 ( )f x 的最小周期 4
4

T


=  = ， 

则
2π

2
T


= ，解得 1 = ，故 ( ) sin 2

3
f x x

 
= + 

 
，符合题意， 

因
π π π 2π

0 2
6 6 3 3

x x−    + ， ，则 ( )0 1f x  ， 

所以当
π π

,
6 6

x
 

 − 
 

时， min max( ) 0, ( ) 1f x f x= = . 

若选③: 

由
π 5π

12 12
x−   ，则

π π 5 π
2

6 3 3 6 3
x

 
− +  +  +  

由题意可知
π π 5 π π

2 π 2 π Z
2 6 3 6 3 2

k k k
 

− +  − +  +  + ， ， 

显然不唯一，不符合题意. 

20. 【答案】（1）（ⅰ） 0a = ，理由见详解；（ⅱ） ( )1f  ( )3f .     

（2） 10a   

【分析】（1）（ⅰ）由奇函数的定义 ( ) ( ) 0f x f x+ − = 即可得到结果. （ⅱ）分别计算出 ( )1f 与 ( )3f 的值

进行比较即可. 

（2）换元令  0

03 , 0,1
x

t x=  ，  1,3t ，  0 0,1x  ，使得 ( )0 6f x  利用分离参数法可转化为

2 6 1a t t − + + ，只需 ( )2

max
6 1a t t − + + 即可. 

【小问 1 详解】 

（ⅰ） 0a = ，理由如下： 

因为 ( )f x 为奇函数，所以 ( ) ( ) 0f x f x+ − = ，即 ( ) ( )3 1 3 3 1 3 0x x x xa a− −+ −  + + −  = ，化简得

( )3 3 0x xa − + = ，所以 0a = . 

（ⅱ） ( ) ( )
1 8 1

1 3 , 3 27
3 3 27

f f= − = = − ,故 ( )1f  ( )3f . 

【小问 2 详解】 

( ) ( )3 1 3x xf x a −= + −  ，  0 0,1x  ，使得 ( )0 6f x   

令  0

03 , 0,1
x

t x=  ，所以  1,3t ， ( )0 6f x  可转化为 2 6 1a t t − + +  

只需 ( )2

max
6 1a t t − + + 即可， 
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令  2 6 1, 1,3y t t t= − + +  ，图象开口向下，对称轴 3t =  

当 3t = 时， max 10y = ，所以 10a  . 

21. 【答案】（1）不是，理由见解析     

（2）证明见解析    （3）7 

【分析】（1）根据集合中这 5 个数字的特征,可以去掉 2 即可判断出集合{1,2,3,4,5}不是“和谐集”； 

（2）判断任意一个元素 ia （ 1,2, ,i n=   ）的奇偶性相同，分类讨论，可以证明出若集合A 是“和谐

集”，则集合A 中元素个数为奇数； 

（3）由（2）知 n为奇数，根据 n的取值讨论后求解. 

【小问 1 详解】 

当集合{1,2,3, 4,5}去掉元素 2 时，剩下元素组成两个集合的交集为空集有以下几种情况： 

                           1,3 , 4,5 ; 1,4 , 3,5 ; 1,5 , 3,4 ; 1 , 3,4,5 ; 3 , 1,4,5 ; 4 , 1,3,5 ; 5 , 1,3,4 , 

经过计算可以发现每给两个集合的所有元素之和不相等,故集合{1,2,3,4,5}不是“和谐集”； 

【小问 2 详解】 

设正整数集合 1 2{ , , , }nA a a a=    （ *nN ， 3n  ）所有元素之和为M ，由题意可知 

( 1,2, , )iM a i n− = 均为偶数，因此任意一个元素 ia （ 1,2, ,i n=   ）的奇偶性相同. 

若M 是奇数，所以 ia （ 1,2, ,i n=   ）也都是奇数，由于 1 2+ + + nM a a a=  ，显然n为奇数； 

若M 是偶数，所以 ia （ 1,2, ,i n=   ）也都是偶数.此时设 2i ia b= （ 1,2, ,i n=   ）, 

显然 1 2, , , nb b b 也是“和谐集”，重复上述操作有限次，便可以使得各项都为奇数的“和谐集”， 

此时各项的和也是奇数，集合A 中元素的个数也是奇数， 

综上所述：若集合A 是“和谐集”，则集合A 中元素个数为奇数. 

【小问 3 详解】 

由（2）知集合A 中元素个数为奇数，显然 3n = 时，集合不是“和谐集”， 

当 5n = 时，不妨设 1 2 3 4 5a a a a a    ，若 A为“和谐集”，去掉 1a 后，得 2 5 3 4a a a a+ = + ，去掉 2a

后，得 1 5 3 4a a a a+ = + ，两式矛盾，故 5n = 时，集合不是“和谐集”， 

当 7n = ，设 {1,3,5,7,9,11,13}A ，去掉 1 后，3 5 7 9 11 13+ + + = + ， 

去掉 3 后，1 9 13 5 7 11+ + = + + ，去掉 5 后，9 13 1 3 7 11+ = + + + ， 

去掉 7 后，1 9 11 3 5 13+ + = + + ，去掉 9 后，1 3 5 11 7 13+ + + = + ， 

去掉 11 后，3 7 9 1 5 13+ + = + + ，去掉 13 后，1 3 5 9 7 11+ + + = + ， 

故 {1,3,5,7,9,11,13}A 是“和谐集”，元素个数的最小值为 7. 

【点睛】关键点点睛：此题考查对集合新定义的理解和应用，考查理解能力，解题的关键是对“和谐集”

的准确理解，运用分类讨论求解是常用方法，属于较难题. 
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