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高一第一学期期末试卷 

数学 

                  （清华附中高 21 级）           2022.01. 

命题人：周俊    审题人：张小英 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

1．若集合 { | 2 0}A x x= −  ， { | 1}xB x= e ，则 A B =  (  ) 

A. R         B. ( ,2)−      C. (0,2)         D. (2, )+  

2．已知命题 :p (0, )a  + ，
1

2a
a

+  ，则 p 是 (  ) 

A. (0, )a  + ，
1

2a
a

+                 B. (0, )a  + ，
1

2a
a

+    

C. (0, )a  + ，
1

2a
a

+ ≤                D. (0, )a  + ，
1

2a
a

+ ≤  

3． 已知 n 3la = ，
0.3log 2b = ， 0.20.3c = ，则 , ,a b c 的大小关系为(  ) 

A. a c b         B. b c a           C. a b c          D. c a b    

4．下列四个函数中，以为最小正周期，且在区间 ( , )
2


 上为减函数的是(  ) 

A. sin 2y x=        B. 2 cosy x=         C. tany x= −         D. cos
2

x
y =  

5．已知𝑓−1(𝑥)是函数𝑓(𝑥) = 10𝑥的反函数，则 𝑓−1(1) 的值为 (  ) 

A. 0               B. 1                C. 10 D. 100 

6．在平面直角坐标系 xOy中，角 以Ox 为始边，终边与单位圆交于点
3 6

( )
3 3

−， ，则cos( )+ = (  ) 

A.
3

3
−             B.

3

3
              C.

3

6
−              D.

6

3
 

7． 已知实数 ，  ，则 “ k = + ， kZ ”是” sin 2 sin 2 = ”的(  ) 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

8． 已知指数函数 ( ) xf x a= ，将函数 ( )f x 的图象上的每个点的横坐标不变，纵坐标扩大为原来的3倍，得到函数

( )g x 的图象，再将 ( )g x 的图象向右平移 2个单位长度，所得图象恰好与函数 ( )f x 的图象重合，则 a的值是(  ) 

A. 
3

2
 B. 

2

3
 C. 

3

3
 D. 3  
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9． 已知函数
1

( )
sin( )

f x
x 

=
+  

(其中 0,
2


   )的 

部分图象如图所示，则 ,  的值分别为 (  ) 

A. 2,  
3


                B. 2,  

3


−         

C. 1,  
6


                 D. 1,  

6


−  

 

10． 已知函数 ( ) 1 2xf x = − ， 2( ) 4 3g x x x= − + ，若存在实数 ,a b使得 ( ) ( )f a g b= ，则b 的取值范围是(  ) 

A． 2 2,2 2 − +
       B． (2 2,2 2)− +       C． 1,3       D． (1,3)  

 

第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

11．已知
1

tan
2

x = ，则 tan 2x 的值为________. 
4

3
 

12．已知 [ 3, 1]x − − ，则函数
4

2y x
x

= + + 的最大值为________，最小值为________. 2, 3− −  

13．已知函数
ln , 0

( )
1, 0x

x x
f x

e x


= 

+ 
且函数 ( ) ( )g x f x m= − 恰有两个不同的零点，则实数m 的取值范围是

________. (1,2] 

14．已知
1 2max{ , , , }nx x x 表示

1 2, , , nx x x 这 n 个数中最大的数．能够说明“ , ,a b c R ,

max{ , } max{ , } max{ , , }a b b c a b c+  ”是假命题的一组整数 , ,a b c 的值依次为________.  1, 2, 3− − −  

15．已知函数 ( ) sin( )cos
2 2

x
f x x


= + ，给出下列四个命题： 

①函数 ( )f x 是周期函数； 

②函数 ( )f x 的图象关于点 ( ,0) 中心对称； 

③函数 ( )f x 的图象关于直线 2x = − 轴对称； 

④函数 ( )f x 在区间
3

( , )
2


 上单调递增. 

其中，所有正确命题的序号是________.  ①②③ 
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三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

16．（本小题 14 分）求下列关于 x 的不等式的解集．．： 

（Ⅰ） 
5

1
7x
 −

−
 ；         （Ⅱ） 

2 22 3 2 0a x ax− −   . 

解：（1）原不等式等价于(𝑥 − 2)(𝑥 − 7) ≥ 0 且 7x  ，所以𝑥 ∈ (−∞,2] ∪ (7, +∞)   7 分 

（2） (2𝑎𝑥 + 1)(𝑎𝑥 − 2) > 0  

𝑎 = 0时，无解； 

𝑎 > 0时，解集为(−∞,
−1

2𝑎
) ∪ (

2

𝑎
, +∞) 

𝑎 < 0时，解集为(−∞,
2

𝑎
) ∪ (

−1

2𝑎
, +∞)                                7 分 

 

17．（本小题 14 分）已知集合 },2||{},42{ −== axxBxA x
其中 0a 且 1a . 

（Ⅰ）当 2=a 时，求 BA 及 BA ；  

（Ⅱ）若集合 }0log{ = xxC a 且 BC  ，求 a 的取值范围.   

解：(1)由题知： },2{ = xxA    -------2 分 

},40{ = xxB   ------2 分  

}42{},0{ == xxBAxxBA    --------2 分     6 分 

(2) 由题知： },22{ +−= axaxB --------1 分 

①当 10  a 时， }1{ = xxC ，矛盾，舍去！-----2 分 

    ②当 1a 时， }10{ = xxC ，-----2 分 

     由于 BC  ，故




+

−

12

02

a

a
，解得 21 − a    -------2 分 

     综上： ]2,1(a                         ----------1 分      8 分 

 

18．（本小题 14 分）已知函数 2( ) 3cos sin sinf x x x x= + ． 

（Ⅰ）求函数 ( )f x 的最小正周期和单调递增区间； 

（Ⅱ）求函数 ( )f x 在区间
2

,
3 6

  
− 
 

上的最大值和最小值．  

解：（1）
3 1 1 1

( ) sin 2 cos 2 sin(2 )
2 2 2 6 2

f x x x x


= − + = − + ， 
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( )f x 的最小正周期 ， 

函数 的单调递增区间为  

由 ， 

得  

所以 ( )f x 的单调递增区间为    8 分 

（2）因为 ，所以  

所以  

故  

当 ， 时， ( )f x 有最大值 1； 

当 ， 时， ( )f x 有最小值 .        6 分 

 

19．（本小题 14 分）已知函数 12)( 2 −++= aaxxxf ． 

（Ⅰ）若 )(xf 的图象恒在直线 1−=y 上方，求实数a 的取值范围； 

（Ⅱ）若不等式 0)( xf 在区间 ),0( + 上恒成立，求实数a 的取值范围. 

解：（1）由题意， 02 2 ++ aaxx 恒成立，则 )8,0(082 −= aaa .   6 分 

（2） )(xf 对称轴为
4

a
x −= ， 

①当 0
4
−

a
，即 ),0[ +a 时， )(xf 在 ),0( + 上单调递增， 

由 0)( xf 在区间 ),0( +  上恒成立知， ),1[01)0( +−= aaf ； 

②当 0
4
−

a
，即 )0,(−a 时， )(xf 在 )

4
,0(

a
− 上单调递减， 

所以 01)0()
4

( −=− af
a

f ，与 0)( xf 在区间 ),0( + 上恒成立矛盾， 

所以 )0,(−a 不符合题意，舍； 

综上， ),1[ +a .                               8 分 
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20．（本小题 14 分）已知0 < 𝛼 <
π

2
，−

π

2
< 𝛽 < 0，cos (

π

4
+ 𝛼) =

1

3
，cos (

π

4
−

𝛽

2
) =

√3

3
． 

（Ⅰ）求 cos (𝛼 +
𝛽

2
) 的值； 

（Ⅱ）求 sin 𝛽 的值； 

（Ⅲ）求 𝛼 − 𝛽 的值. 

解：（1）因为 0 < 𝛼 <
π

2
，所以 

π

4
<

π

4
+ 𝛼 <

3π

4
， 

又因为 cos (
π

4
+ 𝛼) =

1

3
，所以 sin (

π

4
+ 𝛼) =

2√2

3
 . 

因为 −
π

2
< 𝛽 < 0，所以 

π

4
<

π

4
−

𝛽

2
<

π

2
， 

又因为 cos (
π

4
−

𝛽

2
) =

√3

3
，所以 sin (

π

4
−

𝛽

2
) =

√6

3
 . 

 

cos (𝛼 +
𝛽

2
)

= cos [(
π

4
+ 𝛼) − (

π

4
−

𝛽

2
)]

= cos (
π

4
+ 𝛼) cos (

π

4
−

𝛽

2
) + sin (

π

4
+ 𝛼) sin (

π

4
−

𝛽

2
)

=
1

3
×

√3

3
+

2√2

3
×

√6

3

=
5√3

9
.

             

5 分 

（2）sin 𝛽 = cos (
𝜋

2
− 𝛽) = 2 cos2 (

π

4
−

𝛽

2
) − 1 = −

1

3
.            4 分 

（3）方法 1： 

cos𝛼 = cos (
π

4
+ 𝛼 −

π

4
)

= cos (
π

4
+ 𝛼) cos

π

4
+ sin (

π

4
+ 𝛼) sin

π

4

=
1

3
×

√2

2
+

2√2

3
×

√2

2

=
√2 + 4

6
.

 

sin 𝛼 = √1 − cos2 𝛼 =
4−√2

6
，而从而cos 𝛽 = √1 − sin2 𝛼 =

2√2

3
. 于是cos(𝛼 − 𝛽) = cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽 =

√2+4

6
×

2√2

3
+

4−√2

6
× (−

1

3
) =

√2

2
，因为𝛼 − 𝛽 ∈ (0, 𝜋)，所以𝛼 − 𝛽 =

𝜋

4
. 

方法 2：由（2）可知− sin 𝛽 = cos (
π

4
+ 𝛼)，  

所以cos (
π

2
+ 𝛽) = cos (

π

4
+ 𝛼) 

因为0 <
π

2
+ 𝛽 <

π

2
，

π

4
<

π

4
+ 𝛼 <

3π

4
， 

所以
π

2
+ 𝛽 =

π

4
+ 𝛼，即𝛼 − 𝛽 =

𝜋

4
.                          5 分  
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21．（本小题 15分）已知函数𝑓(𝑥)的定义域为𝐷，若存在实数𝑎, 使得对于任意𝑥1 ∈ 𝐷, 都存在𝑥2 ∈ 𝐷满足
𝑥1+𝑓(𝑥2)

2
=

𝑎，则称函数𝑓(𝑥)为“自均值函数”，其中𝑎称为𝑓(𝑥)的“自均值数”.  

（Ⅰ）判断函数𝑓(𝑥) = 2𝑥是否为“自均值函数”，并说明理由；  

（Ⅱ）若函数𝑔(𝑥) = sin (𝜔𝑥 +
𝜋

6
) ( 𝜔 > 0)，𝑥 ∈ [0,1]为“自均值函数”，求𝜔的取值范围； 

（Ⅲ）若函数ℎ(𝑥) = 𝑡𝑥2 + 2𝑥 + 3， 𝑥 ∈ [0, 2]有且仅有 1 个“自均值数”，求实数𝑡的值.  

每小问 5 分 

解：(1) 不是，理由如下： 𝑓(𝑥) = 2𝑥定义域为(−∞, +∞)，值域为(0, +∞)， 

（反证法）假设函数𝑓(𝑥) = 2𝑥是“自均值函数”，设其“自均值数”为𝑎， 

取𝑥1 = 2𝑎 + 1，则存在𝑥2满足
𝑥1+𝑓(𝑥2)

2
= 𝑎，即𝑓(𝑥2) = −1，这与𝑓(𝑥) = 2𝑥的值域为(0, +∞)矛盾！ 

所以𝑓(𝑥) = 2𝑥不是“自均值函数”.       结论 2 分，理由 3 分 

(2) 由已知得函数𝑔(𝑥)的值域为一个闭区间. 

首先证明：𝑔(𝑥)为“自均值函数”的充要条件是𝑔(𝑥)值域的区间长度大于等于 1. 

理由如下：一方面，因为函数𝑔(𝑥)为“自均值函数”，所以存在实数𝑎, 使得对于任意𝑥1 ∈ [0,1], 都存在𝑥2 ∈ [0,1]

满足
𝑥1+𝑔(𝑥2)

2
= 𝑎，即𝑔(𝑥2) = −𝑥1 + 2𝑎，则𝑔(𝑥2) ∈ [2𝑎 − 1,2𝑎]. 

因为区间[2𝑎 − 1,2𝑎]的长度为 1，所以𝑔(𝑥)值域的区间长度大于等于 1.   1 分 

（一般结论：若𝑔(𝑥)值域的区间长度短于定义域的区间长度，则𝑔(𝑥)不是“自均值函数”） 

另一方面，若𝑔(𝑥)值域中包含区间[𝑏, 𝑏 + 1], 取𝑎 =
𝑏+1

2
， 

则∀𝑥1 ∈ [0,1]，都存在𝑔(𝑥2) = 2𝑎 − 𝑥1 = 𝑏 + 1 − 𝑥1 ∈ [𝑏, 𝑏 + 1]， 

所以
𝑏+1

2
是为𝑔(𝑥)的一个“自均值数”，所以𝑔(𝑥)为“自均值函数”.         1 分  （充要性证明 2 分） 

故𝑔(𝑥)为“自均值函数”的充要条件是𝑔(𝑥)值域的区间长度大于等于 1. 

回到原题，设𝑢 = 𝜔𝑥 +
𝜋

6
，因为𝜔 > 0，所以𝑢 ∈ [

𝜋

6
, 𝜔 +

𝜋

6
 ]，由𝑦 = sin 𝑢 的图像可知，  

𝑔(𝑥)值域的区间长度大于等于 1 ⇔  𝜔 +
𝜋

6
≥ 𝜋，   求解过程 2 分 

则𝜔 ∈ [
5

6
𝜋, +∞)为所求.                          答案 1 分 

(3) 因为ℎ(𝑥)具有唯一的“自均值数”，由第（2）问可知，ℎ(𝑥)值域与定义域的区间长度相同， 

所以ℎ(𝑥)的值域区间长度为 2，即ℎ𝑚𝑎𝑥 − ℎ𝑚𝑖𝑛 = 2. 

当𝑡 = 0时，不成立.    1 分 

当𝑡 ≠ 0时，ℎ(𝑥)的对称轴为𝑥 = −
1

𝑡
.    

1. 当𝑡 > 0时， ℎ𝑚𝑎𝑥 − ℎ𝑚𝑖𝑛 = ℎ(2) − ℎ(0) = 2 , 无解  1 分 

2. 当𝑡 ∈ (−
1

2
, 0)时，ℎ𝑚𝑎𝑥 − ℎ𝑚𝑖𝑛 = ℎ(2) − ℎ(0) = 2, 无解   1 分 

3. 当𝑡 ∈ [−1, −
1

2
]时，ℎ𝑚𝑎𝑥 − ℎ𝑚𝑖𝑛 = ℎ (−

1

𝑡
) − ℎ(0) = 2, 解得𝑡 = −

1

2
    1 分 

4. 当𝑡 ∈ (−∞, −1)时，ℎ𝑚𝑎𝑥 − ℎ𝑚𝑖𝑛 = ℎ (−
1

𝑡
) − ℎ(2) = 2, 解得𝑡 =

−3−√5

4
.   1 分 

综上， 𝑡 = −
1

2
或

−3−√5

4
.       分类讨论的五种情况各占 1 分 
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