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北京五中 2021 届高三第一学期 10 月月考

数学试卷

班级_______ 姓名________ 学号________ 成绩___________

一、选择题（每小题 4 分，共 40 分）

1.若全集U  R ，  | 1A x x  ，  | 1B x x   ，则 （ ）

（A） A B （B） B A （C） UB A ð （D） U A Bð

2. 下列函数中，值域为 [0, ) 且为偶函数的是 （ ）

（A） 2y x （B） | 1 |y x  （C） cosy x （D） lny x

3. 设
0.3 0.512 , ( ) , ln 2

2
a b c   ，则 （ ）

（A）c b a  （B）c a b  （C） a b c  （D）b a c 

4. 设  ,   ,  a b c 为非零实数,且 a b c  ,则 （ ）

（A） a b b c   （B）
1 1 1
a b c
  （C） 2a b c  （D）以上三个选项都不对

5.已知函数 ( ) logaf x x b  的图象如图所示，那么函数 ( ) xg x a b  的图象可能为（ ）

6. 函数
2( ) 2 xf x x  的零点个数为 （ ）

（A）0 （B）1 （C） 2 （D）3

7. 已知 , ,a b cR ，在下列条件中，使得 a b 成立的一个充分而不必要条件是 （ ）

（A） 3 3a b （B） 2 2ac bc （C）
1 1
a b
 （D） 2 2a b

8. 已知函数 ( ) lg |1 | lg |1 |f x x x    ，则 ( )f x （ ）

（A）是奇函数，且在 (1, ) 上是增函数 （B）是奇函数，且在 (1, ) 上是减函数

（C）是偶函数，且在 (1, ) 上是增函数 （D）是偶函数，且在 (1, ) 上是减函数

9. 定义域为 R 的函数 ( )f x 对任意 x R 都有 ( ) (4 )f x f x  ，且其导函数
' ( )f x 满足

'( 2) ( ) 0x f x  ，则当

2 4a  时，有 ( )
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（A） 2(2 ) (2) (log )af f f a  （B） 2(2) (2 ) (log )af f f a 

（C） 2(2) (log ) (2 )af f a f  （D） 2(log ) (2 ) (2)af a f f 

10. 某中学举行了科学防疫知识竞赛.经过选拔，甲、乙、丙三位选手进入了的最后角逐.他们还将进行四场知识竞赛.

规定：每场知识竞赛前三名的得分依次为 , , ( ,a b c a b c  且 , , )Na b c  ；选手总分为各场得分之和．四场比

赛后，已知甲最后得分为 16 分，乙和丙最后得分都为 8 分，且乙只有一场比赛获得了第一名，则下列说法正确

的是 （ ）

（A）每场比赛的第一名得分a为 4 （B）甲至少有一场比赛获得第二名

（C）乙在四场比赛中没有获得过第二名 （D）丙至少有一场比赛获得第三名

二、填空题（每小题 5 分，共 25 分）

11. 已知 1a  ，则
4+

1
a
a 

的最小值为_________ .

12. 设集合 { 1,0,1}A   ，集合 {0,1, 2,3}B  ，定义 {( , ) | , }A B x y x A B y A B     ，则 A B 中元素的个

数为_________ .

13. 定义在 R上的函数 ( )f x 满足 ( 2) ( 2)f x f x   ，且 (0,1)x 时，
1( ) 2
4

xf x   ，则 2(log 20)f ＝_________.

14. 已知函数 ( )f x 的导函数为
' ( )f x ，且

' ( )f x 是偶函数，  0 =1f  ，  1 0f   .写出一个满足条件的函数

 f x =________

15. 已知函数
1, 0,

( )
| ln |, 0.
ax x

f x
x x

   


给出下列三个结论：

①当 2a   时，函数 ( )f x 的单调递减区间为 ( ,1) ；

②若函数 ( )f x 无最小值，则a的取值范围为 (0, ) ；

③若 1a 且 0a  ，则 b R，使得函数 ( )y f x b  恰有 3 个零点 1x , 2x , 3x ，且 1 2 3 1x x x   .

其中，所有正确结论的序号是_______.

三、解答题

16. 已知 R上可导函数 ( )f x 的图象如图所示，解不等式
2 '( 2 3) ( ) 0x x f x   .
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17. 在四棱锥 P ABCD 中，底面 ABCD为直角梯形， / /BC AD， 90ADC  ，
1 1
2

BC CD AD   ，E 为线段 AD

的中点. PE 底面 ABCD，点 F 是棱 PC的中点，平面 BEF与棱 PD相交于点G .

A

B

CD

P

E

G F

（Ⅰ）求证： //BE FG；

（Ⅱ）若 PC与 AB 所成的角为
4


，求直线 PB与平面 BEF所成角的正弦值．

18. 为了认真贯彻落实北京市教委关于做好中小学生延期开学期间“停课不停学”工作要求，各校以教师线上指导帮

助和学生居家自主学习相结合的教学模式积极开展工作，并鼓励学生积极开展锻炼身体和课外阅读活动.为了解

学生居家自主学习和锻炼身体的情况，从某校高三年级随机抽取了 100 名学生，获得了他们一天中用于居家自

主学习和锻炼身体的总时间分别在[2,3) [3, 4) [4,5) [8,9) [9,10)， ， ， ， ，L （单位：小时）的数据，整理得到的数据绘

制成频率分布直方图（如图）.

（Ⅰ）由图中数据求 a的值，并估计从该校高三年级中随机抽取一名学生，这名学生该天居家自主学习和锻炼

身体的总时间在[5,6) 的概率；

（Ⅱ）为了进一步了解学生该天锻炼身体的情况，现从抽取的 100 名学生该天居家自主学习和锻炼身体的总时

间在[2,3) 和 8,9[ ）的人中任选 3 人，求其中在[8,9)的人数 X 的分布列和数学期望；

（III）假设同一时间段中的每个数据可用该时间段的中点值代替，试估计样本中的 100 名学生该天居家自主学

习和锻炼身体总时间的平均数在哪个时间段？（只需写出结论）
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19. 已知椭圆
2 2

2 2: 1x yW
a b

  ( 0)a b  过 (0,1), (0, 1)A B  两点，离心率为
3

2
.

（Ⅰ）求椭圆W 的方程；

（Ⅱ）过点 A的直线 l与椭圆W 的另一个交点为C ，直线 l交直线 2y  于点M ，记直线 BC， BM 的斜率分别

为 1k ， 2k ，求 1 2k k 的值.

20. 已知 ( ) sin ( )xf x e x ax a   R .

（Ⅰ）在下面的三个条件中，选择一个，使得 ( )f x 在 ( 0)， 上单调递减，并证明你的结论.

① 2a   ；② 1a   ；③ 3a   .

（Ⅱ）若对任意 0x  ， ( ) 1f x  恒成立，求实数 a的取值范围；

（Ⅲ）若 ( )f x 有最小值，请直接给出实数 a的取值范围.

21. 设 n为正整数，集合 A= 1 2{ | ( , , , ), {0,1}, 1,2, , }n kt t t t k n      ．对于集合 A中的任意元素 1 2( , , , )nx x x   和

1 2( , , , )ny y y   ，记

1 1 1 1 2 2 2 2
1( , ) [( | |) ( | |) ( | |)]
2 n n n nM x y x y x y x y x y x y           + + +

．

（Ⅰ）当 n=3 时，若 (0,1,1)  ， (0,0,1)  ，求 ( , )M   和 ( , )M   的值；

（Ⅱ）当 4n  时，对于 A中的任意两个不同的元素 ,  ，

证明： ( , ) ( , ) ( , )M M M     ≤ ．

（Ⅲ）给定不小于 2 的正整数 n，设 B是 A的子集，且满足：对于 B中的任意两个不同元素 α,β，

( , ) ( , ) ( , )M M M       ．写出一个集合 B，使其元素个数最多，并说明理由．
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参考答案

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

答案 D A B C B D B B C B

二、填空题

11. 答案：3 .

12. 答案：10 .

13. 答案： 1 .

14. 答案：   31
3

f x x x   .

15. 答案：②③.

三、解答题

16. [解析] 不等式(x2－2x－3)f ′(x)>0 化为

x2－2x－3>0
f ′ x >0

(1)或
x2－2x－3<0
f ′ x <0

(2)

∵f(x)在(－∞，－1)和(1，＋∞)上单调增，在(－1,1)上单调减，

∴f ′(x)>0 的解集为(－∞，－1)∪(1，＋∞)，f ′(x)<0 解集为(－1,1)，

由 x2－2x－3>0 得，x<－1 或 x>3，

由 x2－2x－3<0 得，－1<x<3.

∴由(1)得
x<－1 或 x>3

x<－1 或 x>1
，∴x<－1 或 x>3；

由(2)得
－1<x<3

－1<x<1
，∴－1<x<1.

综上可知，x∈(－∞，－1)∪(－1,1)∪(3，＋∞)．

17. 答案

（Ⅰ）证明：因为 E为 AD中点，所以
1 1
2

DE AD  .

又因为 1BC  ，所以DE BC .

在梯形 ABCD中， //DE BC，

所以四边形 BCDE为平行四边形.

所以 //BE CD .

又因为 BE 平面 PCD，且CD平面 PCD，

所以 //BE 平面 PCD .

因为 BE 平面 BEF，平面 BEF 平面 PCD FG ，
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所以 //BE FG .

（Ⅱ）解：（解法 1）因为 PE 平面 ABCD，且 ,AE BE 平面 ABCD，

所以 PE AE ，且 PE BE .

因为四边形 BCDE为平行四边形， 90ADC  ，

所以 AE BE .

以 E为坐标原点，如图建立空间直角坐标系 E xyz .

则 (0,0,0)E ， (1,0,0)A ， (0,1,0)B ， ( 1,1,0)C  ， ( 1,0,0)D  .

设 (0,0, )P m （ 0m  ），

所以 (1, 1, )CP m 


， ( 1,1,0)AB  


.

因为 PC与 AB所成角为
4

，

所以 cos ,CP AB 
 

= CP AB
CP AB





 
  =

2

2
2 2m



 

= cos
4

 2

2
.

所以 2m  .

则 (0,0, )2P ，
1 1 2( , , )
2 2 2

F  .

所以 (0,1,0)EB 


，
1 1 2( , , )
2 2 2

EF  


， (0,1, )2PB  


.

设平面 BEF的法向量为 ( , , )x y zn ，

则
0

0.

EB

EF

  


 




，n

n

即

0

1 1 2 0.
2 2 2

y

x y z




   

，
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令 2x  ，则 1z  ，所以 ( 2,0,1)n .

所以 cos ,
| || |
PBPB
PB


 


 nn

n
2 2

33 3


  


.

所以直线 PB与平面 BEF的所成角的正弦值为
2

3
.

18. 答案

解：（Ⅰ）因为 (0.05+0.1+0.18+ 0.32 0.1 0.03 0.02) 1 1a       ，

所以 0.2a  .…………….2 分

因为0.2 1 100=20  ，

所以居家自主学习和锻炼身体总时间该天在[5,6) 的学生有 20人.…….3 分

所以从该校高三年级中随机抽取一名学生，这名学生该天居家自主学习和锻炼身体总时间在[5,6) 的概率为

20 =0.2
100

.…………….5 分

（Ⅱ）由图中数据可知该天居家自主学习和锻炼身体总时间在[2,3) 和[8,9)的人分别有 5 人和 3 人……….6 分

所以 X 的所有可能取值为 0,1,2,3.…………….7 分

3
5
3
8

5( 0)
28

CP X
C

   ，
2 1
5 3

3
8

15( 1)
28

C CP X
C

   ,

1 2
5 3

3
8

15( 2)
56

C CP X
C

   ，
3
3
3
8

1( 3)
56

CP X
C

   .…………….9 分

所以 X 的分布列为

X 0 1 2 3

P 5
28

15
28

15
56

1
56

所以 X 的期望
5 15 15 1 9( ) 0 1 2 3
28 28 56 56 8

E X          .………….11 分

（III）样本中的 100 名学生该天居家自主学习和锻炼身体总时间的平均数在[5,6) .…14 分

19. 答案

解：（Ⅰ）由题意，

2 2 2

1

3
2

.

b

c
a
a b c



 

  

，

，

解得
2,
1.

a
b


 
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所以椭圆W 的方程为
2

2 1
4
x y  .

（Ⅱ）由题意，直线 l不与坐标轴垂直.

设直线 l的方程为： 1y kx  （ 0k  ）.

由 2 2

1,
4 4.

y kx
x y
 


 

得 2 2(4 1) 8 0k x kx   .

设 1 1( , )C x y ，因为 1 0x  ，所以 1 2

8
4 1

kx
k





.

得
2

1 1 2 2

8 1 41 1
4 1 4 1

k ky kx k
k k
 

     
 

.

即
2

2 2

8 1 4( , )
4 1 4 1

k kC
k k
 
 

.

又因为 (0, 1)B  ，所以

2

2

1

2

1 4 1 14 1
8 4

4 1

k
kk k k
k




  



.

由
1,

2.
y kx
y
 

 
得

1 ,

2.

x
k

y

 

 

所以点M 的坐标为
1( ,2)
k

.

所以 2
2 1 3

1
k k

k


 

.

所以 1 2
1 33

4 4
k k k

k
      .

20. 答案

（Ⅰ）选②不得分.

选①.解： '( ) cosxf x e x a   ,

对于 2a   ，

当 0x  时， 1,cos 1xe x  ，

所以 '( ) cos 2 0xf x e x    .

所以  f x 在  ,0 上单调递减.

选③同上.

（Ⅱ）解：当 0x  时， ( ) 1 1f x   ，对于 Ra ，命题成立，

当 0x  时，设 ( ) cos  xg x e x a ，

关注北京高考在线官方微信：北京高考资讯(ID:bj-gaokao)， 获取更多试题资料及排名分析信息。



第 9 页 共 10 页

则 '( ) sinxg x e x  .

因为 1, sin 1 xe x ，

所以 '( ) sin 1 1=0xg x e x    ， ( )g x 在  0, 上单调递增.

又 (0) 2 g a，

所以 ( ) 2 g x a .

所以 '( )f x 在
 0,

上单调递增，且 '( ) 2 f x a .

1 当 2a   时， '( ) 0f x ，

所以 ( )f x 在  0, 上单调递增.

因为 (0) 1f  ，

所以 ( ) 1f x 恒成立.

2 当 2a   时， '(0) 2 0f a   ，

因为 '( )f x 在[0, ) 上单调递增，

又当 ln(2 ) x a 时， '( ) 2 cos 2 cos 0       f x a x a x ，

所以存在 0 (0, )x   ，对于 0(0, )x x ， '( ) 0f x  恒成立.

所以 ( )f x 在  00, x 上单调递减，

所以当 0(0, )x x 时， ( ) (0) 1 f x f ，不合题意.

综上，当 2a   时，对于 0x  ， ( ) 1f x  恒成立. ………………………………13 分

（Ⅲ）解： 0a  .………………………………15 分

21. 答案：

（Ⅰ）解：因为 (0,1,1)  ， (0,0,1)  ，

所以
1( , ) [(0 0 | 0 0 |) (1 1 |1 1|) (1 1 |1 1|)] 2
2

M                ，

1( , ) [(0 0 | 0 0 |) (1 0 |1 0 |) (1 1 |1 1|)] 2
2

M                ．

（Ⅱ）证明：当 4n  时，对于 A中的任意两个不同的元素 ,  ，

设 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) ( , , , )x x x x y y y y  ， ，有

1 2 3 4 1 2 3 4( , ) ( , )M x x x x M y y y y          ， ．

对于任意的 ,i ix y ， 1,2,3,4i  ，
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当 i ix y 时，有
1 1( | |) [ ( )]
2 2i i i i i i i i ix y x y x y x y x        ，

当 i ix y 时，有
1 1( | |) [ ( )]
2 2i i i i i i i i ix y x y x y x y y        ．

即
1 ( | |) max{ , }
2 i i i i i ix y x y x y    ．

所以，有 1 1 2 2 3 3 4 4( , ) max{ , } max{ , } max{ , } max{ , }M x y x y x y x y      ．

又因为 , {0,1}i ix y  ，

所以max{ , }i i i ix y x y  ， 1,2,3,4i  ，当且仅当 0i ix y  时等号成立．

所以， 1 1 2 2 3 3 4 4max{ , } max{ , } max{ , } max{ , }x y x y x y x y  

1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( )x y x y x y x y       

1 2 3 4 1 2 3 4( ) ( )x x x x y y y y        ，

即 ( , ) ( , ) ( , )M M M       ，当且仅当 0i ix y  （ 1,2,3,4i  ）时等号成立．

（Ⅲ）解：由（Ⅱ）问，可证，对于任意的 1 2 3 1 2 3( , , , , ) ( , , , , )n nx x x x y y y y   ， ，

若 ( , ) ( , ) ( , )M M M       ，则 0i ix y  ， 1,2,3, ,i n  成立．

所以，考虑设

0 1 2 3 1 2{( , , , , ) |, 0}n nA x x x x x x x      ，

1 1 2 3 1{( , , , , ) | 1, {0,1}, 2,3, , }n iA x x x x x x i n     ，

对于任意的 2,3, ,k n  ，

1 2 3 1 2 3 1 2 1{( , , , , ) | ( , , , , ) , 0, 1}k n n k kA x x x x x x x x A x x x x         ．

所以 0 1 nA A A A   ．

假设满足条件的集合 B中元素个数不少于 2n  ，

则至少存在两个元素在某个集合 kA （ 1,2, , 1k n  ）中，

不妨设为 1 2 3 1 2 3( , , , , ) ( , , , , )n nx x x x y y y y   ， ，则 1k kx y  ．

与假设矛盾，所以满足条件的集合 B中元素个数不多于 1n  ．

取 0 (0,0, 0)e   ；

对于 1,2, , 1k n  ，取 1 2 3( , , , , )k n ke x x x x A  ，且 1 0k nx x    ； n ne A ．

令 0 1{ , , , }nB e e e  ，

则集合 B满足条件，且元素个数为 1n  ．

故 B是一个满足条件且元素个数最多的集合．
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