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北京市八一学校 2022～2023 学年度第二学期期中试卷

高二 数学

本试卷共 4页，120分。考试时长 90分钟。考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效。

第一部分（选择题 共 50 分）

一、选择题共10小题,每小题5分,共50分.在每题列出的四个选项中,选出符合题目要求的一项.

1. 已知等差数列 �� ，若�2 = 5，�4 = 9，则公差为 ( )

A. −2 B. 4 C. 1 D. 2

2.已知函数�(�)的图像如图所示，则导函数�'(�)的图象可能是( )

A. B.

C. D.

3. 函数�(�) = cos� + 1
�
的导数为 ( )

A. cos� − 1
�2 B. −sin� + 1

�2 C. −sin� − 1
�2 D. sin� − 1

�2

4. 从 0，2中选一个数字.从 1，3，5中选两个数字,组成无重复数字的三位数，其中奇数的个数为

( )

A. 24 B. 18 C. 12 D. 6

5. 已知数列 �� 的前�项和为��，且�� = 4�2 − 10�，则�2�6 =( )

A. 52 B. 68 C. 96 D. 108

6. 设函数� � = �2 + ��，且 lim
��→0

� 1+�� −� 1
�� = 1，则� =( )

A. − 2
3

B. − 3
2

C. 1 D. −1
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7. 有一种细菌和一种病毒，每个细菌在每一秒末杀死一个病毒的同时将自身分裂为 3 个，现在有

一个这样的细菌和 110 个这样的病毒，问细菌将病毒全部杀死至少需要( )

A. 4 秒钟 B. 5 秒钟 C. 6 秒钟 D. 7 秒钟

8. 函数� � = �� − ln� ≥ 0 � ∈ � 恒成立的一个必要不充分条件是 ( )

A. � ∈ 1
�
, + ∞ B. � ∈ 0, + ∞ C. � ∈ 1, + ∞ D. � ∈ −∞, �

9. 函数� � = �3

3 + sin�的图象大致是 ( )

A. B.

C. D.

10. 已知函数
3 , 0,

( )
2 | 1| 2, 0,
x x

f x
x x


 

   

≥
若存在唯一的整数．．

x，使得 0
3 ( ) 2
x a
f x





成立，则所有满

足条件的整数．．
a的取值集合为

A. −2, − 1,0,1,2 B. −2, − 1,0,1 C. −1,0,1,2 D. −1,0,1

第二部分（非选择题 共 70 分）

二、填空题共 5小题,每小题 5 分,共 25 分.

11. �5
2 = ____________

12. 在 1 和 9 之间插入三个数，使这五个数组成正项等比数列，则中间三个数的积等于 ．

13. 把5件不同产品摆成一排，若产品 A与产品 B不相邻，则不同的摆法有 种.

14. 已知数列 �� 的通项公式为�� = � + �
�，若对任意的� ∈ �+，都有�� ≥ �3，则实数�的取

值范围是 ．
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15. 某制造商制造并出售球形瓶装的某种饮料.每个瓶子的造价 P1（单位：元）、瓶内饮料的

获利 P2（单位：元）分别与瓶子的半径 r（单位：cm， 5r  ）之间的关系如图甲、乙所示.

设制造商的利润为 2 1( )f r P P  ，给出下列四个结论：

①当 1(0 )r r , 时， ( ) 0f r  ；

② ( )f r 在区间 1( 5)r , 上单调递减；

③ ( )f r 在区间 1(0 )r, 上存在极小值；

④ ( )f r 在区间 1(0 )r, 上存在极小值.

其中所有正确结论的序号是_________.

三、解答题（本大题共 4 小题，共 45 分。解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤）

16.(本小题 8 分)

已知等差数列 na 的前 n项和为 nS ， 2 9S  ，请从条件①、条件②这两个条件中选择一个

作为已知，解决下面的问题：

（Ⅰ）求数列 na 的通项公式；

（Ⅱ）若数列 nb 满足 32 na
nb

 ，求数列 nb 的前 n项和 nT ．

条件①： 4 7a  ；

条件②： 4 22S = .

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分．

17.(本小题 14 分)

已知函数 3 2 2( ) 2f x x ax a x   ， aR .

（Ⅰ）当 2a  时，求 ( )f x 在区间[1 3], 上的最大值和最小值；

（Ⅱ）求 ( )f x 的单调区间．
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18.(本小题 14 分)

已知函数 ( ) e ( )xf x x ax a  R ．

（Ⅰ）当 1a  时，求点（0, �(0)处的切线方程。

（Ⅱ）若 ( )y f x 在R 上是增函数，求实数 a的取值范围；

（Ⅲ）判断当 0a≥ 时，是否存在三个实数 1 2 3x x x  ，满足 1 2 3( ) ( ) ( )f x f x f x  ，并说明理由.

19.(本小题 9 分)

设{��}和{��}是两个等差数列，记�� = ���{�1 − �1�, �2 − �2�, …, �� − ���}(� = 1，2，3，…)，

其中���{�1, �2, …, ��}表示�1，�2，…，��这�个数中最大的数．

（Ⅰ）若�� = �，�� = 2� − 1，求�1，�2，�3的值，并证明{��}是等差数列；

（Ⅱ）证明：或者对任意正数�，存在正整数�，当� ≥ �时，
��
� > �；或者存在正整数�，使得

��，��+1，��+2，…是等差数列．
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北京市八一学校 2022～2023 学年度第二学期期中试卷

高二 数学

制卷人 王娜 审卷人 王明辉

评分标准

本试卷共 4页，120分。考试时长 90分钟。考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效。

第一部分（选择题 共 50 分）

一、选择题共 10 小题,每小题 5分,共 50 分.在每题列出的四个选项中,选出符合题目要求的一项.

DDCBB DBBDB

第二部分（非选择题 共 70 分）

二、填空题共 5小题,每小题 5 分,共 25 分.

11.10； 12.27; 13.72; 14.[6,12] ; 15.①③④

16. (本小题 8 分)

（Ⅰ）设公差为 d ，

因为 2=9S ， 4 7a = ，所以
1

1

2 9
3 7

a d
a d

 
  

，

解得 1 4
1

a
d


 
， 所以 *3 ( )na n n  N, . ………………5分

（Ⅱ）因为 32 na
nb

 ，所以 3=22  n na
nb ，

所以数列 nb 是以2为首项，2为公比的等比数列， ………………6分

所以
    1

1 2

2 1 2
2 12 2 2

1 2

n
n n

n nT b b b 


           


………………8 分

选择条件②（评分标准同上）：

（Ⅰ）设公差为 d ，因为 2=9S ， 4=22S ，

所以
1

1

2 9
4 6 22
a d
a d
 

  
，

解得 1 4
1

a
d


 
，所以 *3 ( )na n n  N, .

（Ⅱ）与选择条件①时的第（Ⅱ）问答案相同.
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17.(本小题 14 分)

解：（Ⅰ）当 2a  时， 3 2( ) 4 4f x x x x   ， ………………1 分

2( ) 3 8 4 (3 2)( 2)f x x x x x       . ………………2 分

令 ( ) 0f x  得，
2
3

x  或 2x  . ………………3 分

当 x在区间[1 3], 上变化时， ( ), ( )f x f x 的变化情况如下表

x (1,2) 2 (2,3)

( )f x - 0 +

( )f x 单调递减 0 单调递增

因为 (1) 1 (3) 3f f , ，

所以 ( )f x 在区间[1 3], 上的最大值为 3，最小值为 0. ………………7 分

（Ⅱ） 2 2( ) 3 4 (3 )( )f x x ax a x a x a       , ………………8 分

令 ( ) 0f x  得，
3
ax  或 x a , ………………9 分

当 0a  时， 2( ) 3 0f x x   ， ( )f x 的单调递增区间为R ，无单调递减区间；

………………10 分

当 0a  时，
3
a a ，随着 x的变化， ( ), ( )f x f x 的变化情况如下表

x (-∞,
3
a
)

3
a

(
3
a
,a) a (a,+∞)

( )f x + 0 - 0 +

( )f x 单调递增
34

27
a

单调递减 0 单调递增

所以 ( )f x 的单调递增区间为(-∞,
3
a
)，(a,+∞)； ( )f x 的单调递减区间为(

3
a
,a).

当 0a  时，
3
a a ，随着 x的变化， ( ), ( )f x f x 的变化情况如下表

x (-∞, a) a (a,
3
a
)

3
a

(
3
a
,+∞)

( )f x + 0 - 0 +

( )f x 单调递增 0 单调递减
34

27
a

单调递增

所以 ( )f x 的单调递增区间为(-∞, a)，(
3
a
,+∞)； ( )f x 的单调递减区间为(a,

3
a
).

………………14 分
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18.(本小题 14 分)

解：（Ⅰ）当 1a  时，因为 ( ) exf x x x  ，定义域为 R ，

所以 ( ) ( 1)e 1xf x x    ，则 (0) 0f   ．

又因为� 0 = 0，所以切线方程为� = 0……………4 分

（Ⅱ）因为 ( ) e ( )xf x x ax a  R ,所以 ( ) ( 1)exf x x a    ．

令 ( ) ( 1)exg x x a   ，则 ( ) ( 2)exg x x   ．

令 ( ) 0g x  ，则 2x   ．

当 ( , 2)x   时， ( ) 0g x  ，所以 ( )g x 在区间 ( , 2)  上单调递减；

当 ( 2, )x   时， ( ) 0g x  ，所以 ( )g x 在区间 ( 2, )  上单调递增．

所以 min 2

1( ) ( 2)
e

g x g a     ．

因为 ( )f x 在 R 上是增函数，所以 0( )f x ≥ 恒成立．

则 min( ) 0g x ≥ ,得 2

1
e

a ≤ .

所以实数 a的取值范围是 2

1( , ]
e

  ． ……………9 分

（Ⅲ）当 0a≥ 时，因为 2

1( 2) 0
e

g a     ， ( ) ( 1)e ( 1) 1 0ag a a a a a      ≥ ,

( )g x 在区间 ( 2, )  上单调递增，

所以 ( )g x 在 ( 2, )a 内有唯一零点,设零点为 0x ．

当 02 x x   时， 0( ) ( ) 0g x g x  ；当 2x ≤ 时， ( ) ( 1)e 0xg x x a a     ≤ ；

当 0x x 时， 0( ) ( ) 0g x g x  ．

所以 ( )f x 在区间 0( , )x 上单调递减，在区间 0( , )x  上单调递增.

从而 ( )h x 在区间 0( , )x 上单调递减，在区间 0( , )x  上单调递增.

所以 ( )h x 至多有两个零点，不合题意．……………14 分

19.(本小题 9 分)

解：(1)�1 = 1，�2 = 2，�3 = 3，�1 = 1，�2 = 3，�3 = 5，

当� = 1 时，�1 = ���{�1 − �1} = ���{0} = 0，
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当� = 2 时，�2 = ���{�1 − 2�1, �2 − 2�2} = ���{ − 1, − 1} =− 1，

当� = 3 时，�3 = ���{�1 − 3�1, �2 − 3�2, �3 − 3�3} = ���{ − 2, − 3, − 4} =− 2，

…………3 分

下面证明：对∀� ∈ �∗，且� ≥ 2，都有�� = �1 − �1�，

当� ∈ �∗，且 2 ≤ � ≤ �时，

则(�� − ���) − (�1 − �1�)，

= [(2� − 1) − ��] − 1 + �

= (2� − 2) − (� − 1)�

= (� − 1)(2 − �)，由� − 1 > 0，且 2 − � ≤ 0，

则(�� − ���) − (�1 − �1�) ≤ 0，则�1 − �1� ≥ �� − ���，

因此，对∀� ∈ �∗，且� ≥ 2，�� = �1 − �1� = 1 − �，��+1 − �� =− 1，

又�2 − �1 =− 1 − 0 =− 1，

∴ ��+1 − �� =− 1 对∀� ∈ �∗均成立，

∴数列{��}是等差数列；…………6 分

(2)证明：设数列{��}和{��}的公差分别为�1，�2，下面考虑的��取值，

由�1 − �1�，�2 − �2�，…，�� − ���，

考虑其中任意�� − ���，(� ∈ �∗，且 1 ≤ � ≤ �)，

则�� − ��� = [�1 + (� − 1)�2] − [�1 + (� − 1)�1] × �，

= (�1 − �1�) + (� − 1)(�2 − �1�)，

下面分�1 = 0，�1 > 0，�1 < 0 三种情况进行讨论，

①若�1 = 0，则�� − ���═(�1 − �1�) + (� − 1)�2，

当若�2 ≤ 0，则(�� − ���) − (�1 − �1�) = (� − 1)�2 ≤ 0，

则对于给定的正整数�而言，�� = �1 − �1�，此时��+1 − �� =− �1，

∴数列{��}是等差数列；

当�2 > 0，(�� − ���) − (�� − ���) = (� − �)�2 ≤ 0，

则对于给定的正整数�而言，�� = �� − ��� = �� − �1�，

此时��+1 − �� = �2 − �1，

∴数列{��}是等差数列；

此时取� = 1，则�1，�2，…，是等差数列，命题成立；

②若�1 > 0，则此时− �1� + �2为一个关于�的一次项系数为负数的一次函数，
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故必存在� ∈ �∗，使得� ≥ �时，− �1� + �2 < 0，

则当� ≥ �时，(�� − ���) − (�1 − �1�) = (� − 1)( − �1� + �2) ≤ 0，(� ∈ �∗, 1 ≤ � ≤ �)，

因此当� ≥ �时，�� = �1 − �1�，

此时��+1 − �� =− �1，故数列{��}从第�项开始为等差数列，命题成立；

③若�1 < 0，此时− �1� + �2为一个关于�的一次项系数为正数的一次函数，

故必存在� ∈ �∗，使得� ≥ �时，− �1� + �2 > 0，

则当� ≥ �时，(�� − ���) − (�� − ���) = (� − �)( − �1� + �2) ≤ 0，(� ∈ �∗, 1 ≤ � ≤ �)，

因此，当� ≥ �时，�� = �� − ���，

此时
��
� = ��−���

� =− �� + ��
� ，

=− �1� + (�1 − �1 + �2) + �1−�2
� ，

令− �1 = � > 0，�1 − �1 + �2 = �，�1 − �2 = �，

下面证明：
��
� = �� + � + �

�对任意正整数�，存在正整数�，使得� ≥ �，
��
� > �，

若� ≥ 0，取� = [ 丨�−�丨
� + 1]，[�]表示不大于�的最大整数，

当� ≥ �时，��
� ≥ �� + � ≥ �� + � = �[丨�−�丨

� + 1] + � > � ⋅ �−�
� + � = �，

此时命题成立；

若� < 0，取� = [ 丨�−�−�丨
� ] + 1，

当� ≥ �时，

��
� = �� + � + �

� ≥ �� + � + � > � ⋅ 丨�−�−�丨
� + � + � ≥ � − � − � + � + � = �，

此时命题成立，

因此对任意正数�，存在正整数�，使得当� ≥ �时，
��
� > �；

综合以上三种情况，命题得证． …………9 分
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长、考生、中学和社会各界具有广泛的口碑影响力
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