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2024北京大峪中学高二（下）开学考 

数    学 

（满分：150 分  时间：120 分钟  命题人：高二数学集备组） 

一、选择题（本大题共 10 小题，每题 4 分） 

1. 已知直线 l 经过 ( 1,0)A − ， ( )0, 3B 两点，则直线 l 的倾斜角为（    ） 

A. 30  B. 60  C. 120  D. 150  

2. 两条直线 1 : 2 4 0l x y− − = 与 2 : 2 1 0l x y− + = 之间的距离是（    ） 

A. 5  B. 1  C. 5  D. 
3 5

5
 

3. 

5
1 

+ 
 

x
x

的展开式中， x的系数为（   ） 

A. 1 B. 5 C. 10 D. 20 

4. 已知椭圆
2 2

1
3 7

x y

m m
+ =

− −
的焦点在 x轴上，则m 的取值范围是（    ） 

A. 3 7m   B. 3 5m   C. 5 7m   D. 3m   

5. 如图，在四面体OABC 中，OA a= ，OB b= ，OC c= .点M 在OC 上，且
1

2
OM MC= ， N 为 AB

的中点，则MN =（    ） 

 

A. 
1 1 1

2 2 3
a b c− − +  B. 

1 1 1

2 2 3
a b c− − −  

C. 
1 1 1

2 2 3
a b c+ +  D. 

1 1 1

2 2 3
a b c+ −  

6. 已知椭圆
2 2

: 1
9 4

x y
C + = 的左、右焦点分别为 1F ， 2F ，点 P 在椭圆C 上.若 1 2 90F PF = ，则

1 2F PF△ 的面积为（    ） 

A. 2 B. 4 C. 8 D. 9 

7. 已知点 ( )1,0A − ， ( )1 0B , ．若直线 2y kx= − 上存在点 P，使得 90APB = ，则实数 k的取值范围是
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（    ） 

A. ( , 3− −
  B. )3, +

  

C. 3, 3 −
   D. ( ), 3 3, − −  +

   

8. 已知点 P 在由直线 3y x ， 5y = 和 = 1x − 所围成的区域内（含边界）运动，点Q 在 x轴上运动.设

点 (4,1)T ，则 QP QT+ 的最小值为（    ） 

A. 30  B. 4 2  C. 34  D. 2 10  

9. 如图，在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， E 为棱 1 1A D 的中点， F 为棱 1AA 上一动点.给出下列

四个结论： 

①存在点 F ，使得 //EF 平面 1ABC ； 

②直线 EF 与 1BC 所成角的最大值为
π

2
； 

③点 1A 到平面 1ABC 的距离为 2 ； 

④点 1A 到直线 1AC 的距离为
2 6

3
. 

其中所有正确结论的个数为（    ） 

 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

10. 已知双曲线Q 与椭圆
2 2

: 1
25 21

x y
E + = 有公共焦点，且左、右焦点分别为 1F ， 2F ，这两条曲线在第一象

限的交点为 P ， 1 2PF F△ 是以 1PF 为底边的等腰三角形，则双曲线Q 的标准方程为（    ） 

A. 

2
2 1

3

x
y− =  B. 

2 2

1
9 5

x y
− =  

C. 

2
2 1

3

y
x − =  D. 

2
2 1

3

x
y − =  

二、填空题（本大题共 5 小题，每题 5 分） 

11. 若直线 2 (1 ) 0x a y a+ − + = 与直线 2 0ax y+ + = 垂直，则 a的值为___． 

12. 已知圆 2 2 2 2 2

1 2: ( 1) 1, : ( 3) ( 0)C x y C x y r r+ − = − + =  ．则圆 1C 的圆心坐标为___；若圆 1C 与圆 2C 内

切，则 r = ___． 
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13. 如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，直线 1AB 与直线 1 1D C 所成角的大小为___；平面 ABCD与平面

1ACB 夹角的余弦值为___． 

 

14. 已知直线 1 2 3: 3 1 0, : 5 0, : 3 0l x y l x y l x ay− + = + − = − − = ，则 1l 与 2l 的交点坐标为_____________；若

直线 1 2 3, ,l l l 不能围成三角形，写出一个符合要求的实数 a的值________________． 

15. 已知曲线
2

1

2:W x y m+ = ， ( )4 2

2 : 0W x y m m+ =  ，给出下列四个命题： 

①曲线 1W 关于 x轴、 y 轴和原点对称； 

②当 1m = 时，曲线 1W ， 2W 共有四个交点； 

③当 2m = 时，曲线 2W 围成的区域内（含边界）两点之间的距离的最大值是 3； 

④当0 1m  时，曲线 1W 围成的区域面积大于曲线 2W 围成的区域面积. 

其中所有真命题的序号是______. 

三、解答题共 6 小题，共 85 分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程. 

16. 已知 ABC 的三个顶点分别为 (1,3), (3,1), ( 1,0)A B C − ． 

（1）设线段 AB 的中点为M ，求中线CM 所在直线的方程； 

（2）求 AB 边上的高线的长． 

17. 已知直线 : 2l y x= − + 与抛物线
2: 8C y x= 相交于 ,A B 两点． 

（1）写出抛物线C 的焦点坐标和准线方程； 

（2）求弦长 AB ． 

18. 如图，在五面体 ABCDEF 中，四边形 ABCD 是正方形， ADE 是等边三角形，平面 ADE ⊥平面

ABCD， EF AB∥ ， 1, 2EF AB= = ，O 是 AD 的中点． 

 

（1）求证：EO ⊥平面 ABCD； 

（2）求直线 AB 与平面 BCF 所成角的大小； 
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（3）求三棱锥 E BCF− 的体积． 

19. 已知椭圆 C：
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = （ 0a b  ）的一个焦点为 (2 0)， ，一个顶点为 (0, 2)． 

（1）求椭圆C 的方程和离心率； 

（2）已知直线 l 与椭圆C 相切于点M ，直线 l 交 y 轴于点 N ，O 为坐标原点， | | | |OM ON= ，求 OMN

的面积． 

20. 如图，在直三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， 190 , 2, ,ABC AB BC BB E F = = = = 分别为 1 1,AB B C 的中

点. 

 

（1）求证： EF 平面 1 1ACC A ； 

（2）若点 P 是棱 1BB 上一点，且直线 AP 与平面 BEF 所成角的正弦值为
1

5
，求线段 BP 的长. 

21. 已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)

x y
C a b

a b
+ =   的右焦点为 F ，左､右顶点分别为 ,A B ，

2 3, 2 3AF BF= + = − . 

（1）求椭圆C 的方程； 

（2）设O 是坐标原点， ,M N 是椭圆C 上不同的两点，且关于 x轴对称， ,E G 分别为线段 ,OM MB的中

点，直线 AE 与椭圆C 交于另一点D .证明： , ,D G N 三点共线. 
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参考答案 

一、选择题（本大题共 10 小题，每题 4 分） 

1. 【答案】B 

【分析】根据题意，求得直线 l 的斜率为 3k = ，进而求得直线的倾斜角，得到答案. 

【详解】由直线 l 经过 ( 1,0)A − ， ( )0, 3B 两点，可得直线 l 的斜率为
3 0

3
0 ( 1)

k
−

= =
− −

， 

设直线 l 的倾斜角为 (0 180 )   ，可得 tan 3 = ，所以 60 = . 

故选：B. 

2. 【答案】C 

【分析】依题意代入两平行线之间的距离公式即可得出结果. 

【详解】由两平行线之间的距离公式可得
( )

22

1 4
5

1 2

d
+

= =

+ −
. 

故选：C 

3.【答案】C 

【分析】由二项展开式的通项计算即可得. 

【详解】二项展开式的通项为 5 5 2

1 5 5

1
C C

k

k k k k

kT x x
x

− −

+

 
= = 

 
， 

令5 2 1− =k ，即 2k = ，有
2 5 2

3 5C 10T x x−= = ， 

故 x的系数为 10. 

故选：C. 

4. 【答案】C 

【分析】根据椭圆的标准方程，列出不等式组，即可求解. 

【详解】由椭圆
2 2

1
3 7

x y

m m
+ =

− −
的焦点在 x轴上，则满足

3 0

7 0

3 7

m

m

m m

− 


− 
 −  −

，解得5 7m  . 

故选：C. 

5. 【答案】D 

【分析】利用空间向量的线性运算及空间向量基本定理，结合图像即可得解. 

【详解】由题意可知， ( )
1 1 1

2 2 2
ON OA OB a b= + = + ，

1 1

3 3
OM OC c= = ， 

所以
1 1 1

2 2 3
MN ON OM a b c= − = + − . 

故选：D. 
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6. 【答案】B 

【分析】根据题意，由椭圆的定义，得到 1 2 6PF PF+ = ，再由勾股定理得
2 2

1 2 20PF PF+ = ，联立方

程组，求得 1 2 8PF PF = ，结合三角形的面积公式，即可求解. 

【详解】如图所示，椭圆
2 2

: 1
9 4

x y
C + = ，可得 3, 2a b= = ，则 2 2 5c a b= − = ， 

因为点 P 在椭圆C 上，可得 1 2 6PF PF+ = ， 

又由 1 2 90F PF = ，可得
2 2 2 2

1 2 1 2 (2 5) 20PF PF F F+ = = = , 

联立方程组
1 2

2 2

1 2

6

20

PF PF

PF PF

 + =


+ =

，可得 1 2 8PF PF = ， 

所以 1 2F PF△ 的面积为 1 2

1
4

2
S PF PF= = . 

故选：B. 

   

7. 【答案】D 

【分析】将问题化为直线 2y kx= − 与圆 2 2 1x y+ = 有交点，注意直线所过定点 (0, 2)− 与圆的位置关系，

再应用点线距离公式列不等式求 k的范围. 

【详解】由题设，问题等价于过定点 (0, 2)− 的直线 2y kx= − 与圆
2 2 1x y+ = 有交点， 

 

又 (0, 2)− 在圆外，所以只需
2

2
1

1 k


+
，可得 k ( ), 3 3, − −  +

  . 

故选：D 

8. 【答案】B 

【分析】根据题意画出图形，再确定出使 QP QT+ 的位置.然后求出值即可 
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【详解】由直线 3y x ， 5y = 和 = 1x − 围成 ABC ,如图所示， 

点 P 在 ABC 内（含边界）运动， 

   

Q 在 x轴上运动，作点 ( )4,1T 关于 x轴的对称点 ( )4, 1T  − ，则 QP QT QP QT+ = +  ， 

QP QT+ 的最小值为 ( )4, 1T  − 到直线 3y x 的距离，即
8

4 2
2
= . 

故选：B. 

9. 【答案】C 

【分析】由线面平行的判定定理验证选项 A；几何法处理异面直线所成的角验证选项 B；等体积法求点到

平面的距离验证选项 C；等面积法求点到直线的距离验证选项 D. 

【详解】连接 1 1 1 1, ,D A A B AC ，如图所示 

 

正方体中有 1 1//AB D C ， 1 1AB D C= ，则四边形 1 1ABC D 为平行四边形，有 1 1//D A C B ， 

E 为棱 1 1A D 的中点，当 F 为棱 1AA 的中点时，有 1//EF D A，则 1//EF C B， 

EF 平面 1ABC ， 1C B 平面 1ABC ，所以此时 //EF 平面 1ABC ，结论①正确； 

直线 EF 与 1BC 所成角，即直线 EF 与 1AD 所成的角，由图形可知，直线 EF 与 1AD 不可能垂直，结论②

错误； 

正方体中 1AA ⊥平面 1111 DCBA ， 1 1AC 平面 1111 DCBA ， 1 1 1AA AC⊥ ，
1 1 2 2AC = ， 

同理， 1AB BC⊥ ， 1 2 2BC = ，
1 2 3AC =  

设点 1A 到平面 1ABC 的距离为d ，由
1 1 1 1A ABC C ABAV V− −= ，有

1 1 1 1

1 1

3 3
ABC ABAS d S C B =  ， 

即 1 1 1

1 1 1 1

3 2 3 2
AB BC d AB AA C B    =    ，解得 2d = ，结论③正确； 
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设点 1A 到直线 1AC 的距离为 d ， 1 1Rt AAC△ 中，
1 1 1 1 2 2 2 2 3 'AA AC AC d d =    =  ，解得

2 6

3
d  = ，结论④正确. 

正确结论有 3 个. 

故选：C 

10. 【答案】C 

【分析】根据椭圆的和双曲线的定义结合焦点三角形的性质求解即可. 

【详解】设双曲线Q 的方程为

2 2

2 2

1 1

: 1
x y

Q
a b

+ = ， 

在椭圆
2 2

: 1
25 21

x y
E + = 中 2 2 2 2 225, 21, 4a b c a b= = = − = ， 

则 5, 2a c= = ，因为 1 2PF F△ 是以 1PF 为底边的等腰三角形， 

所以 2 1 2 2 4PF F F c= = = ，由椭圆的定义可知， 1 2 2 10PF PF a+ = = ， 

所以 1 6PF = ，再由双曲线的定义可得 1 2 12 6 4 2PF PF a− = = − = ， 

所以 1 1a = ，因为双曲线Q 与椭圆
2 2

: 1
25 21

x y
E + = 有公共焦点， 

所以 2 2

1 1 1 12, 4 1 3c b c a= = − = − = ， 

故双曲线Q 的标准方程为
2

2 1
3

y
x − = . 

故选：C. 

 

二、填空题（本大题共 5 小题，每题 5 分） 

11. 【答案】 1−  

【分析】由两直线垂直的条件求解. 

【详解】结合题意：由两直线垂直可得： ( )2 1 1 0,a a+ −  = 解得： 1a = − . 

故答案为： 1− . 

12. 【答案】    ①. ( )0,1     ②. 3  

【分析】第一空：由圆标准方程即可得出圆心坐标.第二空：由几何关系表示出内切即可. 

【详解】
2 2( 1) 1x y+ − = 圆心为 ( )0,1 ，半径 1 1r = ； 
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2 2 2( 3)x y r− + = 圆心为 ( )3,0 ，半径 r ； 

设两圆的圆心距为d ，则 ( ) ( )
2 2

0 3 1 0 2d = − + − =  

由几何关系知两圆内切 1 2 1 3r d r = + = + = . 

故答案为： ( )0,1 ；3 . 

 

13. 【答案】    ①. 45 ##
π

4
    ②. 

3

3
 

【分析】根据线线角、面面角等知识求得正确答案. 

【详解】由于 1 1//AB D C ，所以 1B AB 是异面直线 1AB 与直线 1 1D C 所成角或其补角， 

而四边形 1 1ABB A 是正方形，所以 1 45B AB =  . 

连接 BD交 AC 于O ，则 AC BD⊥ ，连接 1OB ， 

由于 1 1AB B C= ，O 是 AC 的中点，所以 1OB AC⊥ ， 

所以 1B OB 是平面 ABCD与平面 1ACB 夹角， 

设正方体的边长为 2 ，则 ( )
2

2

1 12, 2, 2 2 6BB OB OB= = = + = ， 

所以在直角三角形 1OBB 中，
1

2 3
cos

36
B OB = = . 

故答案为： 45；
3

3
 

 

14. 【答案】    ①. (1,4)     ②. 答案不唯一（只需写出
1 1

1, ,
2 3

− − 中的一个即可） 
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【分析】联立方程组解得交点坐标；列出直线 1 2 3, ,l l l 不能围成三角形的条件，分别解出a即可. 

【详解】解方程组
3 1 0

5 0

x y

x y

− + =


+ − =
，得

1

4

x

y

=


=
，所以 1l 与 2l 的交点坐标为 ( )1, 4 ； 

由 3 0x ay− − = 得，直线 3l 恒过定点 ( )3,0 ；若直线 1 2 3, ,l l l 不能围成三角形， 

只需 3l 经过 ( )1, 4 ，或 1l 与 3l 平行，或 2l 与 3l 平行. 

当 3l 经过 ( )1, 4 时，图 1 所示，1 4 3 0a− − = ，
1

2
a = − ； 

当 1l 与 3l 平行时，图 2 所示， 3 1a− = − ，
1

3
a = ； 

当 2l 与 3l 平行时，图 3 所示， 1a− = ， 1a = − . 

故答案为： ( )1, 4 ； 1− 或
1

2
− 或

1

3
（只需写出

1 1
1, ,

2 3
− − 中的一个即可）. 

   

图 1 

   

图 2 

   

图 3 



 

第11页/共18页 
 

15. 【答案】①②③ 

【分析】分别将 ( , )x y− 、 ( , )x y− 、 ( , )x y− − 代入曲线方程验证，可判断①；解方程求出曲线的交点坐标

可判断②；求出曲线
4 2

2 : 2W x y+ = 上任一点 ( , )x y 到原点的距离的表达式，结合二次函数性质，求得其

最大值，结合曲线对称性，可判断③；比较曲线 1W 和曲线 2W 上任一点到原点距离的大小情况，结合对称

性即可判断④. 

【详解】对于①，设 ( , )x y 在
2

1

2:W x y m+ = 上，将 ( , )x y− 代入 2 2x y m+ = 中， 

得
2 22 2( )x y x y m+ − = + = ，即点 ( , )x y− 在

2

1

2:W x y m+ = 上， 

同理将 ( , )x y− 代入 2 2x y m+ = 中，得 22 22( )x y x y m− + = + = ， 

即点 ( , )x y− 在
2

1

2:W x y m+ = 上， 

将 ( , )x y− − 代入 2 2x y m+ = 中，得 2 222( ) ( )x y x y m− + − = + = ， 

即点 ( , )x y− − 在
2

1

2:W x y m+ = 上， 

综合上述可知曲线 1W 关于 x轴、 y 轴和原点对称，①正确； 

对于②，当 1m = 时，曲线
2 2

1 1:W x y+ = ， 4 2

2 : 1W x y+ = ， 

联立可得
4

1

2: 0W x x− = ，解得 0x = ，或 1x =  ， 

当 0x = 时，对于 2 2 1x y+ = ， 4 2 1x y+ = ，均有 1y =  ，即 1W ， 2W 有交点 (0,1),(0, 1)− ； 

当 1x =  时，对于
2 2 1x y+ = ，

4 2 1x y+ = ，均有 0y = ，即 1W ， 2W 有交点 ( ) ( )1,0 , 1,0− ， 

故曲线 1W ， 2W 共有四个交点，②正确； 

对于③，当 2m = 时，
4 2

2 : 2W x y+ = ，则 2 42y x= − ， 

由
2 4 02y x= − ，得 20 2x ， 

则曲线
4 2

2 : 2W x y+ = 上任一点 ( , )x y 到原点的距离为

2

2 2 2 1 9

2 4
d x y x

 
= + = − − + 

 
 

当
2 1

2
x = 时，d 取到最大值

3

2
， 

结合曲线
4 2

2 : 2W x y+ = 的对称性可知曲线 2W 围成的区域内（含边界）两点之间的距离的最大值是 3，③

正确； 

对于④，当0 1m  时，曲线 1W 围成的区域面积为以原点为圆心，半径为 m 的圆的面积； 

对于
4 2

2 :W x y m+ = ，则 2 4y m x= − ， 

由
2 4 0y m x= −  ，得 20 x m  ， 

曲线
4 2

2 :W x y m+ = 上任一点 ( , )x y 到原点的距离为

2

2 2 2 1 1

2 4
d x y x m

 
= + = − − + + 

 
 ， 
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由于0 1m  ， 20 x m  ，故 2 0x = 时，

2

2 1 1

2 4
x m

 
− − + + 
 

取最小值m ， 

即 d m  恒成立， 

由此可知曲线 2W 围成的区域面积.大于曲线 1W 围成的区域面积，④错误， 

故答案为：①②③ 

【点睛】难点点睛：本题考查曲线的性质以及应用，解答的关键为③④的判断，解答时要求出曲线上任意

一点到原点距离的表达式，确定变量范围，结合曲线的对称性以及二次函数性质，即可解答. 

三、解答题共 6 小题，共 85 分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程. 

16. 【答案】（1）2 3 2 0x y− + =      

（2）
5 2

2
 

【分析】（1）由中点坐标公式可得线段 AB 的中点为 M 的坐标，再根据点斜式即得中线CM 所在直线的

方程； 

（2）由题意可得直线 AB 的斜率，由直线的点斜式可得方程 4 0x y+ − = ，然后由点C 到直线 AB 的距

离公式代入可求得 AB 边上的高线的长. 

【小问 1 详解】 

设M 的坐标为 0 0( , )x y ，则 0

1 3
2

2
x

+
= = ， 0

3 1
2

2
y

+
= = ， 

即 (2, 2)M ，所以 
2 0 2

2 ( 1) 3
MCk

−
= =

− −
， 

则中线CM 所在直线方程为
2

( 1)
3

y x= + ，即 2 3 2 0x y− + = ． 

【小问 2 详解】 

由题意得 
1 3

1
3 1

ABk ． 

则直线 AB 的方程为 3 1( 1)y x− = − − ，即 4 0x y+ − =  

ABC 中， AB 边上的高线的长就是点C 到直线 AB 的距离 
| 1 0 4 | 5 2

22
h

− + −
= = ． 

17. 【答案】（1）焦点坐标为 (2,0) ，准线方程为 2x = −      

（2）16 

【分析】（1）根据抛物线的方程求出焦点坐标和准线方程即可； 

（2）直线与抛物线方程联立，根据弦长公式求得弦长. 

【小问 1 详解】 

由抛物线C 的方程可知 4p = ，抛物线开口向右， 

所以抛物线C 的焦点坐标为 (2,0) ，准线方程为 2x = − ． 
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【小问 2 详解】 

将 2y x= − + 代入 2 8y x= ，整理得 2 12 4 0x x− + = ． 

设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，则 1 2 1 212, 4x x x x+ = = ， 

所以 2 2

1 2 1 22 ( ) 4 2 12 4 4 16AB x x x x=  + − =  −  = . 

18. 【答案】（1）证明见解析     

（2）
π

3
     

（3）
3

3
 

【分析】（1）利用面面垂直的性质定理来证明线面垂直； 

（2）建立空间直角坐标系，然后利用向量发求线面角； 

（3）先利用向量法求点到面的距离，然后利用体积公式求解棱锥体积. 

【小问 1 详解】 

因为 ADE 是等边三角形，O 是 AD 的中点， 

所以 ⊥EO AD ． EO 平面 ADE ， 

又平面 ADE ⊥平面 ABCD，平面 ADE 平面 ABCD AD= ， 

所以 EO ⊥平面 ABCD； 

【小问 2 详解】 

记 BC 的中点为Q ，易知 , ,EO OA OQ 两两互相垂直， 

 

以O 为坐标原点，建立如图所示的空间直角坐标系O xyz− ． 

则 (1,0,0), (1,2,0), ( 1,2,0), (0,0, 3), (0,1, 3)A B C E F− ， 

所以 (2,0,0), ( 1, 1, 3), (0,2,0)CB BF AB= = − − = ， 

设平面 BCF 的一个法向量为 ( ), ,n x y z= ， 

则
2 0,

3 0.

n CB x

n BF x y z

  = =


 = − − + =

  令 1z = ，此时 (0, 3,1)n =  ． 

设直线 AB 与平面 BCF 所成角为 ，则 
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0 0 2 3 0 1 3
sin cos , =

22 0 3+1

AB n
AB n

AB n


 +  + 
= = =

 +
 

所以直线 AB 与平面 BCF 所成角为
π

3
； 

【小问 3 详解】 

设点 E 到平面 BCF 的距离为 h， ( )0,1,0EF = ， 

则
EF n

h
n


=

0 0 1 3 0 1 3
=

20 3 1

 +  + 
=

+ +
 ． 

由平面几何知识，易知在直角梯形 EFQO 中 2 2( 3) 1 2QF = + = ， 

所以
1 1 1 1 1 3 3

2 2
3 3 2 3 2 2 3

E BCF BCFV S h BC FQ h− = =     =     = ． 

   

19. 【答案】（1）
2 2

1
6 2

x y
+ = ；

6

3
     

（2） 3  

【分析】（1）由焦点和顶点坐标得椭圆的方程及离心率； 

（2）设直线方程为 +y kx m= ，代入椭圆方程，得切点 M 的坐标，由 | | | |OM ON= 得
2 1

3
k = ， 2 4m = ，

求 OMN 的面积. 

【小问 1 详解】 

由题意可得 2c = ， 2b = ，所以 2 2 2 6a b c= + = ， 

所以椭圆C 的方程为
2 2

1
6 2

x y
+ = ， 

离心率
2 6

36

c
e

a
= = = ． 

【小问 2 详解】 
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易知直线 l 斜率存在， 

设直线 l 的方程为 +y kx m= ，代入椭圆方程
2 2

1
6 2

x y
+ = ， 

整理得 2 2 2(1 3 ) 6 3 6 0k x kmx m+ + + − = ， 

因为直线 l 与椭圆C 有唯一交点M ，所以
2 2 2(6 ) 4(1 3 )(3 6) 0km k m = − + − = ， 

得 2 26 2 0m k− − = ， 

设 0 0( , )M x y ，则 0 2

6
2

1 3

km
x

k
= −

+
， 

所以 0 2

3

1 3

km
x

k
= −

+
 ，

2

0 0 2 2

3

1 3 1 3

k m m
y kx m m

k k
= + = − + =

+ +
， 

因为 | | | |OM ON= ，所以 2 2 2

2 2

3
( ) ( )

1 3 1 3

km m
m

k k
− + =

+ +
， 

整理得
2 1

3
k = ，所以 2 26 2 4m k= + = ， 

所以
2

0 2

3
3 4

1 1 3 1 3 3
12 2 1 3 2

1 3
3

OMN

km
S ON x

k

 

=  =  =  =
+

+ 

． 

【点睛】关键点睛：由直线 l 交 y 轴于点 N ，考虑 OMN 面积表示为 0

1
| | | |

2
ON x ，再由直线与椭圆相

切，可知方程
2 2 2(1 3 ) 6 3 6 0k x kmx m+ + + − = 只有一个实数解，可得 0 2

6
2

1 3

km
x

k
= −

+
，易得点 M坐标. 

20. 【答案】（1）证明见解析     

（2）1 

【分析】（1）通过取 BC 的中点 H 构建平面 / /EHF 平面 1 1ACC A 即得； 

（2）由题设易于建系，运用空间向量的夹角公式表示出直线 AP 与平面 BEF 所成角的正弦值，解方程即

得. 

【小问 1 详解】 
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如图，取线段 BC 的中点 H ，连接 ,FH EH ,因 ,E F 分别为 1 1,AB B C 的中点,故有 1/ / , / /EH AC FH CC , 

又因为 1,AC CC 平面 1 1ACC A ， ,EH FH 平面 1 1ACC A ,故 / /EH 平面 1 1ACC A ， / /FH 平面

1 1ACC A ， 

又 EH FH H= ,则平面 / /EHF 平面 1 1ACC A ,因 EF 平面 EHF ，则 EF 平面 1 1ACC A . 

【小问 2 详解】 

 

如图，分别以 1, ,BC BA BB 为 , ,x y z 轴的正方向建立空间直角坐标系 B xyz− . 

则 1(0,2,0), (0,0,0), (0,0,2), (0,1,0), (1,0,2)A B B E F ,设点 1(0,0, ),P z BP BB= ,则 0 1≤ ≤ ，代入坐标

得： (0,0, ) (0,0,2)z = ，即 (0,0,2 )P  ， 

于是 (0, 2,2 )AP = − , (0, 1,0), (1, 1,2)EB EF= − = − ,设平面BEF 的法向量为 ( , , )n a b c= ，则有

0
,

2 0

n EB b

n EF a b c

  = − =


 = − + =
故可取 ( 2,0,1)n = − ， 

依题意得，
2

2 1
| cos , | | |

55 2 1
n AP




  = =

 +
，解得：

1

2
 = ，即线段 BP 的长为 1. 

21. 【答案】（1）
2

2 1
4

x
y+ =      

（2）证明见解析 

【分析】（1）由题意得 2 3 , 2 3AF a c BF a c= + = + = − = − ，结合平方关系即可得解. 

（2）由题意不妨设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 2,0 , 2,0 , 0,0M m n N m n A B O− − ，则
2

, ,
2 2 2 2

m n m n
E G

+   
   
   

， ，将
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直线 AE 的方程 ( )2 2

2
2

n

y x
m

= +

+

，与椭圆方程联立，结合韦达定理得点D 坐标，要证 , ,D G N 三点共

线，只需证明 NG NDk k= 即可，在化简时注意利用 2 24 4n m= − ，由此即可顺利得证. 

【小问 1 详解】 

由题意 2 3 , 2 3AF a c BF a c= + = + = − = − ， 

所以 2, 3, 4 3 1a c b= = = − = ， 

所以椭圆C 的方程为
2

2 1
4

x
y+ = . 

【小问 2 详解】 

 

由题意不妨设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 2,0 , 2,0 , 0,0M m n N m n A B O− − ，其中 ( )
2

2 1, 2
4

m
n m+ =   ，即

2 24 4n m= − ， 

则
2

, ,
2 2 2 2

m n m n
E G

+   
   
   

， ，且直线 AE 的方程为 ( )2 2

2
2

n

y x
m

= +

+

， 

将其与椭圆方程
2

2 1
4

x
y+ = 联立得

( )

2
2 1

4

2
4

x
y

n
y x

m


+ =


 = +
 +

， 

消去 y 并化简整理得
( ) ( ) ( )

2 2 2
2

2 2 2

4 16 16
1 4 0

4 4 4

n n n
x x

m m m

 
+ + + − = 

+ + +  

， 

由韦达定理有
( )

( )

( )

( )

2

2 22

2 22

2

16
4

4 16 4 4
2

4 4 4
1

4

A D D

n

m n m
x x x

n n m

m

−
+ − +

= − = =
+ +

+
+

， 

所以
( )

( )

22

22

8 2 4

4 4
D

n m
x

n m

− + +
=

+ +
， ( )

( )

( )

( )

( )

22

2 22 2

8 2 4 4 4
2 2

4 4 4 4 4 4
D D

n m n mn n
y x

m m n m n m

 − + + +
= + = + = 

+ + + + + +  

， 
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即点
( )

( )

( )

( )

22

2 22 2

8 2 4 4 4
,

4 4 4 4

n m n m
D

n m n m

 − + + +
 
 + + + + 

， 

而

3
32

2
1

2

NG

n
n

k
m m

= =
−

−

，

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22 3

2 2 22 2 2

22

4 4

4 4 4 4 4 4

8 2 4 8 2 4 4 4

4 4

ND

n m
n

n m n m n m n
k

n m n m m m n m
m

n m

+
+

+ + + + + +
= =
− + + − + + − + −

−
+ +

 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )

( )( )

2 2

2 2

4 4 4 4 4 12 3 3

4 2 3 22 4 4 2
NG

n m n m n m n m n
k

m m mm m m m

+ + + + − +
= = = =

− + −− + − − +
， 

所以 , ,D G N 三点共线. 
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