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2023北京北师大二附中高三 10月月考 

数    学 

2023.10.5 

一、单选题（共 10小题；共 40分） 

1. 已知集合
   0 , 2 2A x x B x x=  =  −  Z

，那么 A B =（    ） 

A.  1,0−  B.  0 2x x   C.  0,1  D.  0,1, 2  

2. 已知 ( )2,4AB = − ，则下面说法正确的是（    ） 

A. A点的坐标是 ( )2, 4−  B. B点的坐标是 ( )2, 4−  

C. 当 B点是原点时，A点的坐标是 ( )2, 4−  D. 当 A点是原点时，B点的坐标是 ( )2, 4−  

3. 若 p ： x R ， sin 1x  ，则（    ） 

A. p ： x R ， sin 1x   B. p ： 0x R ， 0sin 1x   

C. p ： x R ， sin 1x≥  D. p ： 0x R ， 0sin 1x   

4. 已知等差数列 na 中， 1 1a = ，公差 0d  ，如果 1a ， 2a ， 5a 成等比数列，那么d 等于（    ） 

A. 2 或 2−  B. 2−  C. 2 D. 3 

5. 平面向量 a 与b 的夹角为 60， (2,0)a = ， | | 1b = ，则 2a b+ 等于（    ） 

A. 3  B. 2 3  C. 4  D. 12  

6. 已知函数 ( )
a

f x x
x

= + ，给出下列结论： 

① a R ， ( )f x 是奇函数；     

② a R  ， ( )f x 不是奇函数； 

③ a R ，方程 ( )f x x= − 有实根；     

④ a R  ，方程 ( )f x x= − 有实根． 

其中，所有正确结论的序号是 

A. ①③ B. ①④ C. ①②④ D. ②③④ 

7. 若 2xa = ， 1

2

logb x=
，则“ a b ”是“ 1x  ”的 

A. 充分不必要条件 

B. 必要不充分条件 

C. 充要条件 

D.既不充分又不必要条件 
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8. 已知向量 ( ) ( )( ), 1 , 2 1,3 0, 0m a n b a b= − = −   ，若 //m n ，则
2 1

a b
+ 的最小值为（    ）. 

A. 12 B. 8 4 3+  C. 16 D. 10 2 3+  

9. 若函数 ( ) ( )1 x xf x k a a−= − − （ 0a  且 1a  ）在 R 上既是奇函数，又是减函数，则

( ) logag x x k= + 的大致图象是（    ） 

A.  B.  

C.  D.  

10. 已知 ( )f x 为定义在 R 上的偶函数，当 0x  时，有 ( ) ( )1f x f x+ = − ，且当  )0,1x 时，

( ) ( )2log 1f x x= + ．给出下列命题：① ( ) ( )2022 2023 0f f+ − = ；②函数 ( )f x 在定义域上是周期为 2

的周期函数；③直线 y x= 与函数 ( )f x 的图象有 1 个交点；④函数 ( )f x 的值域为 ( )1,1− ．其中正确的命

题的个数是（    ） 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

二、填空题（共 5小题；共 25分） 

11. 若复数 1 21 i, 2 4iz z= − = + ，其中 i 是虚数单位，则复数 1 2z z 的虚部是________． 

12. 设集合 { | 2 5}M x x= −   ， { | 2 2 1, }N x t x t t R= −   +  ，若M N N = ，则实数 t 的取值范

围为__________． 

13. 已知 ( ) ( )3, 4 , 9,2A B− − 两点，点 P 在直线 AB 上，且
1

3
AP AB= ，则点 P 的坐标为_________. 

14. 已知 a R ，设函数

2 3 2 , 1
( )

1 , 1

x x a x
f x

x a nx x

 − +
= 

− 
，若关于 x的不等式 ( ) 0f x  在 R上恒成立，则 a的

取值范围是_________. 

15. 血药浓度（Serum Drug Concentration）是指药物吸收后在血浆内的总浓度（单位：mg/ml），通常用

血药浓度来研究药物的作用强度．下图为服用同等剂量的三种新药后血药浓度的变化情况，其中点 iA 的横

坐标表示服用第 i 种药后血药浓度达到峰值时所用的时间，其它点的横坐标分别表示服用三种新药后血药
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浓度第二次达到峰值一半时所用的时间(单位：h)，点 iA 的纵坐标表示第 i 种药的血药浓度的峰

值．（ 1, 2,3i = ） 

 

①记Vi 为服用第 i 种药后达到血药浓度峰值时，血药浓度提高的平均速度，则 1 2 3V , V , V 中最大的是

_______； 

②记 iT 为服用第 i 种药后血药浓度从峰值降到峰值的一半所用的时间，则 1 2 3T ,T ,T 中最大的是_______ 

三、解答题（共 6小题；共 85分） 

16. 已知等比数列{an}满足 a3=12,a8=
3

8
 记其前 n 项和为 Sn 

(1)求数列{an}的通项公式 an； 

(2)若 Sn=93 ，求 n. 

17. （1）化简：

sin( )cos( )sin( )
2

3
sin( )sin( )

2


    


 

− + +

− +

. 

（2）已知 ( , )
2


  ，且

7
sin( ) cos ,

13
  − + = 求 tan . 

18. 为了进一步激发同学们的学习热情，某班级建立了数学､英语两个学习兴趣小组，两组的人数如下表所

示： 

组别 

性别    
数学 英语 

男 5 1 

女 3 3 

 

现采用分层抽样的方法(层内采用简单随机抽样)从两组中共抽取 3 名同学进行测试. 

（1）求从数学组抽取的同学中至少有 1 名女同学的概率； 

（2）记 ξ为抽取的 3 名同学中男同学的人数，求随机变量 ξ的分布列和数学期望. 
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19. 某地方政府为鼓励全民创业，拟对本地产值在 50 万元到 500 万元的新增小微企业进行奖励，奖励方案

遵循以下原则：奖金 y(单位：万元)随年产值 x(单位：万元)的增加而增加，且奖金不低于 7 万元，同时奖

金不超过年产值的 15%. 

（1）若某企业产值 100 万元，核定可得 9 万元奖金，试分析函数 y＝lg x＋kx＋5(k为常数)是否为符合政府

要求的奖励函数模型，并说明原因(已知 lg 2≈0.3，lg 5≈0.7)． 

（2）若采用函数 f(x)＝
15

8

x a

x

−

+
作为奖励函数模型，试确定最小的正整数 a的值． 

20. 已知函数 2ln (( ) 2)x a x af xx = − + + （ a R ）． 

（1）当 0a = 时，求曲线 ( )y f x= 在点 (1, (1))f 处的切线方程； 

（2）求 ( )f x 的单调区间； 

（3）若 ( )f x 恰有两个零点，求实数 a的取值范围． 

21. 如果数列 na 对任意的 *Nn ， 2 1 1n n n na a a a+ + +−  − ，则称 na 为“速增数列”. 

（1）判断数列 2n
是否为“速增数列”？说明理由； 

（2）若数列 na 为“速增数列”.且任意项 Zna  ， 1 21, 3, 2023ka a a= = = ，求正整数 k的最大值； 

（3）已知项数为 2k （ 2, Zk k  ）的数列 nb 是“速增数列”，且 nb 的所有项的和等于 k，若

2 nb
n
c = ， 1,2,3, ,2n k= ，证明： 1 2k kc c +  . 
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参考答案 

一、单选题（共 10小题；共 40分） 

1. 【答案】C 

【分析】利用整数集的意义化简集合 B ，从而利用集合的交集运算即可求得所求. 

【详解】因为    2 2 1,0,1B x x=  −   = −Z ，  0A x x=  ， 

所以 A B =  0,1 . 

故选：C. 

2. 【答案】D 

【分析】根据平面向量的坐标运算逐项判断即可. 

【详解】由平面向量的坐标表示可知，当 A点是原点时，B点的坐标是 ( )2, 4− . 

故选：D. 

3. 【答案】B 

【分析】根据全称命题的否定为特称命题即可得结果. 

【详解】由于全称命题的否定为特称命题， 

即 x R ， sin 1x  的否定为 0x R ， 0sin 1x  ， 

故选：B. 

4. 【答案】C 

【分析】利用等差数列的通项公式，进行基本量代换，求出公差 d即可. 

【详解】因为 1a ， 2a ， 5a 成等比数列，所以 12

2

5a a a= ，即 ( ) ( )
2

1 1 1 4a d a a d+ = + ， 

因为 1 1a = ，所以 ( ) ( )
2

1 1 1 4d d+ = + ，解得：d=2（d=0 舍去）. 

故选：C 

5. 【答案】B 

【分析】转化为平面向的数量积可求出结果. 

【详解】因为 (2,0)a = ，所以 | | 2a = ， 

2a b+ ( )
2

2 22 | | 4 4 | |a b a a b b= + = +  + 4 4 2 1 cos60 4= +    + = 2 3 . 

故选：B 

6. 【答案】B 

【分析】 

根据奇偶性判断①②，由 0a  时方程 ( )f x x= − 有实根判断③④. 

【详解】 ( )f x 的定义域关于原点对称，且 ( ) ( )
a

f x x f x
x

− = − − = − ，则 a R ， ( )f x 是奇函数，故
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①正确，②错误； 

a
x x

x
+ = − ，则 22a x− = ，要使得该方程有解，即 0a   

所以 a R  ，方程 ( )f x x= − 有实根，故③错误，④正确 

故选：B 

7. 【答案】B 

【分析】先画出函数 1

2

2 , logxy y x= = 的图象，根据图象以及充分条件，必要条件的定义即可判断 a b 与

1x  的关系即可 

【详解】画出函数 1

2

2 , logxy y x= = 的图象，易得 0x x= 时， a b= ，∴若 a b ，则得到 0x x ，且

0 1x  ，故 a b 不一定得到 1x  ；∴ a b 不是 1x  的充分条件；若 1x  ，则由图象得到 a b ，∴ a b 是

1x  的必要条件；∴ a b 是 1x  的必要不充分条件． 

 

故选：B 

8. 【答案】B 

【分析】 

根据向量的平行关系，得到 ,a b间的等量关系，再根据“1”的妙用结合基本不等式即可求解出
2 1

a b
+ 的最小

值. 

【详解】因为 //m n ，所以3 2 1 0a b+ − = ，所以3 2 1a b+ = ， 

又因为 ( )
2 1 2 1 3 4 3 4

3 2 8 8 2 8 4 3
a b a b

a b
a b a b b a b a

 
+ = + + = + +  +  = + 

 
， 

取等号时

3 4

3 2 1

a b

b a

a b


=


 + =

即

3 3

6

3 1

4

a

b

 −
=




−
=



， 

所以
min

2 1
8 4 3

a b

 
+ = + 

 
. 

故选：B. 
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【点睛】本题考查利用基本不等式求解最小值，难度一般.本题是基本不等式中的常见类型问题：已知

( )1 , , , 0ma nb m n a b+ =  ，则 ( )
p q p q mqa npb

ma nb mp nq
a b a b b a

 
+ = + + = + + +  

 

( )2 2 , 0
mqa npb

mp nq mp nq mnpq p q
b a

+ +  = + +  ，取等号时 2 2mqa npb= . 

9. 【答案】B 

【分析】先求得 ( )g x 的解析式中参数 k 的值和 a的取值范围，再去判断其图像形状. 

【详解】因为函数 ( ) ( ) ( )1 0, 1x xf x k a a a a−= − −   在 R 上是奇函数， 

所以 ( )0 0f = ，所以 2k = ，经检验， 2k = 满足题意， 

又因为 ( )f x 为减函数，所以 0 1a  ，则 ( ) log 2ag x x= + （ 0 1a  ） 

由 ( ) ( )4 log 4 2 log 2a ag x x x g x− − = − − + = + =  

可知 ( )g x 的图象关于直线 2x = − 轴对称，排除选项 CD ； 

又 ( )0 log 0 2 log 2 0a ag = + =  ，可知选项 A 错误.所以 ( )g x 的大致图象为 B． 

故选：B 

10. 【答案】C 

【分析】根据 ( ) ( )1f x f x+ = − 得到 0x  时， ( )f x 的周期为 2，然后结合 ( )f x 为 R 上的偶函数求

( ) ( )2022 2023f f+ − 即可判断①；利用特殊值的思路得到
1 3

2 2
f f
   

 −   
   

，即可判断②；根据题意得

到 ( )f x 的图象，然后利用图象判断③④. 

【详解】因为 ( )f x 为 R 上的偶函数，所以 ( ) ( )f x f x− = ， 

因为 0x  时， ( ) ( )1f x f x+ = − ， ( ) ( )2 1f x f x+ = − + ，所以 ( ) ( )2f x f x+ = ， 

所以 0x  时， ( )f x 的周期为 2， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2022 2023 2 1011 0 2 1011 1 0 1 0 0 0f f f f f f f f+ − =  + +  + = + = − = ，故①正

确； 

因为 2

1 3
log

2 2
f
 

= 
 

， 2

3 3 1 1
log

2 2 2 2
f f f
     
− = = − = −     
     

，所以
1 3

2 2
f f
   

 −   
   

， 

所以函数 ( )f x 不是在定义域上周期为 2 的函数，故②错； 

由题意得，直线 y x= 和 ( )f x 的图象如下：  
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由图可知，交点个数为一个， ( )f x 的值域为 ( )1,1− ，故③④正确； 

故选：C. 

二、填空题（共 5小题；共 25分） 

11. 【答案】 2  

【分析】由复数的乘法运算化简复数，再由复数的定义即可得出答案. 

【详解】因为复数 1 21 i, 2 4iz z= − = + ， 

所以 ( )( ) 2

1 2 1 i 2 4i 2 4i 2i 4i 6 2iz z = − + = + − − = + ， 

故复数 1 2z z 的虚部是 2 . 

故答案为： 2  

12. 【答案】 | 2t t   

【分析】由M N N = 得 N M ，对集合 N 分两种情分别求出实数 t 的取值范围，最后对 t 取并集. 

【详解】由M N N = 得 N M ， 

因为集合 { | 2 5}M x x= −   ， { | 2 2 1, }N x t x t t R= −   +  ， 

当 N = 时，有2 2 1t t−  + ，解得
1

3
t  ， 

当 N  时，有

2 1 2 ,

2 1 5,

2 2,

t t

t

t

+  −


+ 
 −  −

解得：
1

2
3

t  ， 

综上所述，实数 t 的取值范围 ( , 2]− . 

【点睛】本题考查集合的交集、并集运算，集合间的基本关系，考查分类讨论思想，特别是对集合是否为

空集的两种情况讨论. 

13. 【答案】 ( )1, 2− − 或 ( )7 6−，  

【分析】分点 P 在线段 AB 上和点 P 在线段 BA 的延长线上，利用向量运算和向量相等即可得出． 

【详解】设点 P 的坐标为 ( ),x y . 

①若点 P 在线段 AB 上，则
1

2
AP PB= ， ( ) ( )

1
3, 4 9 2

2
x y x y − + = − − − .解得 1, 2x y= − = − ，

( )1, 2P − − . 
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②若点 P 在线段 BA 的延长线上，则
1

4
AP PB= − ， ( ) ( )

1
3, 4 9 ,2

4
x y x y − + = − − − − .解得

7, 6x y= = − ， ( )7, 6P − . 

故答案为： ( )1, 2− − 或 ( )7 6−， . 

【点睛】熟练掌握向量运算和向量相等是解题的关键． 

14. 【答案】 1,e  

【分析】 

根据分段函数，当 1x  时，将 ( ) 2 3 2 0f x x x a= − +  恒成立，转化为
23

2

x x
a

−
恒成立，令

23
( )

2

x x
g x

−
= ，利用二次函数的性质求得其最大值，当 1x  时，将 ( ) ln 0f x x a x= −  ，转化为

1

x
a

nx
恒成立，令 ( )

ln

x
h x

x
= ，用导数法求得其最小值，然后两种情况取交集. 

【详解】当 1x  时， ( ) 2 3 2 0f x x x a= − +  等价于
23

2

x x
a

−
恒成立， 

令 ( )
22

23 1 1 3 9
( ) 3

2 2 2 2 8

x x
g x x x x

−  
= = − − = − − + 

 
，其中 1x  ， 

则 ( )max
1g x = ， 

所以 1a  ， 

当 1x  时， ( ) ln 0f x x a x= −  等价于
1

x
a

nx
恒成立， 

令 ( )
ln

x
h x

x
= ，则

2 2

1
ln

ln 1
( )

(ln ) (ln )

x x
xxh x

x x

− 
−

 = =
， 

当 x e时， ( ) ( )0,h x h x  递增， 

当1 ex  时， ( ) ( )0,h x h x  递减， 

∴ x e= 时， ( )h x 取得最小值 ( )h e e= ， 

∴ ( )
min

a h x e = ， 

综上：a的取值范围是 1,e . 

故答案为： 1,e . 

【点睛】本题主要考查二次函数的最值，函数的最值与导数以及导数与不等式恒成立问题，还考查了运算

求解的能力，属于中档题. 
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15. 【答案】    ①. 1V     ②. 3T  

【分析】①根据平均的含义进行判断，②根据两次横坐标距离大小确定选择. 

【详解】①设 i i iA x y（ ， ）,则V i
i

i

y

x
= ， 

由于 1 2 30 x x x   , 2 3 1 0 y y y   , 

所以
1 2

1 2

y y

x x
 ,

31

1 3

 
yy

x x
 ,即 1V 最大； 

②根据峰值的一半对应关系得三个点从左到右依次对应 A1,A2,A3在第二次达到峰值一半时对应点，由图可

知 A3经历的时间最长，所以 1 2 3T ,T ,T 中最大的是 3T .  

【点睛】本题考查数学实际应用以及图像识别，考查基本分析判断能力，属基础题. 

三、解答题（共 6小题；共 85分） 

16. 【答案】(1)

1
1

48
2

n

na

−

 
=  

 
 ；(2)5. 

【分析】（1）设出等比数列的公比 ，由条件得到关于 的方程组 ，求得 便可得到数列的通项公

式； 

（2）根据前 n 项和得到关于 n 的方程 ，解方程可得解． 

【详解】(1)设等比数列{an}的公比为 ， 

由条件得 ,解得 ，∴ an=a1qn−1= . 

即数列{an}的通项公式为 ． 

(2)由题意得 ，解得： . 

【点睛】本题主要考查了等比数列的通项公式及等比数列的前 n项和公式的应用，其中熟记等比数列的通

项公式和前 n项和公式，准确计算是解答的关键，着重考查了推理与运算能力，属于基础题． 

17. 【答案】（1） cos− ；（2）
12

5
− . 

【分析】（1）由条件利用诱导公式进行化简所给的式子，可得结果． 

（2）由题意利用同角三角函数的基本关系求得 sinα﹣cosα 的值，可得 sinα 和 cosα 的值，进而求得 tanα

的值． 
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【详解】（1）

( ) ( )

( )

( )

( )
2

3

2

sin cos sin
sin cos cos

cos
sin cos

sin sin


    

  


  
 

 
− + +   −   = = −

−  − 
− + 

 

． 

（2）由题意得
2


 

 
 
 

， ，sinα＞0，cosα＜0，∵ ( )
7

13
sin cos sin cos    − + = + = ， 

因为
2 2 49 289

( ) 2 ( ) 2
169 169

sin cos sin cos   − = − + = − = ，又 sinα＞0，cosα＜0， 

故
17

13
sin cos − = ，故

12 5

13 13
sin cos = = −， ，

12
tan

5
 = −  

【点睛】本题主要考查应用同角三角函数的基本关系、诱导公式化简三角函数式，要特别注意符号的选

取，这是解题的易错点，属于中档题． 

18. 【答案】（1）
9

14
.（2）分布列答案见解析，数学期望

3

2
 

【分析】（1）两小组的总人数之比为 8∶4，确定分层抽样的比值,即数学组抽取 2 人,英语组抽取 1 人.数学

组至少有 1 名女同学的情况有：1 名男同学､1 名女同学和 2 名女同学两种情况.利用古典概型的概率计算公

式即可得出结果. 

（2）由题意可知，ξ的所有可能取值为 0，1，2，3,根据题意可知需满足数学组抽取 2 人,英语组抽取 1 人,

根据男生的人数进行分类讨论即可求得对应的概率,进而得出结果. 

【详解】（1）两小组的总人数之比为 8∶4=2∶1，共抽取 3 人， 

所以数学组抽取 2 人，英语组抽取 1 人. 

从数学组抽取的同学中至少有 1 名女同学的情况有：1 名男同学､1 名女同学和 2 名女同学两种情况. 

所以所求概率

1 1 2

3 5 3

2

8

9

14

C C C
P

C

+
= = .  

（2）由题意可知，ξ的所有可能取值为 0，1，2，3  

2 1

3 3

2 1

8 4

9
( 0)

112

C C
P

C C
 = =  =    

1 1 1 2 1

3 5 3 3 1

2 1 2 1

8 4 8 4

48 3
( 1)

112 7

C C C C C
P

C C C C
 = =  +  = =   

1 1 2 11

3 5 5 31

2 1 2 1

8 4 8 4

45
( 2)

112

C C C CC
P

C C C C
 = =  +  =  

2 1

5 1

2 1

8 4

10 5
( 3)

112 56

C C
P

C C
 = =  = =  

分布列为： 

 0 1 2 3 
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 P  
9

112
 

3

7
 

45

112
 

5

56
 

9 3 45 5 3
( ) 0 1 2 3

112 7 112 56 2
E  =  +  +  +  =  

【点睛】本题考查古典概型概率的计算,考查离散型随机变量的分布列和期望,属于中档题. 

19. 【答案】（1）不符合要求，原因见解析     

（2）315 

【分析】（1）根据公司要选择的函数模型所要满足的条件，逐一分析，即可得出结论； 

（2）根据奖金 y （单位：万元）随年产值 x（单位：万元）的增加而增加，且奖金不低于 7 万元，同时奖

金不超过年产值的15% ，确定 a的范围，即可确定最小的正整数 a的值． 

【小问 1 详解】 

解：对于函数模型 lg 5y x kx= + + ( k  为常数 ) ， 

100x = 时， 9y = ，代入解得
1

50
k = ， 

所以 lg 5
50

x
y x= + + ． 

当 [50x ，500]时， lg 5
50

x
y x= + + 是增函数，但 50x = 时， (50) lg50 6 7.5f = +  ，即奖金不超过年产值

的15% 不成立，故该函数模型不符合要求； 

【小问 2 详解】 

解：对于函数模型
15 120

( ) 15
8 8

x a a
f x

x x

− +
= = −

+ +
， 

a为正整数，函数在 [50 ，500]递增； ( ) (50) 7minf x f= ，解得 344a ， 

要使 ( ) 0.15f x x 对 [50x ，500]恒成立，即 20.15 13.8a x x− + 对 [50x ，500]恒成立， 

所以 315a ， 

综上所述， 315 344a ， 

所以满足条件的最小的正整数 a的值为 315． 

20. 【答案】（1） 1 0x y+ + = ；（2）答案不唯一，具体见解析；（3） ( , 4 ln 2 4)− − − ． 

【分析】 

（1）求 ( )f x 在 1x = 处的导数和函数值，代入直线方程即可求出切线方程； 

（2）求 ( )f x 的导函数
' ( )f x ，分 0a  ，0 2a  ， 2a = ， 2a  分类讨论求 ( )' 0f x  和 ( )' 0f x  的解

集，从而求出函数 ( )f x 的单调区间； 

（3）由第（2）问的结果，分别讨论函数 ( )f x 的情况，求出a的取值范围. 

【详解】解：（1）当 0a = 时， ( ) ln 2f x x x= − ， ( )' 1
2f x

x
= − ，所以 (1) 2f = − ，

'(1) 1f = − ． 
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所以曲线在点 (1, (1))f 处的切线方程为 2 ( 1)y x+ = − − ，即 1 0x y+ + = ． 

（2）因为 2ln (( ) 2)x a x af xx = − + + ，定义域为 (0, )+ ， 

所以 ( )
( )2

'
(2 1) 11 2

( 2) 2
( 2) 1 x axax a x

x
f x a ax

x x

− − −
= − + + = =

+ +
． 

①当 0a  时， ( )f x 与 ( )f x 在 (0, )+ 上的变化情况如下： 

x   
1

(0, )
2

 
1

2
 

1
( , )
2
+  

( )f x
 +  0  −  

( )f x   最大值
1

( ) ln 2 1
2 4

a
f = − − −   

所以 ( )f x 在
1

(0, )
2

内单调递增，在
1

( , )
2
+ 内单调递减． 

②当0 2a  时， ( )f x 与 ( )f x 在 (0, )+ 上的变化情况如下： 

x  
1

(0, )
2

 
1

2
 

1 1
( , )
2 a

 
1

a
 

1
( , )
a
+  

( )f x
 +  0  −  0  +  

( )f x   

极大值

1
( ) ln 2 1
2 4

a
f = − − −  

 

极小值

1
( ) ln

1
1

a a
f a= − − −  

 

所以 ( )f x 在
1

(0, )
2

，
1

( , )
a
+ 内单调递增，在

1 1
( , )
2 a

内单调递减． 

③当 2a = 时， ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 (0, )+ 上单调递增． 

④当 2a  时， ( )f x 与 ( )f x 在 (0, )+ 上的变化情况如下： 

x  
1

(0, )
a

 
1

a
 

1 1
( , )

2a
 

1

2
 

1
( , )
2
+  

( )f x
 +  0  −  0  +  

( )f x   

极大值

1
( ) ln

1
1

a a
f a= − − −  

 

极小值

1
( ) ln 2 1
2 4

a
f = − − −  

 

所以 ( )f x 在
1

(0, )
a

，
1

( , )
2
+ 内单调递增，在

1 1
( , )

2a
内单调递减． 

（3）由（2）可知： 
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①当 0a  时， ( )f x 在
1

(0, )
2

内单调递增，在
1

( , )
2
+ 内单调递减， 

当
1

2
x = 时， ( )f x 取得最大值

1
( ) ln 2 1
2 4

a
f = − − − ． 

（i）当 4ln 2 4 0a− −   时，
1

( ) 0
2

f  ， 

所以 ( )f x 在 (0, )+ 上至多有一个零点，不符合题意． 

（ii）当 4ln 2 4a  − − 时，
1

( ) 0
2

f  ． 

因为
1

( ) 0
2

f  ， (1) 2 0f = −  ， ( )f x 在
1

( , )
2
+ 内单调递减， 

所以 ( )f x 在
1

( , )
2
+ 内有唯一零点． 

因为 4ln 2 4 ea  − −  − ， 

所以 ea−  且
1 1 1

0
4ln 2 4 2a

 −  
+

． 

因为
1 3

( ) ln( ) 1 1 ln( ) 1 ln e=0f a a
aa

− = − − + +  − −  − ，
1

( ) 0
2

f  ， 

且 ( )f x 在
1

(0, )
2

内单调递增，所以 ( )f x 在
1

(0, )
2

内有唯一零点． 

所以当 4ln 2 4a  − − 时， ( )f x 恰有两个零点． 

②当0 2a  时， ( )f x 在
1

(0, )
2

，
1

( , )
a
+ 内单调递增，在

1 1
( , )
2 a

内单调递减， 

因为当
1

2
x = 时， ( )f x 取得极大值

1
( ) ln 2 1 0
2 4

a
f = − − −  ， 

所以 ( )f x 在 (0, )+ 上至多有一个零点，不符合题意． 

③当 2a = 时， ( )f x 在 (0, )+ 上单调递增， 

所以 ( )f x 在 (0, )+ 上至多有一个零点，不符合题意． 

④当 2a  时， ( )f x 在
1

(0, )
a

，
1

( , )
2
+ 内单调递增，在

1 1
( , )

2a
内单调递减． 

因为当
1

x
a

= 时， ( )f x 取得极大值
1

( ) ln 1 0
1

f a
a a

= − − −  ， 

所以 ( )f x 在 (0, )+ 上至多有一个零点，不符合题意． 

综上所述，实数 a的取值范围是 ( , 4 ln 2 4)− − − ． 

【点睛】方法点睛：导函数中常用的两种常用的转化方法：一是利用导数研究含参函数的单调性，常化为

不等式恒成立问题．注意分类讨论与数形结合思想的应用；二是函数的零点、不等式证明常转化为函数的

单调性、极(最)值问题处理． 
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21. 【答案】（1）是，理由见解析     

（2）63      

（3）证明见解析 

【分析】（1）计算
1

2 1 2n

n na a +

+ +− = ， 1 2n

n na a+ − = ， 12 2n n+  ，得到答案. 

（2）根据题意得到
( )1

2023
2

k k +
 ， Zk ，计算当 64k = 时，

( )1
2080

2

k k +
= ，当 65k = 时，

( )1
2145

2

k k +
= ，得到答案. 

（3）证明 2 1 1k m m k kb b b b− + ++  + ，得到 ( )1k kk k b b + + ，得到 1 1k kb b ++  ，代入计算得到证明. 

【小问 1 详解】 

因为 2n

na = ，则
2 1 1

2 1 2 2 2n n

n n

na a + +

+

+

+ = −− = ，
1

1 2 2 2n n n

n na a +

+ − = − = ， 

又 12 2n n+  ，故 2 1 1n n n na a a a+ + +−  − ，数列 2n
是“速增数列”. 

【小问 2 详解】 

1 21, 3, 2023ka a a= = = ， 

当 2k  时， ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 12023 1 2 3 1k k k kka ka a a a a a a k− − −= = − + − + + − +  + + + + − + ， 

即
( )1

2023
2

k k +
 ， Zk ， 

当 63k = 时，
( )1

2016
2

k k +
= ，当 64k = 时，

( )1
2080

2

k k +
= ， 

故正整数 k的最大值为63 . 

【小问 3 详解】 

2 1 1 1k k k k k kb b b b b b+ + + −−  −  − ，故 2 1 1k k k kb b b b+ + −−  − ，即 2 1 1k k k kb b b b+ − ++  + ； 

3 2 2 1 1 1 1 2k k k k k k k k k kb b b b b b b b b b+ + + + + − − −−  −  −  −  − ，故 3 2 1 2k k k kb b b b+ + − −−  − ， 

即 3 2 1 2 1k k k k k kb b b b b b+ − − + ++  +  + ， 

同理可得： 2 1 1k m m k kb b b b− + ++  + ， *Nm ，1 1m k  − ， 

故 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 2 2 1 1 1k k k k k k kk b b b b b b b b b k b b− + += + + + = + + + + + +  + ， 

故 1 1k kb b ++  ， 1 1

1 22 2 2k k k kb b b b

k kc c + +

+

+
=  =  ，得证. 

【点睛】关键点睛：本题考查了数列的新定义问题，意在考查学生的计算能力，转化能力和综合应用能

力，其中根据题意利用累加法的思想确定 2 1 1k m m k kb b b b− + ++  + 是解题的关键. 
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