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2023 北京朝阳高二（上）期末

数 学 2023．1

（考试时间 120分钟 满分 150分）

考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效。考试结束后，将本试卷和答题卡一并交回。

第一部分（选择题 共 50分）

一、选择题共 10小题，每小题 5分，共 50分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。

（1）已知{ }na 为等差数列， 5 4a  ，则 4 6a a 

（A） 4 （B） 6

（C）8 （D）10

（2）已知点 ( ,2)M a （ 0a  ）到直线 : 3 0l x y   的距离为1，则实数 a 

（A） 2 1 （B） 2

（C） 2 2 （D） 2 1

（3）设函数 ( ) lnf x x x  ，则曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程为

（A） 1 0x y   （B） 2 1 0x y  

（C） 2 0x y   （D） 2 2 0x y  

（4）已知 F 是抛物线 2: 4C y x 的焦点，点 0(3, )P y 在抛物线C上，则 | |PF 

（A） 2 3 （B） 2 3 1

（C） 3 （D） 4

（5）已知直线 1 : 1 0l x ay   ，直线 2 : ( 2) 3 1 0l a x y    ，则“ 1a  ”是“ 1 2//l l ”的

（A）充分而不必要条件 （B）必要而不充分条件

（C）充分必要条件 （D）既不充分也不必要条件

（6）如图，在四面体O ABC 中，G 是 BC的中点，设OA  a


，OB  b


，OC  c


，则 AG 


（A） 1 1
2 2

 a b c （B）
1
2

 a b c

（C）
1
2

  a b c （D）
1 1
2 2

  a b c

（7）已知函数 3 2( ) 1f x x ax x    （ aR ）有两个极值点 1 2,x x （ 1 2x x ），则

（A） 3a   或 3a  （B） 1x 是 ( )f x 的极小值点

（C） 1 2
1
3

x x  （D） 1 2
1
3

x x  

（8）在平面直角坐标系 xOy中，设 1 2,F F 是双曲线
2

2: 1
2
yC x   的两个焦点，点M在C上，且 1 2 0MF MF 

 
，
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则 1 2MFF△ 的面积为

（A） 3 （B） 2

（C） 5 （D） 4

（9）如图，平面 平面 ， l   ， ,A B是直线 l上的两点， ,C D是平面 内的两点，且 DA l ，CB l ，

4DA ， 6AB  ， 8CB  ，若平面 内的动点 P满足 APD BPC   ，则四棱锥 P ABCD 的体积的

最大值为

（A） 24

（B） 24 3

（C） 48

（D） 48 3

（10）斐波那契数列{ }nF （ *nN ）在很多领域都有广泛应用，它是由如下递推公式给出的： 1 2 1F F  ，

当 2n  时， 1 2n n nF F F   ．若

2 2 2 2
1 2 3

100
m

m

F F F FF
F

   



，则m 

（A） 98 （B） 99

（C）100 （D）101

第二部分（非选择题 共 100分）

二、填空题共 6小题，每小题 5分，共 30分。

（11）函数 ( ) exf x x 的导函数 ( )f x  _______．

（12）已知平面 的法向量为 (1,2, 2) n ，直线 l的方向向量为 ( 2, ,4)m u ，且 l  ，则实数m  _______．

（13）过圆 2 2: ( 1) 1C x y   的圆心且与直线 0x y  平行的直线的方程是_______．

（14）设点 1 2,F F 分别为椭圆
2

2: 1
2
xC y  的左、右焦点，则椭圆C的离心率为_______；经过原点且斜率

不为 0的直线 l与椭圆C交于 ,P Q两点，当四边形 1 2PFQF 的面积最大时， 1 2PF PF 
 

_______．

（15）已知{ }na 是首项为负数，公比为 q的等比数列，若对任意的正整数 n， 2 1 22 0n na a  

恒成立，则 q的值可以是________．（只需写出一个）

（16）数学家笛卡儿研究了许多优美的曲线，如笛卡儿叶形线 D 在平面直角坐标系 xOy 中的方程为

3 3 3 0x y axy   ．当 1a  时，给出下列四个结论：

① 曲线 D不经过第三象限；

② 曲线D关于直线 y x 轴对称；

③ 对任意 kR ，曲线D与直线 y x k   一定有公共点；

④ 对任意 kR ，曲线D与直线 y k 一定有公共点．

其中所有正确结论的序号是_______．

三、解答题共 5小题，共 70分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。
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（17）（本小题 13分）

设函数 3 21( ) 3 1
3

f x x x x    ．

（Ⅰ）求 ( )f x 的单调区间；

（Ⅱ）当 [0,4]x 时，求 ( )f x 的最大值与最小值．

（18）（本小题 14分）

已知{ }na 是等差数列，其前 n项和为 nS （ *nN ）， 1 1a  ， 5 9a  ．

（Ⅰ）求数列{ }na 的通项公式及 nS ；

（Ⅱ）从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择一个作为已知，求数列{ }nb 的前n项和 nT ．

条件①： 2 na
nb  ；

条件②： 2nn nb a  ；

条件③：
1

1
n

n n

b
a a 


 ．

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分．

（19）（本小题 14分）

如图，在四棱锥 P ABCD 中，平面 PAB  平面 ABCD ，

//AD BC，
π
2

ABC  ， 3PA PB  ， 1BC  ， 2AB  ， 3AD  ，

点O是 AB的中点．

（Ⅰ）求证： PO CD ；

（Ⅱ）求二面角 A PO D  的余弦值；

（Ⅲ）在棱 PC 上是否存在点M，使得 //BM 平面 POD？若存在，

求
CM
CP

的值；若不存在，说明理由．
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（20）（本小题 14分）

已知椭圆
2 2

2 2: 1x yC
a b

  （ 0a b  ）的长轴长为 4，且点
3(1, )
2

P 在椭圆C 上．

（Ⅰ）求椭圆C 的方程；

（Ⅱ）过点 (4,0)M 的直线 l与椭圆C 交于 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y 两点，且 1 2 0y y  ．问：x轴上是否存在点 N ，

使得直线 NA，直线 NB与 y轴围成的三角形始终是底边在 y轴上的等腰三角形？若存在，求点 N 的

坐标；若不存在，说明理由．

（21）（本小题 15分）

在无穷数列{ }na 中， 1 2a  ， 2 1a  ， 2 1| |n n na a a   ， *nN ．

（Ⅰ）求
1

4a
a 与

4

7a
a 的值；

（Ⅱ）证明：数列{ }na 中有无穷多项不为 0 ；

（Ⅲ）证明：数列{ }na 中的所有项都不为 0 ．

（考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效）
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参考答案

一、选择题（共 10小题，每小题 5分，共 50分）

（1）C （2）A （3）B （4）D （5）C
（6）D （7）A （8）B （9）C （10）B

二、填空题（共 6小题，每小题 5分，共 30分）

（11） ( 1)exx  （12） 4

（13） 1 0x y   （14） 2
2

； 0

（15） 3 （答案不唯一） （16）①②④

三、解答题（共 5小题，共 70分）

（17）（共 13分）

解：（Ⅰ）函数 ( )f x 的定义域为R ，

2( ) 2 3f x x x    ．

令 2( ) 2 3 0f x x x     ，得 1 1x   ， 2 3x  ．

当 x变化时， ( ), ( )f x f x 的变化情况如下：

x ( , 1)  1 ( 1,3) 3 (3, )

( )f x  0  0 

( )f x 单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增

所以函数 ( )f x 的单调递增区间为 ( , 1)  ， (3, ) ；

单调递减区间为 ( 1,3) ． ………………………………….8分

（Ⅱ）由（Ⅰ）可知，函数 ( )f x 在区间 [0,3]上单调递减，在区间 [3,4]上单调递增，

所以 ( )f x 在区间 [0,4]上的最小值为 (3) 8f   ．

因为 (0) 1f  ，
17(4)
3

f   ，所以 (0) (4)f f ．

所以 ( )f x 在区间 [0,4]上的最大值为 (0) 1f  ．…………………………….13分

（18）（共 14分）

解：（Ⅰ）设等差数列{ }na 的公差为 d ，

则 5 1 4a a d  ．

由 9 1 4d  ，解得 2d  ．

因为 1 ( 1)na a n d   ，

所以 2 1na n  （ *nN ）．

所以
21( ) [1 (2 1)]

2 2
n

n
a a n n nS n  

   ．………………………………….6分

（Ⅱ）选条件①： 2 na
nb  ．

因为 2 12 2na n
nb

  ，
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所以
2 1

21
2 1

2 2 4
2

n
n

n
n

b
b




   ．

又因为 1 2b  ，所以数列{ }nb 是首项为 2，公比为 4的等比数列．

所以
2(1 4 ) 2(4 1)
1 4 3

n n

nT
 

 


．………………………………….14分

选条件②： 2nn nb a  ．

因为 2 2 2 1n n
n nb a n     ．

所以 1 2 3n nT b b b b    

1 2 3(2 1) (2 3) (2 5) [2 (2 1)]n n         

1 2 3(2 2 2 2 ) [1 3 5 (2 1)]n n           

22(1 2 )
1 2

n

n
 



1 22 2n n   ． ………………………………….14分

选条件③：
1

1
n

n n

b
a a 




．

因为
1

1 1 1 1 1( )
(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1n

n n

b
a a n n n n

    
    

，

所以 1 2 3n nT b b b b    

1 1 1 1 1 1 1 1(1 )
2 3 3 5 5 7 2 1 2 1n n

         
 



1 1(1 )
2 2 1n

  


2 1
n
n




． ………………………………….14分

（19）（共 14分）

解：（Ⅰ）因为 PA PB ，点O为 AB的中点，所以 PO AB ．

又因为平面 PAB 平面 ABCD，

平面 PAB 平面 =ABCD AB，

PO 平面 PAB，

所以 PO 平面 ABCD．

又因为CD 平面 ABCD，

所以 PO CD ．………………………… 4分

（Ⅱ）取Q为CD的中点，连接OQ．

因为 //OQ BC，
π
2

ABC  ，

所以OQ AB ．
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由（Ⅰ）知 PO AB ．

又因为 PO 平面 ABCD，OQ 平面 ABCD，

所以 PO OQ ．

如图，分别以 , ,OB OQ OP为 x轴， y轴， z轴建立空间直角坐标系O xyz ．

则 ( 1,0,0), (1,0,0), (1,1,0), ( 1,3,0)A B C D  ．

因为 2 2 2 2PO PA OA   ，所以 (0,0,2 2)P ．

所以 (0,0,2 2)OP 


， ( 1,3,0)OD  


．

因为OQ 平面 APO，所以平面 APO的法向量为 1 (0,1,0)n ．

设平面 POD的法向量为 2 ( , , )x y zn ，则

2

2

0,

0,

OP

OD

  


 

n

n



 即
2 2 0,

3 0.
z

x y
 

  

令 1y  ，则 3x  ， 0z  ．

于是 2 (3,1,0)n ．

设二面角 A PO D  为 ，由题知 为锐角，则

21
1 2

1 2

| | 10cos cos |
| | | | 10

| ,


  



n nn n

n n
．

所以二面角 A PO D  的余弦值为
10
10

．………………………………….10分

（Ⅲ）设M 是棱 PC上一点，则存在 [0,1]  使得CM CP
 

．

因为 ( 1, 1,2 2)CP   


，

所以 ( ,1 ,2 2 )BM BC CM BC CP         
    

．

因为平面 POD的法向量为 2 (3,1,0)n ，

所以 //BM 平面 POD当且仅当 2 0BM  n


，

即 3 1 0     ，解得
1
4

  ．

所以在棱 PC上存在点M，使得 //BM 平面 POD，此时
1
4

CM
CP

 ．…….14分

（20）（共 14分）

解：（Ⅰ）由题设，得
2 2

2 4,
1 3 1.

4

a

a b





 

解得 2a  ， 1b  ．

所以椭圆C的方程为
2

2 1
4
x y  ．.………………………………….4分
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（Ⅱ）依题意，直线 l的斜率存在且不为 0，设其方程为 ( 4)y k x  （ 0k  ）．

由
2 2

( 4),
4 4 0

y k x
x y
 

   
得 2 2 2 2(4 1) 32 64 4 0k x k x k     ．

由 2 2 2 2( 32 ) 4(4 1)(64 4) 0k k k       ，得
3 3
6 6

k   ．

1 2 2

2

1
32
4

kx x
k

 


，
2

1 2 2

64 4
4 1
kx x
k





．

假设存在点 ( ,0)N t 满足题意，则 0NA NBk k  ．

1 2 1 2

1 2 1 2

( 4) ( 4)
NA NB

y y k x k xk k
x t x t x t x t

 
    

   

1 2 1 2

1 2

2 ( 4)( ) 8
( )( )

x x t x x tk
x t x t

   
 

 
．

令 1 2 1 2

1 2

2 ( 4)( ) 8 0
( )( )

x x t x x tk
x t x t

   
 

 
，即 1 2 1 22 ( 4)( ) 8 0x x t x x t     ．

所以
2 2 2

2 2 2

128 8 ( 4)32 8 32 0
4 1 141 4
k t k t tk
k k k 

 





  ．

所以 2 2 2 0128 8 ( 4)32 8 32k t k t tk     ，即8 8t  ．

所以 1t  ．

故在 x轴上存在点 (1,0)N ，使得直线 NA，直线 NB与 y轴围成的三角形始终是底边在 y轴上

的等腰三角形．.………………………………….14分
（21）（共 15分）

解：（Ⅰ）因为 1 2, 12a a  ，所以 3 4 2, 22 1a a   ．

所以
1

4 2 2 2 1
2

a
a


   ．

又 5 6 72 2 1, 2 43 2 , 3a a a     ，

所以
4

7 2 4 2 1
2

3
2

a
a





  ．.……………………………………………….4分

（Ⅱ）假设数列{ }na 中只有有限多个不为 0的项．

设 0ka  是数列{ }na 中不为 0的最后一项．

则 1 0ka   ．

所以 2 1| | 0k k k ka a a a    ，与假设矛盾．

所以数列{ }na 中有无穷多项不为 0． .………………………………….9分
（Ⅲ）解法一：由（Ⅰ）可得 1 2 3 1, 1,2 2a a a   ，

2 2
4 5 6 72( 2 1), ( 2 1) 2 1 (, , 2 2 1)a a a a     ．

下面证明对任意 *nN ，有
1

3 2 2( 2 1)nna


   ， ①

1

3 1

( 2 1)

(

,

2 1) ,

n

n n

n
a

n





  


为奇数,

为偶数,
②

3 1

( 2 1)

( 2

,

,1)

n

n n

n
a

n

  


为奇数,

为偶数.
③

当 1n  时，由（Ⅰ）可得 1 2 3 1, 1,2 2a a a   ．

假设当 n k 时，①②③式成立．

当 1n k  时，
1

3( 1) 2 3 1 3 3 1| | | ( 2 1) ( 2 1) | 2( 2 1)k kk
k k k ka a a a 
         ，

①式成立，
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3

1

3( 1) 1 3 2 1 3

1

(

| |

| 2( 2 1) ( 2 1) 1

| 2( 2 1) 2 1) 1

( 2 1) 1

( 2 1) 1

|,

|,

,

,

k

k

k k

k

k k k

k

k

a a a

k

k

k

a

k

   





 

    
  

   
 







 为奇数,

为偶数,

为奇数,

为偶数,

②式成立，

3( 1) 3 3 3 2 3 1

1

1

| |

| ( 2 1) 2( 2 1) 1

| ( 2 1) 2( 2 1) 1

( 2 1) 1

,

( 2 1)

,

1

|,

|

,

k k

k k

k

k k k k

k

a a a

k

k

k

a

k



   



 

    
  

  







 
 

为奇数,

为偶数,

为奇数,

为偶数,

③式成立．

所以对任意 *nN ，①②③式成立．

所以对任意 *nN ，有 0na  ，即 0na  ．.………………………………….15分
（Ⅲ）解法二：由（Ⅰ）可得 1 2 3 1, 1,2 2a a a   ，

2 2
4 5 6 72( 2 1), ( 2 1) 2 1 (, , 2 2 1)a a a a     ．

下面证明对任意 *nN ，有
1

3 2 2( 2 1)nna


   ，

1

3 1

( 2 1)

(

,

2 1) ,

n

n n

n
a

n





  


为奇数,

为偶数,

3 1

( 2 1)

( 2

,

,1)

n

n n

n
a

n

  


为奇数,

为偶数.

假设存在 *tN ，使得 1
3 2 2( 2 1)tta


   或

1

3 1

( 2 1)

(

,

2 1) ,

t

t t

t
a

t





  


为奇数,

为偶数,

或 3 1

( 2 1)

( 2

,

,1)

t

t t

t
a

t

  


为奇数,

为偶数.

设

1
3 2

1
*

3 1

3 1

2( 2 1)

( 2 1)

( 2 1)

( 2 1)

( 2 1

,

,

,

)

,

,

t
t

t

t t

t

t t

a

t
T t a

t

t
a

t










 
 
  
 

        
 

 
      

N
为奇数,

或
为偶数,

为奇数,
或

为偶数

．

取 minm T ，则 2m  ．

所以对任意1 k m≤ ，有
1

3 2 2( 2 1)kka


   ，

1

3 1

( 2 1)

(

,

2 1) ,

k

k k

k
a

k





  


为奇数,

为偶数,

3 1

( 2 1)

( 2

,

,1)

k

k k

k
a

k

  


为奇数,

为偶数.

所以
2

3 2 3( 1) 1 3( 1
1

) 3( 1) 1
1| | | ( 2 1) ( 2 1) | 2( 2 1)m

m m m m
m ma a a a 

     
         ，
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3 1 3( 1) 2 3( 1) 1 3( 1)

1 2

1 1

1

| |

| 2( 2 1) ( 2 1)

| 2( 2 1) 2 1)

( 2

|,

( |

1)

( 2 )

,

,1

,

m

m m m m

m m

m m

m

a a a

m

m

m

a

m

     

 

 



 

   
 

  










为奇数,

为偶数,

为奇数,

为偶数,

3 3( 1) 3 3( 1) 2 3( 1) 1

1 1

1

1

| |

| ( 2 1) 2( 2 1)

| ( 2 1) 2( 2 1)

( 2 1)

( 1

|,

|

,

)

,

,2

m m m m

m m

mm

m

m

a a a

m

m

m

a

m

     

 





 

   
 

  








 为奇数,

为偶数,

为奇数,

为偶数.

所以m T ，与 minm T 矛盾．

所以假设不成立．

所以对任意 *nN ，有 0na  ，即 0na  ．.………………………………….15分
（Ⅲ）解法三：由（Ⅰ）可得 1 2 3 1, 1,2 2a a a   ，

2 2
4 5 6 72( 2 1), ( 2 1) 2 1 (, , 2 2 1)a a a a     ．

依次类推，对任意 *nN ，有 1
3 2 2( 2 1)nna


   ，

1

3 1

( 2 1)

(

,

2 1) ,

n

n n

n
a

n





  


为奇数,

为偶数,

3 1

( 2 1)

( 2

,

,1)

n

n n

n
a

n

  


为奇数,

为偶数.

所以对任意 *nN ，有 0na  ，即 0na  ．
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平台自创办以来，为众多重点大学发现和推荐优秀生源，和北京近百所中学达成合作关

系，累计举办线上线下升学公益讲座数百场，帮助数十万考生顺利通过考入理想大学，在家

长、考生、中学和社会各界具有广泛的口碑影响力

未来，北京高考在线平台将立足于北京新高考改革，基于对北京高考政策研究及北京高

校资源优势，更好的服务全国高中家长和学生。
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