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北京市中关村中学2022—2023学年第二学期期中练习 

          高二数学试卷参考答案及评分标准         2023.04 

第一部分 

一、选择题（本大题共 10小题，每小题 4 分，共 40 分） 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

答案 A C A B B C B D C B 

 

第二部分 

二、填空题（本大题共 5小题，每小题 5 分，共 25 分） 

题号 11 12 

答案 24 [1, )  

题号 13 14 

答案 5 
25

8
 2na n  

1

3
 

题号 15 

 
答案 ( 3, 3]  

( 1, )   

 

三、解答题（本大题共 6小题，共 85 分） 

16.（本小题 13 分） 

解：（1）因为 2 5S S ，所以 3 4 5 0a a a   . 

所以 43 0a  即 4 0a    

依题意设数列 }{ na 是公差为 d 的等差数列， 1 3a   ， 

所以 3 3 0, 1d d      

所以 3 ( 1) 4na n n        

（2）由 4na n  可得 4 ( 4) 4na n n     ，  

所以 42 2na n

nb     

从而
1

1 2
2

2

n

n

n

n

b

b



   ， 

可知 }{ nb 是首项 1 2b  ，公比为 2 的等比数列，  

所以其前 n项和为 12(1 2 )
2(2 1) 2 2

1 2

n
n n
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17.（本小题 15 分） 

解：（1）选择条件①： 2( ) 3 2f x x ax b     

                   依题意有
(1) 0

(1) 5

f

f

 


 
，所以

3 2 0

1 5

a b

a b

  

   

，解得
3

9

a

b




 
 

所以 f（x）= x3+3x2-9x 

选择条件②： 2( ) 3 2f x x ax b     

          依题意，-3 和 1 为方程 23 2 0x ax b   两根， 

          所以

2
3 1

3

3 1
3

a

b


   

   


，解得
3

9

a

b




 
 

所以 f（x）= x3+3x2-9x 

        选择条件③： 2( ) ( )f x x x ax b    

依题意，
3 3 5

2

 
和

3 3 5

2

 
为方程 2 0x ax b   两根，  

          所以

3 3 5 3 3 5

2 2

3 3 5 3 3 5

2 2

a

b

    
  



   
 



，解得
3

9

a

b




 
 

所以 f（x）= x3+3x2-9x 

（2）f（x）的定义域是 R，且 f '（x）=3x2+6x-9。 

令 f '（x）=0，得 x1=-3，x2=1。 

f（x）与 f '（x）在（-，+）上的情况如下： 

x （+ ,-3） -3 （-3,1） 1 （1,+） 

f '（x） + 0 - 0 + 

f（x） ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗ 

( ) ( 3) 27f x f  
极大值

， ( ) (1) 5f x f  
极小值

 

（3）由 f（-4）=20 及（2）中结论可知： 

当 c≥1 时，函数 f（x）在区间[-4，c]上的最小值为 f（1）=-5；   

当-4<c<1 时，函数 f（x）在区间[-4，c]上的最小值大于-5。     

因此，c 的取值范围是[1，+）  
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18.（本小题 14 分） 

【解析】（1）证明： 2PA AB  ， 2 2PB  ， 

 2 2 2PA AB PB   

 PA AB ，同理 PA AD  

又 AB AD A ， PA 平面 ABCD . 

（2）以 A为原点， , ,AB AD AP分别为 , ,x y z 轴建立空间

直角坐标系， 

则
2 4

(0,0,0), (2,0,0), (2,2,0), (0,2,0), (0,0,2), (0, , )
3 3

A B C D P E  

平面 ACD的法向量为 (0,0,2)AP  ， 

设平面EAC 的法向量为 ( , , )n x y z                 

2 4
(2,2,0), (0, , )

3 3
AC AE  ，由

0

0

n AC

n AE

  


 

，
0

2 0

x y

y z

 


 
， 

取

2

2

1

x

y

z




 
 

  (2, 2,1)n   ， 

设二面角E AC D  的平面角为  

1
cos

3| | | |

n AP

n AP



 


，二面角E AC D  的余弦值为

1

3
. 

（3）假设存在点F BC ，使 PF ∥平面EAC ， 

令 (2, ,0)F a ， (0 2)a    

 (2, , 2)PF a   由 PF ∥平面EAC ， 0PF n  ，解得 1a   

存在点 (2,1,0)F 为BC的中点，即 1BF  .  

19.（本小题 14 分） 

【解析】（1）依题意有
2 2 2

2 1b

b c

a b c





  

，解得

2

1

1

a

b

c

 



 


，所以椭圆方程为
2

2 1
2

x
y  . 

联立 2
2

2 2 0

1
2

x y

x
y

   



 


，解得

1

2

2

x

y








，所以点 T的坐标为
2

(1, )
2

 

 

E

P

A D

B C
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（2）直线 OT的斜率

2
0

22

1 0 2
k



 


， 

因为直线 / /l OT ，所以设直线 l的方程为
2

2
y x m   

设点 0 0( , )P x y ，联立

2

2

2 2 0

y x m

x y


 


   

，解得
0

0

2
1

2

1 2

2 2

x m

y m


 





 


，所以
2 1 2

(1 , )
2 2 2

P m m   

又因为
2

(1, )
2

T ，所以 2 2 2 22 1 2 2 3
| | (1 1) ( )

2 2 2 2 4
PT m m m        

设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，联立
2

2

2

2

1
2

y x m

x
y


 



  


得 2 22 1 0x mx m     

依题意 2 22 4( 1) 0m m     ，解得 2 2m   ， 

此时有
1 2 2x x m   ， 2

1 2 1x x m   

因为 2

0 1| | 1 | |PA k x x   ， 2

0 2| | 1 | |PB k x x   ， 

2

0 1 0 2

2 2

0 1 2 0 1 2

2 2

2

| || | (1 ) | ( )( ) |

2
[1 ( ) ] | ( ) |

2

3 2 2
| (1 ) ( 2 )(1 ) 1|

2 2 2

3

4

PA PB k x x x x

x x x x x x

m m m m

m

   

    

      



所以

 

    所以 2 23
| | | || |

4
PT PA PB m   

因此存在 1  ，使得 2| | | || |PT PA PB 成立. 

20.（本小题 15 分） 

【解析】（1）当 1a  时， ( ) ln 2f x x x  ，所以
1

( ) 2f x
x

    

因此切线的斜率
1

(1) 2 1
1

k f       

又因为 (1) ln1 2 2f     ，所以切点为 (1, 2)  
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所以切线方程为 ( 2) 1 ( 1)y x      即 1 0x y   . 

（2）①当 0a  时， ( )f x 的定义域为 (0, ) ， 

       
1 1 1 ( 1)

( ) ( ) ( 1) ( 1) , 0
a x

f x ax a a x
ax x x

 
           

       令 ( ) 0f x  ，解得
1

1
x

a



 

       因为 0a  ，所以
1

0
1a



 

       当 x变化时， ( )f x 、 ( )f x 变化情况如下表：        

x 
1

(0, )
1a 

 
1

1a 
 

1
( , )

1a



 

( )f x  + 0 - 

( )f x  ↗ 极大值 ↘ 

          所以 0a  时， ( )f x 的单调增区间为
1

1a 
（0， ），单调减区间为

1
( , )

1a



 

②当 1 0a   时， ( )f x 的定义域为 ( ,0)  

因为
1

0
x
 ， 1 0a  ，所以

1
( ) ( 1) 0f x a

x
      

所以 ( )f x 在定义域 （- ，0）上单调递减， 

所以 1 0a   时， ( )f x 没有单调增区间，单调减区间为 （- ，0） 

③当 1a   时， ( )f x 的定义域为 ( ,0)  

令 ( ) 0f x  ，解得
1

1
x

a



 

       因为 1a   ，所以
1

0
1a



 

       当 x变化时， ( )f x 、 ( )f x 变化情况如下表：        

x 
1

( , )
1a




 
1

1a 
 

1
( ,0)

1a 
 

( )f x  + 0 - 

( )f x  ↗ 极大值 ↘ 

          所以 1a   时， ( )f x 的单调增区间为
1

( , )
1a




，单调减区间为
1

( ,0)
1a 
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综上所述， 1a   时， ( )f x 的单调增区间为
1

1a



（- ， ），单调减区间为

1
( ,0)

1a 
 

             1 0a   时， ( )f x 没有单调增区间，单调减区间为 （- ，0） 

              0a  时， ( )f x 的单调增区间为
1

1a 
（0， ），单调减区间为

1
( , )

1a



 

（3）由第（2）问的结论知， 

①当 0a  时， ( )f x 在区间
1

1a 
（0， ）上单调递增，在区间

1
( , )

1a



上单调递减， 

  所以
max

1
( ) ( ) ln 1

1 1

a
f x f

a a
  

 
 

  因为 0a  ，所以0 1
1

a

a
 


，所以 ln 0

1

a

a



，因此

max( ) ln 1 0
1

a
f x

a
  


 

  所以当 0a  时，函数 ( )f x 没有零点，符合题意 

②当 1 0a   时， ( )f x 在定义域 （- ，0）上单调递减， 

  
1 1 1

( ) ln1 0
a a

f
a a a

 
     ，  ( 1) ln( ) ( 1)f a a     ，下面证明 ( 1) 0f   ： 

构造函数 ( ) ln( ) ( 1), [ 1,0)g x x x x      ，因为
1 1

( ) ( ) 1 1g x x
x x

     


 

当 1 0x   时
1

1
x
  ，

1
( ) 1 0g x

x
     

所以 ( )g x 在[ 1,0) 上单调递减，所以 ( ) ( 1) ln1 ( 1) 1 0g a g       ，即 ln( ) ( 1) 0a a     

因为 ( )f x 在定义域 （- ，0）上单调递减，
1

( ) 0f
a

 ， ( 1) 0f    

因此当 1 0a   时，函数 ( )f x 恰好有 1 个零点，不符合题意. 

③当 1a   时， ( )f x 在区间
1

1a



（- ， ）上单调递增，在区间

1
( ,0)

1a 
上单调递减， 

  所以
max

1
( ) ( ) ln 1

1 1

a
f x f

a a
  

 
，注意到

1 1
( ) 0

a
f

a a


   且

1 1
( ,0)

1a a



， 

  所以要使函数 ( )f x 没有零点，必须有
max( ) ln 1 0

1

a
f x

a
  


，解得

1

e
a

e
 


 

   又因为 1a   ，所以
1

e
a

e
 


 

  即：当
1

e
a

e
 


时， ( )f x 在区间

1

1a



（- ， ）上单调递增，在区间

1
( ,0)

1a 
上单调递减，

max

1
( ) ( ) 0

1
f x f

a
 


，故函数 ( )f x 没有零点，符合题意 

 

综上所述，实数 a 的取值范围为 ( , ) (0, )
1

e

e
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21.（本小题 14 分） 

【解析】（1）由已知
2aa 52 
，根据新定义“只要

*)Nq,p(aa qp 
，必有 1q1p aa  

，则称 }a{ n

具有性质P ”，得 63 aa 
，

3aa 74 
，

2aa 85 
，所以，

16aa21a 876 
，即 3 16a  ； 

（2）设 }b{ n 的公差为d ， }c{ n 的公比为q ，则 0q  ， 

由
80d4bb 15 

，得 20d  ，则 19n20bn  ； 

又由 81

1
q

c

c 4

1

5 

，以及 0q  ，得 3

1
q 

，则

5n

n )
3

1
(c 

； 

所以，

5n

nnn )
3

1
(19n20cba 

， 

又因为
82aa 51 

，而 482721a2  ， 3

304

3

1
101a6 

，即 62 aa 
， 

故 }a{ n 不具有性质P ； 

（3）充分性：若 }b{ n 为常数列，不妨设 Cbn  （C为常数），则 n1n asinCa  ， 

对任意给定的 1a ，只要 qp aa 
，则由 qp asinCasinC 

，必有 1q1p aa  
， 

故 }a{ n 具有性质P ，充分性得证； 

必要性：（用反证法证明）假设 }b{ n 不是常数列，则存在 *Nk ， 

使得 bbbb k21   （ b为常数），而 bb 1k  ， 

下面证明存在满足 nn1n asinba  的 }a{ n ，使得 1k21 aaa   ，但 1k2k aa   ， 

不妨设 bxsinx)x(f  ，取 *Nm ，使得 |b|m  ， 

则 0bm)m(f  ， 0bm)m(f  ，故存在 c使得 0)c(f  ； 

取 ca1  ，因为 )kn1(asinba n1n  ，所以 12 accsinba  ， 

依此类推，得 caaa 1k21   ， 

但 csinbcsinbasinba 1k1k1k2k   ，即 1k2k aa   ，所以 }a{ n 不具有性质P ，矛盾，必

要性得证； 

综上，“对任意 1a ， }a{ n 都具有性质P ”的充要条件为“ }b{ n 是常数列”； 
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