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2018 北京市通州区高三（上）期末

数 学（文） 2018 年 1 月

第Ⅰ卷 （选择题 共 40 分）

一、选择题：本大题共 8小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，选出符合题目要求的一项.

1．已知集合  2| 2 0A x x x   Z ，集合  1,0,1B   ，那么 A B 等于

A． 1 B． 0,1 C． 0,1, 2 D． 1,0,1, 2

2．下列函数在其定义域上既是奇函数又是增函数的是

A．
1y
x

  B．
1
2

x

y    
 

C．
3y x D． 2logy x

3．一个算法的程序框图如图所示，如果输出 y的值是1，那么输入 x的值是

A． 2 或 2 B． 2 或 2 C． 2 或 2 D． 2 或 2

（第 3 题） （第 4 题）

4．在正方形网格中，某四面体的三视图如图所示．如果小正方形网格的边长为 1，那么

该四面体的体积是

A．
32
3

B．16 C．
64
3

D． 32

5．已知 aR，那么“直线 1y ax  与 4 2y ax   垂直”是“
1
2

a  ”的

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件

6．已知 a，bR， 0a b  ，则下列不等式一定成立的是

A.
1 1
a b
 B. tan tana b C. 2 2log loga b D. 2 2b aa b   

7．已知点  2, 1A  ，点 ),( yxP 满足线性约束条件

2 0,
1 0,
2 4,

x
y
x y

 
  
  

O为坐标原点，那么 OPOA  的最小值是
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A. 11 B. 0 C. 1 D. 5

8．如图，各棱长均为1的正三棱柱 1 1 1ABC ABC ，M ， N 分别为线段 1A B， 1BC上的动点，且MN ∥平面

1 1ACC A ， 则这样的MN 有

A．1条 B． 2条
C．3条 D．无数条

第Ⅱ卷 （非选择题 共 110 分）

二、填空题：本大题共 6小题，每小题 5 分，共 30 分.把答案填在答题卡上．

9．已知复数
2i
i
a
的实部与虚部相等，那么实数 a _______.

10．已知点  2 2 2P ， 为抛物线
2 2y px 上一点，那么点 P到抛物线准线的距离是_______.

11．在△ABC 中，已知 4AB  ， 6AC  ， 60A  ， 那么 BC  _______.

12．已知向量a ，b ，若 3a ， 13 a b ， 6 a b ，则a ，b 夹角的度数为_______.

13．已知圆C的圆心在 x轴上，半径长是 5，且与直线 2 0x y  相切，那么圆C的方程是_______.

14．已知函数   2 2
2.

x a xf x
a x x
  

 
 

‚ ‚

‚

（1）若 2a   ，则  f x 的零点是_______.

（2）若  f x 无零点，则实数 a的取值范围是_______.

三、解答题：本大题共 6 小题，共 80 分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程.

15．（本题满分 13 分）

已知函数   2sin cos cos 2f x x x x  .

（Ⅰ）求  f x 的最小正周期及单调递增区间；

（Ⅱ）求  f x 在区间
π0
2

 
  
， 上的最大值和最小值．
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16．（本题满分 13 分）

某市准备引进优秀企业进行城市建设. 城市的甲地、乙地分别对 5 个企业（共 10 个企业）进行综合评估，

得分情况如茎叶图所示.

（Ⅰ）根据茎叶图，求乙地对企业评估得

分的平均值和方差；

（Ⅱ）规定得分在 85 分以上为优秀企业.

若从甲、乙两地准备引进的优秀企业中各

随机选取 1个，求这两个企业得分的差的

绝对值不超过 5分的概率.

注：方差      2 2 22
1 2

1
ns x x x x x x

n
        

17．（本题满分 13 分）

已知数列 na 的前 n项和为 nS ， 1
1
2

a  ， 12 1n na S   .

（Ⅰ）求 2a ， 3a 的值；

（Ⅱ）设 2 2 1n nb a n   ，求数列 nb 的前 n项和 nT .

6 3 9 7
9 6 8 8

甲地企业

4

乙地企业

79 8
3
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18．（本题满分 14 分）

如图，在四棱锥 A BCDE 中，底面BCDE为正方形，平面 ABE 底面BCDE， AB AE BE  ，点M ，

N 分别是 AE， AD的中点.

（Ⅰ）求证： //MN 平面 ABC；

（Ⅱ）求证： BM 平面 ADE；

（Ⅲ）在棱DE上求作一点 P，使得CP AD ，并说明理由.

19．（本题满分 13 分）

已知椭圆  
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

    过点  0, 1 ，离心率
2
2

e  .

（Ⅰ）求椭圆的方程；

（Ⅱ）已知点  , 0P m ，过点  1,0 作斜率为  0k k  直线 l，与椭圆交于M ，N 两点，若 x轴平分 MPN ，

求m的值．
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20．（本题满分 14 分）

已知函数   lnf x x a x  ， aR．

（Ⅰ）当 1a  时，求曲线 ( )y f x 在 1x  处的切线方程；

（Ⅱ）求函数  f x 在 1,e 上的最小值；

（Ⅲ）若函数    2

1F x f x
x

 ，当 2a  时，  F x 的最大值为M ，求证：
3
2

M  .
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数学试题答案
一、选择题

题号 1 2 3 4 5 6 7 8

答案 D C B A B D C D

二、填空题

9． 2 10.311. 2 7

12.
3


13.  2 25 5x y   ，  2 25 5x y   14.
1
2
，    , 4 0, 2  

三、解答题

15. 解：（Ⅰ）因为 ( )f x sin2 cos2x x  2 sin 2 +
4

x    
 

．……………………4 分

所以  f x 的最小正周期
2 .
2

T    ……………………5 分

由 2 2 2
2 4 2

k x k         ，得
3 .
8 8

k x k      

所以  f x 的单调递增区间是
3 , .
8 8

k k k Z       
 

， ……………………7 分

（Ⅱ）因为 0,
2

x     
，所以

52 + ,
4 4 4

x       
.

所以当2
4 2

x  
  ，即

8
x 
 时，函数 取得最大值是 2 .

当
52

4 4
x  
  ，即

2
x 
 时，函数 取得最小值

52 sin 1.
4

  ．

所以  f x 在区间
π0
2

 
  
， 上的最大值和最小值分别为 2 和 1 ．……………………13 分

16. 解：（Ⅰ）乙地对企业评估得分的平均值是  1 97 94 88 83 78 88
5
      ，

方差是          2 2 2 2 21 97 88 94 88 88 88 83 88 78 88 48.4
5

             .

……………………4分

（Ⅱ）从甲、乙两地准备引进的优秀企业中各随机选取 1 个，有  96,97 ， 96,94 ， 96,88 ， 93,97 ， 93,94 ，

 93,88 ，  89,97 ，  89,94 ，  89,88 ，  86,97 ，  86,94 ，  86,88 共 12 组 ，
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……………………8分

设“得分的差的绝对值不超过 5 分”为事件 A，

则事件 A包含有  96,97 ，  96,94 ，  93,97 ，  93,94 ，  93,88 ，  89,94 ，  89,88 ，  86,88 共 8组.

……………………11 分

所以   8 2 .
12 3

P A  

所以得分的差的绝对值不超过 5 分的概率是
2 .
3

……………………13 分

17. （Ⅰ）因为 1
1
2

a  ， 12 1n na S   ，所以 2 1 1
32 1 1 .
2

a S a    

所以 2
3 .
4

a  ……………………2分

所以 3 2 1 2
92 1 1 .
4

a S a a     

所以 3
9 .
8

a  ……………………4分

（Ⅱ）因为 12 1n na S   ，所以 12 1n na S   ，  2n 

所以 1 12 2 .n n n n na a S S a     所以 1 3 .
2

n

n

a
a
  ……………………7分

因为 2

1

3 .
2

a
a

 ……………………8 分

所以数列 na 是首项 1
1
2

a  ，公比是
3
2
的等比数列.

所以

11 3 .
2 2

n

na


   
 

因为 2 2 1n nb a n   ，所以

13 2 1.
2

n

nb n


    
 

……………………9 分

所以 1 2n nT b b b   

0 1 13 3 33 5 2 1
2 2 2

n

n


                 
     

   
0 1 13 3 3 3 5 2 1

2 2 2

n

n
                           

 

  
0 1 13 3 3 3 5 2 1

2 2 2

n

n
                           

 

 
31 2 42
3 21
2

n

n n
      


232 2 2.
2

n

n n     
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所以数列 nb 的前 n项和 232 2 2.
2n

n

n nT      
 

……………………13 分

18.解：（Ⅰ）因为点M ， N 分别是 AE， AD的中点，所以 // .MN DE

因为四边形 为正方形，所以 // .BC DE

所以 // .MN BC

因为MN 平面 ABC， BC 平面 ABC，

所以 //MN 平面 .ABC ……………………4分

（Ⅱ）因为平面 ABE 底面 BCDE，DE BE ，

所以DE 平面 .ABE

因为 BM 平面 ABE，所以 .DE BM

因为 AB AE BE  ，点M 是 AE的中点，所以 .BM AE

因为DE AE E ，DE 平面 ADE， AE 平面 ADE，

所以 BM 平面 .ADE ……………………9 分

（Ⅲ）取BE中点F，连接 AF，DF，过C点作CP DF ，交DE于点P . 则点 P即为所求作的点.

……………………11 分

理由：因为 AB AE BE  ，点 F 是 BE的中点，所以 .AF BE

因为平面 ABE 底面BCDE，所以 AF 平面 .BCDE

所以 AF  .CP

因为CP DF ， AF DF F ，所以CP 平面 .ADF

因为 AD 平面 ADF，所以CP  .AD ……………………14 分

19.解：（Ⅰ）因为椭圆的焦点在 x轴上，过点  0, 1 ，离心率
2
2

e  ，

所以 1b  ，
2 .
2

c
a
 ……………………2 分

所以由
2 2 2a b c  ，得

2 2.a  ……………………3分

所以椭圆C的标准方程是
2

2 1.
2
x y  ……………………4分

（Ⅱ）因为过椭圆的右焦点 F 作斜率为 k 直线 l，所以直线 l的方程是 ( 1)y k x  .

联立方程组

 
2

2

1 ,

1,
2

y k x

x y

  



 

消去 y，得  2 2 2 21 2 4 2 2 0.k x k x k    

显然 0.  设点  1 1,P x y ，  2 2,Q x y ，
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所以

2

1 2 2

4
1 2
kx x
k

 


，

2

1 2 2

2 2 .
1 2
kx x
k


 


……………………7分

因为 x轴平分 MPN ，所以 MPO NPO   .

所以 0.MP NPk k  ……………………9分

所以 1 2

1 2

0.y y
x m x m

 
 

所以    1 2 2 1 0.y x m y x m   

所以      1 2 2 11 1 0.k x x m k x x m     

所以   1 2 1 22 2 0.k x x k km x x km     

所以  
2 2

2 2

2 2 42 2 0.
1 2 1 2
k kk k km km
k k


    
 

所以 2

4 2 0.
1 2
k km

k
 




所以 4 2 0.k km   ……………………12 分

因为 0k  ，

所以 2.m  ……………………13 分

20. 解：（Ⅰ）因为函数   lnf x x a x  ，且 1a  ，

所以   lnf x x x  ，  0, .x 

所以   .f x
x

  
1

1

所以  1 1f  ，   .f  1 2

所以曲线 在 1x  处的切线方程是  y x  1 2 1 ，即 .x y  2 1 0

……………………3分

（Ⅱ）因为函数    ln 0f x x a x x   ，所以   .a x af x
x x

   1

（1）当 a  0时，  f x  0，所以  f x 在  0, 上单调递增.

所以函数  f x 在 1,e 上的最小值是  1 1.f 

（2）当 a  0时，令  f x  0，即 x a 0，所以 .x a 

令  f x  0，即 x a 0，所以 .x a 

（i）当 a  0 1，即 a  1时，  f x 在 1,e 上单调递增，

所以  f x 在 1,e 上的最小值是  1 1.f 
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（ii）当 a e  1 ，即 e a   1时，  f x 在 1, a 上单调递减，在  ,a e 上单调递增，

所以  f x 在 1,e 上的最小值是    ln .f a a a a    

（iii）当 a e  ，即a e  时，  f x 在 1,e 上单调递减，

所以  f x 在 1,e 上的最小值是   .f e e a 

综上所述，当 a  1时，  f x 在 1,e 上的最小值是  1 1.f 

当 e a   1时，  f x 在 1,e 上的最小值是    ln .f a a a a    

当a e  时，  f x 在 1,e 上的最小值是   .f e e a  ……………………7分

（Ⅲ）因为函数    2

1F x f x
x

 ，所以   2

1 ln .a xF x
x x

 

所以当 2a  时，   3

2 4ln .x xF x
x

  

令   2 4lng x x x   ，所以  g x 是单调递减函数.

因为  g  1 1 0，   lng   2 4 2 0，

所以在  1,2 上存在 0x ，使得  g x 0 0，即 0 02 4ln 0.x x  

所以当  ,x x 01 时，   0g x  ；当  ,x x 0 2 时，   0.g x 

即当  ,x x 01 时，   0F x  ；当  ,x x 0 2 时，   0.F x 

所以  F x 在  01, x 上单调递增，在  ,x0 2 上单调递减.

所以当 x x 0时，  F x 取得最大值是   0 0
0 2

0

2ln .x xM F x
x


 

因为 2 4ln 0x x   ，所以

2

0
2 2

0 0 0 0

2 1 1 1 1 1 .
2 2 4 16
xM
x x x x

 
      

 

因为  ,x 0 1 2 ，所以 , .
x

  
 0

1 1
1

2

所以
3 .
2

M  ……………………14 分
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