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2020北京四中高三（上）期中 

数    学 

（试卷满分为 150 分，考试时间为 120 分钟） 

一、选择题（本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分） 

1.已知全集U = R ，集合  12 = xxA ，  2 0B x x= −  ，则 ( )U A B =  

A． { | 2 }x x     B．  0 2x x    

C． { | 0 2}x x     D． { | 2 }x x   

2.下列命题中的假命题．．．是 

A. , sin 2Rx x  =    B. , ln 2Rx x  =      

C. 
2, 0R  x x    D. , 2 0R  xx  

3.已知向量 ( )5,m=a ， ( )2, 2= −b ，若 a b− 与 b 共线，则实数m =  

A. 1−  B. 1  C. 2  D. 5−  

4.已知 ( )f x 是R 上的奇函数，当 0x 时, ( ) 1

2

log=f x x ,则 ( ) 0f x 的解集是 

A． ( )1,0−   B． ( )0,1   C． ( ) ( ), 1 0,1− −   D． ( ) ( )1,0 0,1−   

5.将函数 ( ) sin(2 )
6


= −f x x 的图象向左平移

3


个单位长度，得到函数 ( )g x 的图象，则 ( ) =g x  

A． sin(2 )
6

x


+  B．
2

sin(2 )
3

x


+  

C． cos 2x  D． cos2x−  

6.若 , Ra b ，且 0ab  ，则下列不等式中，恒成立的是  

A． 2 2 2a b ab+    B． 2a b ab+   C．
1 1 2

a b ab
+    D． 2

b a

a b
+   

7.已知三角形 ABC ，那么“ +  −AB AC AB AC ”是“三角形 ABC 为锐角三角形”的 

A．充分而不必要条件   B．必要而不充分条件 

C．充分必要条件                                             D．既不充分也不必要条件  

8.声音的等级 ( )f x （单位：dB）与声音强度 x （单位：
2

/W m ）满足
12

( ) 10 lg
1 10

−
= 



x
f x . 喷气式飞机起飞时，

声音的等级约为140dB；一般说话时，声音的等级约为60dB，那么喷气式飞机起飞时声音强度约为一般说话

时声音强度的 

A．105倍 B．108倍 C. 1010倍 D．1012倍 

9.函数 2sin= −y x x ， ,
2 2


 
− 


 


x 的大致图象是 
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10.已知函数
1, 0,

( )
| ln |, 0.

 + 
= 



ax x
f x

x x
 给出下列三个结论： 

① 当 2= −a 时，函数 ( )f x 的单调递减区间为 ( ,1)− ； 

② 若函数 ( )f x 无最小值，则 a的取值范围为 (0, )+ ； 

③ 若 1a  且 0a ，则 b R，使得函数 ( )y f x b= − 恰有 3 个零点
1x ,

2x ,
3x ，且

1 2 3 1x x x = − .  

其中，所有正确结论的个数是 

A．0 B．1 C．2   D．3 

 

二、填空题（本大题共 5 小题，每小题 5分，共 25 分） 

11.函数 2= −y x 的定义域是_________． 

12.已知
2

 







 
 

，且
3

sin
5

 = . 则 cos =_________， tan
4


 

− 
 

=_________．  

13.已知非零向量 a ，b 满足 | | = | |−a a b ，则
1

2
a b− 与 b 的夹角等于_________．  

14.圆
2 2 2 0+ − + =x y ax 与直线 l 相切于点 (3,1)A ，则圆的半径为_________，直线 l 的方程为_________．  

15.关于 x 的方程 ( ) ( )g x t t= R 的实根个数记为 ( )f t ．若 ( ) lng x x= ，则 ( )f t =_________； 

若
2

, 0,
( )

2 , 0,


= 

− + + 

x x
g x

x ax a x
( )aR ，存在 t 使得 ( 2) ( )f t f t+  成立，则 a 的取值范围是_________．  

三、解答题（本大题共 6 小题，共 85 分） 

16．（本小题满分 14 分） 

在 ABC 中， = 3a ， − = 2b c ，cos = −
1

2
B ． 

（Ⅰ）求 ,b c的值； 

（Ⅱ）求 ( )sin −B C 的值． 
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17．（本小题满分 14 分） 

已知函数 ( ) ( ) 32,3 −=−= xxgxxxf . 

（Ⅰ）求曲线 )(xfy = 在点 (1, (1))f 处的切线方程； 

（Ⅱ）求函数 ( )f x 在 0,2 上的最大值； 

（Ⅲ）求证：存在唯一的 0x ，使得 ( ) ( )00 xgxf = . 

 

 

 

18．（本小题满分 14 分） 

已知函数 2

1 2( ) 2cos sinf x x x = + ． 

（Ⅰ）求 (0)f 的值； 

（Ⅱ）从① 1 1= ， 2 2 = ；② 1 1 = ， 2 1 = 这两个条件中任选一个，作为题目的已知条件， 

求函数 ( )f x 在 ,
2 6

  
− 
 

上的最小值，并直接写出函数 ( )f x 的一个周期. 

 

 

 

 

19．（本小题满分 14 分） 

已知：函数 ( ) sin cos= −f x x x x ． 

（Ⅰ）求 ( ) f ； 

（Ⅱ）求证：当 (0, )
2


x 时，

31
( )

3
f x x ； 

（Ⅲ）若 ( ) cosf x kx x x − 对 (0, )
2


x 恒成立，求实数 k 的最大值． 

 

 

 

 

20．（本小题满分 14 分） 

已知O 为平面直角坐标系的原点，过点 ( 2 0)M − ， 的直线 l 与圆 2 2 1x y+ = 交于 P ，Q 两点． 

（Ⅰ）若
1

2
 = −OP OQ ，求直线 l 的方程； 

（Ⅱ）若 OMP 与 OPQ 的面积相等，求直线 l 的斜率． 

 

  

关注北京高考在线官方微信：北京高考资讯(ID:bj-gaokao)， 获取更多试题资料及排名分析信息。



 4 / 9 

21．（本小题满分 15 分） 

对于集合M ，定义函数
1, ,

( )
1, .

− 
= 


M

x M
f x

x M
对于两个集合M ， N ，定义集合

{ ( ) ( ) 1}M NM N x f x f x =  = − . 已知 {2,4,6,8,10}A ， {1,2,4,8,16}B . 

（Ⅰ）写出 (1)Af 和 (1)Bf 的值，并用列举法写出集合 A B ； 

（Ⅱ）用 ( )Card M 表示有限集合M 所含元素的个数，求 ( ) ( )Card X A Card X B +  的最小值； 

（Ⅲ）有多少个集合对 ( ),P Q ，满足 ,P Q A B ，且 ( ) ( )P A Q B A B   =  ？ 
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2020北京四中高三（上）期中数学 

参考答案 

一、选择题：本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分，请将答案填涂在答题卡上 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

答案 B A D C C D B B D C 

二、填空题：本大题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分 

题号 11 12 13 14 15 

答案  )2,+   4
, 7

5
− −  

2


 

2, 4 0+ − =x y  1， (1, )+  

 

三、解答题（本大题共 6 小题，共 85 分） 

16.解：（Ⅰ）
1

3, 2,cos
2

= − = = −a b c B ，∴由余弦定理
2 2 2 2 cos= + −b a c ac B ， 

∴b＝7，∴c＝b﹣2＝5； 

（Ⅱ）在 ABC 中，
1

cos
2

= −B ，
3

sin
2

 =B ，由正弦定理有：
sin sin

=
c b

C B
，∴

5 3
sin

14
=C ， 

∵ b c，∴ B C ，∴C 为锐角，∴
11

cos
14

=C ， 

∴ ( )sin −B C =sin cos cos sin−B C B C
4 3

7
= ． 

17.解：（Ⅰ）由
3( )f x x x= − ，得

13)( 2 −= xxf
, 

所以 (1) 2f  = ，又 (1) 0f =  

所以曲线 ( )y f x= 在点 (1, (1))f 处的切线方程为： ( )120 −=− xy ， 

即： 022 =−− yx . 

（Ⅱ）令 ( ) 0= xf ，得
3

3
=x . 

( )f x 与 ( )f x 在区间[0,2]的情况如下： 

x  
3

(0, )
3

 
3

3
 

3
( , 2)

3
 

( )xf   - 0 + 

( )xf  

 

极小值 
 

 

因为 ( )0 0,f = ( )2 6,f =  

所以函数 )(xf 在区间  2，0 上的最大值为 6. 
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（Ⅲ）证明：设 ( ) ( ) ( )xgxfxh −= = 333 +− xx ， 

则 ( )( )1132 +−=−= xxxxh 33)( ， 

令 ( ) 0h x = ，得 1x =  . 

( )h x 与 ( )h x 随 x 的变化情况如下： 

x  (−∞,−1) −1 (−1,1) 1 (1,+∞) 

ℎ′(𝑥) + 0 − 0 + 

ℎ(𝑥) ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗ 

 

则 ( )xh 的增区间为 ( )1,−− ， ( )+,1 ，减区间为 ( )1,1− . 

又 ( )1 1 0h =  ， ( ) ( ) 011  hh - ，所以函数 )(xh 在 ( )+,1- 没有零点， 

又 ( ) 03 = -15-h ， 

所以函数 )(xh 在 ( )1,−− 上有唯一零点 0x . 

综上，在 ( )+− , 上存在唯一的 0x ，使得 )()( 00 xgxf = . 

18.解：（Ⅰ） 2(0) 2cos 0 sin 0 2f = + = . 

（Ⅱ）选择条件①. ( )f x 的一个周期为 π . 

2( ) 2cos sin 2f x x x= + (cos2 1) sin 2x x= + +
2 2

2( sin 2 cos2 ) 1
2 2

x x= + + 2 sin 2 ) 1
4

x


= + +（ . 

因为 [ , ]
2 6

x
 

 − ,所以
3 7

2 + [ , ]
4 4 12

x
  
 − .所以 1 sin 2 ) 1

4
x


−  + （ .所以1 2 ( ) 1 2f x−   + . 

当 2 =
4 2

x
 

+ − 时，即
3π

=
8

x − 时， ( )f x 在[ , ]
2 6

 
− 取得最小值1 2− . 

选择条件②. ( )f x 的一个周期为 2π . 

2( ) 2cos sinf x x x= + 22(1 sin ) sinx x= − + 21 17
2(sin )

4 8
x= − − + . 

因为 [ , ]
2 6

x
 

 − ,所以
1

sin [ 1, ]
2

x − . 

所以当 sin = 1x − 时，即
π

=
2

x − 时， ( )f x 在[ , ]
2 6

 
− 取得最小值 1− . 

19.解： ( ) cos (cos sin ) sinf x x x x x x x = − − =  

（Ⅰ） ( ) 0f   =  

（Ⅱ）令
31

( ) ( )
3

g x f x x= − ，则
2( ) sin (sin )g x x x x x x x = − = − ， 

当 (0 )
2

x


 ， 时，设 ( ) sint x x x= − ，则 ( ) cos 1 0t x x = −   

所以 ( )t x 在 (0 )
2

x


 ， 单调递减， ( ) sin (0) 0t x x x t= −  =  
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即sin x x ，所以 ( ) 0g x   

所以 ( )g x 在 (0 )
2


， 上单调递减，所以 ( ) (0) 0g x g = ， 

所以
31

( )
3

f x x ． 

（Ⅲ）原题等价于sin x kx 对 (0 )
2

x ，


恒成立， 

即
sin x

k
x

 对 (0 )
2

x


 ， 恒成立， 

令
sin

( )
x

h x
x

= ，则
2 2

cos sin ( )
( )

x x x f x
h x

x x

−
 = = − ． 

易知 ( ) sin 0f x x x =  ，即 ( )f x 在 (0 )
2


， 单调递增， 

所以 ( ) (0) 0f x f = ，所以 ( ) 0h x  ， 

故 ( )h x 在 (0 )
2


， 单调递减，所以

2
( )
2

k h


 =

． 

综上所述， k 的最大值为
2


． 

20.解：（Ⅰ）依题意，直线 l 的斜率存在， 

因为直线 l 过点 ( 2,0)M − ，可设直线 l ： ( 2)y k x= + ． 

因为 P Q、 两点在圆 2 2 1x y+ = 上，所以 1OP OQ= = ， 

因为
1

2
OP OQ = − ，所以

1
cos

2
OP OQ OP OQ POQ =    = −  

所以 120POQ  = 所以O到直线 l 的距离等于
1

2
． 

所以
2

| 2 | 1

21

k

k
=

+
， 

得
15

15
k =  ， 

所以直线 l 的方程为 15 2 0x y− + = 或 15 2 0x y+ + = ． 

（Ⅱ）（解法一）因为 OMP 与 OPQ 的面积相等，所以 2MQ MP= ， 

设 1 1( , )P x y ， 2 2( , )Q x y ，所以
2 2( 2, )MQ x y= + ，

1 1( 2, )MP x y= + ． 

所以
2 1

2 1

2 2( 2)

2

x x

y y

+ = +


=
即

2 1

2 1

2( 1)

2

x x

y y

= +


=
  （*）； 

因为 P ，Q两点在圆上， 
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 8 / 9 

所以

2 2

1 1

2 2

2 2

1

1

x y

x y

 + =


+ =

把（*）代入，得

2 2

1 1

2 2

1 1

1

4( 1) 4 1

x y

x y

 + =


+ + =

， 

所以

1

1

7

8

15

8

x

y


= −


 = 


，

．

 

所以直线 l 的斜率
15

9
MPk k= =  ，即

15

9
k =  ． 

（解法二）因为 OMP 与 OPQ 的面积相等，所以 2MQ MP= ， 

设 1 1( , )P x y ， 2 2( , )Q x y ，所以
2 2( 2, )MQ x y= + ，

1 1( 2, )MP x y= + ． 

所以 2 12 2( 2)x x+ = + ，即 1 22 2x x− = −   ①； 

联立
2 2

( 2)

1

y k x

x y

= +


+ =
 消去 y 得

2 2 2 2( 1) 4 (4 1) 0k x k x k+ + + − = ． 

由韦达定理知
2

1 2 2

4
,

1

k
x x

k
+ = −

+
  ②

2

1 2 2

4 1

1

k
x x

k

−
 =

+
   ③ 

由①②可知，
2

1 2

6 2

3( 1)

k
x

k

+
= −

+
，

2

2 2

6 2

3( 1)

k
x

k

−
= −

+
， 

带入③得
4 2

2 2 2

36 4 4 1

9( 1) 1

k k

k k

− −
=

+ +
，所以

15

9
k =  ． 

21.解：（Ⅰ） (1)=1Af ， (1)= 1Bf - ， {1,6,10,16}A B = . 

（Ⅱ）根据题意可知：对于集合 ,C X ，①若 a C 且 a X ，则 ( ( { })) ( ) 1Card C X a Card C X =  − ；②

若 a C 且a X ，则 ( ( { })) ( ) 1Card C X a Card C X =  + . 

所以要使 ( ) ( )Card X A Card X B +  的值最小，2，4，8 一定属于集合 X ；1，6，10，16 是否属于 X 不影响

( ) ( )Card X A Card X B +  的值；集合 X 不能含有 A B之外的元素. 

所以当 X 为{1,6,10,16}的子集与{2,4,8}的并集时， ( ) ( )Card X A Card X B +  取到最小值 4.…8 分 

（Ⅲ）因为 { ( ) ( ) 1}A BA B x f x f x =  = − ， 

所以 A B B A =  . 

由定义可知： ( ) ( ) ( )A B A Bf x f x f x =  . 

所以对任意元素 x ，
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B C A B C A B Cf x f x f x f x f x f x  =  =   ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B C A B C A B Cf x f x f x f x f x f x  =  =   . 

所以
( ) ( )( ) ( )A B C A B Cf x f x   = . 

所以 ( ) ( )A B C A B C  =   . 

由 ( ) ( )P A Q B A B   =  知： ( ) ( )P Q A B A B   =  . 
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所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P Q A B A B A B A B     =    . 

所以 P Q  = . 

所以 P Q =，即 P Q . 

因为 ,P Q A B ， 

所以满足题意的集合对（P，Q）的个数为 72 128= . 
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