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2023北京丽泽中学高三 2月月考 

数    学 

2023.02 

一､选择题共 10小题，每小题 4分，共 40分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要

求的一项. 

1. 在复平面内，若复数 Z 对应的点的坐标为
( )2,1

，则 =Z （    ） 

A. 2 i+  B. 2 i−  C. 1 2i+  D. 1 2i−  

2. 已知全集 { 3 3}U x x= −   ，集合 { 2 1}A x x= −   ，则 U A =（    ） 

A. ( 2,1]−  B. ( 3, 2) [1,3)− −  C. [ 2,1)−  D. ( 3, 2] (1,3)− −  

3. 函数 ( ) 2cos 1f x x= − 是（    ） 

A. 最小正周期为 2π的偶函数 

B. 最小正周期为 2π的奇函数 

C. 最小正周期为 π的偶函数 

D. 最小正周期为 π的奇函数 

4. “ 1x  ”是“ ( )ln 2 1 0x −  ”的（    ） 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

5. 在

6

2 2
x

x

 
− 

 
的展开式中，第四项为（    ） 

A. 160 B. 160−  C. 3160x  D. 3160x−  

6. 已知两条不同的直线 ,l m 与两个不同的平面 ,  ，则下列结论中正确的是（    ） 

A. 若 / /l  ， m  = ，则 //l m  

B. 若 ⊥ ， m  = ， l m⊥ ，则 l ⊥  

C. 若m ⊥ ， l m⊥ ，则 / /l   

D. 若m ⊥ ，m  ，则 ⊥  

7. 已知 0.53a = ， 3log 2b = ，
2

tan
3

c


= ，则（    ） 

A. a b c   B. b a c   

C. c a b   D. a c b   

8. 设等差数列 na 的前 n项和为 nS ．若 2 3 0S S  ，则下列结论中正确的是（    ） 

A. 3 0a   B. 2 1 0a a−   
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C. 2 3 0a a+   D. 4 3 5a a a   

9. 已知偶函数 ( )f x 在区间 )0, + 上单调递减．若 ( ) ( )lg 1f x f ，则 x的取值范围是（    ） 

A. 
1

,1
10

 
 
 

 B. ( )
1

0, 1,
10

 
 + 

 
 

C. 
1

,10
10

 
 
 

 D. ( )
1

0, 10,
10


 

 + 
 

 

10. 已知双曲线 C：
2 2

2 2
1

x y

a b
− = （ 0a  ， 0b  ）的左、右顶点分别为 1A ， 2A ，左、右焦点分别为 1F ，

2F ．以线段 1 2A A 为直径的圆与双曲线 C的一条渐近线交于点 M，且点 M在第一象限， 2A M 与另一条渐

近线平行．若 1 21F M = ，则 2 2MA F△ 的面积是（    ） 

A. 
3 3

2
 B. 

7 3

2
 C. 

3 3

4
 D. 

7 3

4
 

二､填空题（共 5小题，每小题 5分，共 25分.） 

11. 函数 ( ) 2 1
4

1
f x x

x
= − +

−
的定义域为__________. 

12. 已知抛物线 C： 2 8x y= ，则抛物线 C的准线方程为______． 

13. 在 ABC 中， 2a = ， 3b = ， 2A B= ，则 cos B = ______． 

14. 在平面直角坐标系中，已知点 ( )2, 2M − ，动点 N满足 1NM = ，记 d为点 N到直线 l：

1 2 0x my m+ + − = 的距离．当 m变化时，直线 l所过定点的坐标为______；d的最大值为______． 

15. 函数 ( ) ( )
1 | |

x
f x x

x
= 

+
R ，给出下列四个结论 

① ( )f x 的值域是 ( 1,1)− ； 

②任意 1 2,x x R 且 1 2x x ，都有
( ) ( )1 2

1 2

0
f x f x

x x

−


−
； 

③任意 1 2, (0, )x x  + 且 1 2x x ，都有
( ) ( )1 2 1 2

2 2

f x f x x x
f

+ + 
  

 
； 

④规定 ( )1 1( ) ( ), ( ) ( )n nf x f x f x f f x+= = ，其中 n N ，则 10

1 1

2 12
f
 

= 
 

． 

其中，所有正确结论的序号是______________． 

三､解答题（共 6小题，共 85分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程.） 

16. 已知函数 ( ) 3sin2 cos2 (0 2)f x x x  = −   ，再从条件①､条件②､条件③中选择一个作为已

知， 
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（1）求 ( )f x 的解析式； 

（2）当
π

0,
2

x
 

  
 

时，关于 x的不等式 ( )f x m 恒成立，求实数m 的取值范围. 

条件①：函数 ( )f x 的图象经过点
π

, 2
3

 
 
 

； 

条件②：函数 ( )f x 的图象可由函数 ( ) 2sin2g x x= 的图象平移得到； 

条件③：函数 ( )f x 的图象相邻的两个对称中心之间的距离为
π

2
. 

注：如果选择条件①､条件②和条件③分别解答，按第一个解答计分 

17. 如图，在多面体 1 1 1ABC A B C 中， 1 14, 2, 3AA AC CC AB= = = = .侧面 1 1ABB A 为矩形，CA ⊥平面

1 1ABB A ， 1CC ⊥平面 ABC ， 

 

（1）求证： 1 1/ /CC AA  

（2）求直线 1 1AC 与平面 1ABC 所成角的正弦值 

（3）求直线 1 1A B 到平面 1ABC 的距离.  

18. 某商家为了促销，规定每位消费者均可免费参加一次抽奖活动，活动规则如下：在一不透明纸箱中有

8 张相同的卡片，其中 4 张卡片上印有“幸”字，另外 4 张卡片上印有“运”字．消费者从该纸箱中不放回地随

机抽取 4 张卡片，若抽到的 4 张卡片上都印有同一个字，则获得一张 10 元代金券；若抽到的 4 张卡片中恰

有 3 张卡片上印有同一个字，则获得一张 5 元代金券；若抽到的 4 张卡片是其他情况，则不获得任何奖

励． 

（1）求某位消费者在一次抽奖活动中抽到的 4 张卡片上都印有“幸”字的概率； 

（2）记随机变量 X为某位消费者在一次抽奖活动中获得代金券的金额数，求 X的分布列和数学期望

( )E X ； 

（3）该商家规定，消费者若想再次参加该项抽奖活动，则每抽奖一次需支付 3 元．若你是消费者，是否

愿意再次参加该项抽奖活动？请说明理由． 

19. 已知函数 ( ) ( )e e 1 , 0x xf x m m x m−= + + −  . 

（1）当 0m = 时，求曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )0, 0f 处的切线方程； 

（2）讨论函数 ( )f x 的单调性； 
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（3）请写出一个实数m 的值，使得对任意的 ( ) ( )0, , 2x f x +  − 恒成立.（结论不要求证明） 

20. 已知椭圆
2 2

: 1
1 6

x y
C

t t
+ =

+ −
的焦点在 x轴上，且离心率为

1

2
 

（1）求实数 t 的值和椭圆C 的方程； 

（2）若垂足为点 P 的相互垂直的两条直线 1 2,L L 均与椭圆C 相切.求证：点 P 在一个圆上. 

21. 设  1 1 1,I a b= ，  2 2 2,I a b= ，…，  ,n n nI a b= ，  1 1 1,n n nI a b+ + += ，是 ( )*1 Nn n+  个互不相同的

闭区间，若存在实数 0x 使得 ( )0 1,2, , 1ix I i n = + ，则称这 1n + 个闭区间为聚合区间， 0x 为该聚合区间

的聚合点． 

（1）已知  1 1,3I = ，  ( )2 2,sin 0I t t = −   为聚合区间，求 t的值； 

（2）已知  1 1 1,I a b= ，  1 2 2,I a b= ，…，  ,n n nI a b= ，  1 1 1,n n nI a b+ + += 为聚合区间． 

（ⅰ）设 0x ， 0y 是该聚合区间的两个不同的聚合点．求证：存在 k，  1,2, , 1j n + ，使得

( ), 1, 2, , 1k j ia b I i n   = +  ； 

（ⅱ）若对任意 p，q（ p q 且 p，  1,2, , 1q n + ），都有 pI ， qI 互不包含．求证：存在不同的 i，

 1 2 1j n +，， ， ，使得 ( )
1

i j i i

n
b a b a

n

−
−  − ． 
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参考答案 

一､选择题共 10小题，每小题 4分，共 40分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要

求的一项. 

1. 【答案】A 

【解析】 

【分析】根据坐标写出复数 Z 的代数形式，进而可求 Z . 

【详解】由已知得 2 iZ = + ， 

2 iZ = − . 

故选：A. 

2. 【答案】D 

【解析】 

【分析】利用补集的定义可得正确的选项． 

【详解】由补集定义可知： { | 3 2U A x x= −   − 或1 3}x  ，即 ( 3, 2] (1,3)U A = − − ， 

故选：D． 

3. 【答案】C 

【解析】 

【分析】利用倍角公式将函数转化为 ( )cos , 0, 0y A x B A  = + +   的形式，然后利用奇偶性的定义

及周期公式可得答案. 

【详解】 ( ) 2 1 cos 2 1 1
cos 1 1 cos 2

2 2 2

x
f x x x

+
= − = − = − ， 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

cos 2 cos 2
2 2 2 2

f x x x f x − = − − = − = ， 

即函数 ( )f x 为偶函数， 

又
2π

π
2

T = = ， 

故函数 ( )f x 为最小正周期为 π的偶函数. 

故选：C. 

4. 【答案】C 

【解析】 

【分析】解不等式 ( )ln 2 1 0x −  ，根据解可得答案. 

【详解】 ( )ln 2 1 0 ln1x −  = ， 

2 1 1x −  ，即 1x  ， 

即 ( )ln 2 1 0 1x x−    ， 
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 “ 1x  ”是“ ( )ln 2 1 0x −  ”的充分必要条件. 

故选：C. 

5. 【答案】D 

【解析】 

【分析】直接根据二项展开式的通项求第四项即可. 

【详解】在

6

2 2
x

x

 
− 

 
的展开式中， 

第四项为 ( ) ( )
3

3 33 2 3 3 3

4 6 6

2
C 2 C 160T x x x

x

 
= − = − = − 

 
. 

故选：D. 

6. 【答案】D 

【解析】 

【分析】在正方体中，通过反例可说明 ABC 错误；由面面垂直的判定可知 D 正确. 

【详解】  

对于 A，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1l CC= ，m AB= ， =平面 1 1ABB A ，  =平面 ABCD， 

则 / /l  ， m  = ，此时 l 与m 异面，A 错误； 

对于 B，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， =平面 ABCD，  =平面 1 1ABB A ，m AB= ， 1l CC= ， 

则 ⊥ ， m  = ， l m⊥ ，此时 //l  ，B 错误； 

对于 C，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1l CC= ，m BC= ， =平面 1 1CDD C ， 

则若m ⊥ ， l m⊥ ，此时 l   ，C 错误； 

对于 D，根据面面垂直的判定定理知：若m ⊥ ，m  ，则 ⊥ ，D 正确. 

故选：D. 

7. 【答案】A 

【解析】 

【分析】根据指数、对数函数的单调性，将 a，b，c与 0 或 1 比较，分析即可得答案. 

【详解】由题意得 0.5 03 3 1a =  = ， 3 3 30 log 1 log 2 log 3 1=   = ，所以0 1b  ， 

又
2

tan 3
3

c


= = − ， 

所以 a b c  . 
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故选：A 

8. 【答案】D 

【解析】 

【分析】根据 2 3 0S S  ，可得 3 0a  ， 2 0a  ，从而可判断 AB，举出反例即可判断 C，根据等差数列

的性质结合基本不等式即可判断 D. 

【详解】解：因为 2 3 0S S  ， 

所以 3 2 3 0S S a− =  ，故 A 错误； 

3 23 0S a=  ，所以 2 0a  ， 

则公差 3 2 2 1 0d a a a a= − = −  ，故 B 错误； 

所以等差数列 na 为递增数列， 

则 4 50, 0a a  ， 3 5a a ， 

则 3 5 3 52a a a a+   ， 

所以 4 3 5 3 52 2a a a a a= +   ， 

所以 4 3 5a a a  ，故 D 正确； 

对于 C，当 1 3, 2a d= − = 时， 

2 31, 1a a= − = ， 2 34 3 0S S= −  = −  。 

此时 2 3 0a a+ = ，故 C 错误. 

故选：D. 

9. 【答案】C 

【解析】 

【分析】根据偶函数的对称性得到 ( )f x 在区间 ( , 0− 上单调递增，再根据函数的奇偶性与单调性将函数

不等式转化为自变量的不等式，解得即可； 

【详解】解：偶函数 ( )f x 在区间 )0, + 上单调递减，所以 ( )f x 在区间 ( , 0− 上单调递增； 

则 ( ) ( )lg 1f x f 等价于 lg 1x  ，即 1 lg 1x−   ， 

即
1

lg lg lg10
10

x  ，解得
1 10

10
x  ，即原不等式的解集为

1
,10

10

 
 
 

； 

故选：C 

10. 【答案】C 

【解析】 

【分析】求得以线段 1 2A A 为直径的圆的方程为 2 2 2x y a+ = ，与渐近线
b

y x
a

= 联立求出点M 的坐标，根
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据 2A M 与另一条渐近线平行可求出 , ,a b c 的关系，然后根据 1 21F M = ，即可求出 , ,a b c 的值，从而可

得出答案. 

【详解】解：由题意 ( ) ( )1 2,0 , ,0A a A a− ， ( ) ( )1 2,0 , ,0F c F c− ， 

则以线段 1 2A A 为直径的圆的方程为 2 2 2x y a+ = ， 

联立

2 2 2x y a

b
y x

a

 + =



=


，解得

2a
x

c

ab
y

c


=


 =


或

2a
x

c

ab
y

c


= −


 = −


， 

又因点 M在第一象限，所以

2

,
a ab

M
c c

 
 
 

， 

因为 2A M 与直线
b

y x
a

= − 平行， 

所以 2

ab

bc

a a
a

c

= −

−

，即
b b

a c a
= −

−
， 

所以 2c a= ，则 2 2 2 23b c a a= − = ， 

因为

2 22

1 21
a ab

F M c
c c

   
= + + =   

  
， 

所以

2 225
21

2 2

a b

a

   
+ =   
  

， 

即
2 2 2 225 25 3

21
4 4 4 4

a b a a
+ = + = ， 

所以 2 3a = ， 

则 2 212, 9c b= = ， 

所以
3 3

,
2 2

M
 
  
 

， ( ) ( )2 23,0 , 2 3,0A F ， 

所以 ( )
2 2

1 3 3 3
2 3 3

2 2 4
MA FS =  −  = . 

故选：C. 
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二､填空题（共 5小题，每小题 5分，共 25分.） 

11. 【答案】 ) ( 2,1 1,2−  

【解析】 

【分析】利用被开方数不小于零，分母不为零列不等式求解. 

【详解】由已知得

24 0

1 0

x

x

 − 


− 
，解得 2 2x−   且 1x  ， 

即函数 ( ) 2 1
4

1
f x x

x
= − +

−
的定义域为 ) ( 2,1 1,2− . 

故答案为： ) ( 2,1 1,2− . 

12. 【答案】 = 2y −  

【解析】 

【分析】根据抛物线的方程求出 p 的值，进一步得出答案. 

【详解】因为抛物线 2: 8C x y= ， 

所以 2 8p = ，∴ 4p =  

所以C 的准线方程为 = 2y − . 

故答案为： = 2y −  

13. 【答案】
3

3
 

【解析】 

【分析】利用正弦定理结合二倍角的正弦公式即可得解. 

【详解】解：在 ABC 中， 

由正弦定理可得
sin sin

a b

A B
= ， 
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即
2 3

sin 2 sinB B
= ，即

2 3

2sin cos sinB B B
= ， 

所以
3

cos
3

B = . 

故答案为：
3

3
. 

14. 【答案】    ①. ( 1, 2)−     ②. 6 

【解析】 

【分析】对直线方程变形可求出直线 l所过定点 P 的坐标，由题意可得动点 N在以 ( )2, 2M − 为圆心，1 为

半径为圆上，所以当MP l⊥ 时，点 N到直线 l的距离最大，最大值为 1MP +  

【详解】由 1 2 0x my m+ + − = ，得 1 ( 2) 0x m y+ + − = ， 

则
1 0

2 0

x

y

+ =


− =
，得

1

2

x

y

= −


=
， 

所以直线 l所过定点 ( 1,2)P − ， 

因为点 ( )2, 2M − ，动点 N满足 1NM = ， 

所以动点 N在以 ( )2, 2M − 为圆心，1 为半径为圆上， 

所以当MP l⊥ 时，点 N到直线 l的距离最大， 

所以 d的最大值为 2 21 (2 1) ( 2 2) 1 6MP + = + + − − + = ， 

故答案为： ( 1, 2)− ，6 

15. 【答案】①② 

【解析】 

【分析】根据绝对值的性质，结合分式型函数的性质、代入法逐一判断即可； 

【详解】①：当 0x  时， 
1

( ) 1
1 1

x
f x

x x
= = −

+ +
， 

当 0x  时，该函数单调递增，所以有 ( ) ( )0 0f x f = ， 

当 0x  时， 因为
1 1

( ) 1 1 1 0
1 1

f x
x x

− = − − = − 
+ +

， 

所以 ( ) 1 0 ( ) 1f x f x−    ，因此当 0x  时， ( )0 1f x  ； 

当 0x  时，
1

( ) 1
1 1

x
f x

x x
= = −

− −
，此时函数单调递增， 

所以有 ( ) ( ) ( )0 0f x f f x   ， 

( )
1

( ) ( 1) 0 1
1

f x f x
x

− − =    −
−

，所以有 ( )1 0f x−   ， 
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所以 ( )f x 的值域是 ( 1,1)− ，故①正确； 

②：不妨设 1 2x x ，由
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2 1 2

1 2

0 0
f x f x

f x f x f x f x
x x

−
  −   

−
， 

所以该函数是实数集上的增函数， 

由①可知：该函数在 0x  时，单调递增，且 ( )0 1f x  ， 

当 0x  时，单调递增，且 ( )1 0f x−   ，所以该函数是实数集上的增函数，符合题意，故②正确； 

③：当任意 1 2, (0, )x x  + 且 1 2x x 时， 

令 1 21, 3x x= = ， ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 3
1 3 52 4

2 2 2 8

f x f x f f ++ +
= = =

， 

( )1 2 2
2

2 3

x x
f f

+ 
= = 

 
，显然

5 2

8 3
 ， 

因此
( ) ( )1 2 1 2

2 2

f x f x x x
f

+ + 
  

 
不成立，故③不正确； 

④：当 0x  时， ( )
1

x
f x

x
=

+
， 

1( ) ( )
1x

f x f x
x

=
+

= ， 

( )2 1
1( ) ( )

2 1
1

1

x

xxf x f f x
x x

x

+= = =
+

+
+

， 

( )3 2
2 1( ) ( )

4 1
2 1

2 1

x

xxf x f f x
x x

x

+= = =
+

 +
+

， 

( )4 3
4 1( ) ( )

8 1
4 1

4 1

x

xxf x f f x
x x

x

+= = =
+

 +
+

， 

于是有
1

( )
2 1

n n

x
f x

x−
=

+
，因此 10 9

9

1
1 1 1 12

12 2 2 514 12
2 1

2

f
 

= = =  
+   +

，故④不正确， 

故答案为：①② 

【点睛】关键点睛：利用分式型函数的性质是解题的关键. 

三､解答题（共 6小题，共 85分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程.） 
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16. 【答案】（1） ( )
π

2sin(2 )
6

f x x= − ;     

（2）[2, )+ . 

【解析】 

【分析】（1）化简 ( )
π

2sin(2 )
6

f x x= − ，若选①，将点
π

, 2
3

 
 
 

代入求得 1 = ，可得答案；选②，根据

三角函数图象的平移变化规律可得 1 = ，可得答案；选②，由函数的最小正周期可确定 1 = ，可得答案； 

（2）由
π

0,
2

x
 

  
 

确定
π π 5π

2 [ , ]
6 6 6

x −  − ，从而求得 ( )f x 的范围，根据不等式恒成立即可确定实数m 的取

值范围. 

【小问 1 详解】 

( )
π

3sin2 cos2 2sin(2 )
6

f x x x x  = − = − ; 

选①：函数 ( )f x 的图象经过点
π

, 2
3

 
 
 

，则
π π

2sin(2 ) 2
3 6

 − = ， 

所以
π π π

2 2 π, Z
3 6 2

k k − = +  ，则 1 3 , Zk k = +  ， 

由0 2  ，可得 1 = ，则 ( )
π

2sin(2 )
6

f x x= − ； 

选②：函数 ( )f x 的图象可由函数 ( ) 2sin2g x x= 的图象平移得到， 

即 ( )
π

2sin(2 )
6

f x x= − 的图象可由函数 ( ) 2sin2g x x= 的图象平移得到， 

则 1 = ，则 ( )
π

2sin(2 )
6

f x x= − . 

选③：函数 ( )f x 的图象相邻的两个对称中心之间的距离为
π

2
， 

则函数的最小正周期为 π，故
2π

2 2, 1
π

 = =  = ， 

故 ( )
π

2sin(2 )
6

f x x= − . 

【小问 2 详解】 

当
π

0,
2

x
 

  
 

时，
π π 5π

2 [ , ]
6 6 6

x −  − ,则
π 1

sin(2 ) [ ,1]
6 2

x −  − ， 

故 ( )
π

2sin(2 ) [ 1,2]
6

f x x= −  − ， 

又当
π

0,
2

x
 

  
 

时，关于 x的不等式 ( )f x m 恒成立，故 2m  , 
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即实数m 的取值范围为[2, )+ . 

17. 【答案】（1）证明见解析；     

（2）
4

5
；     

（3）
8 5

5
. 

【解析】 

【分析】（1）先由线线垂直的判定定理证明 1AA ⊥平面 ABC ，进而证明 1 1/ /CC AA ； 

（2）建系，利用空间向量计算线面角的正弦值即可； 

（3）将线面距转化为点面距，利用空间向量计算即可. 

【小问 1 详解】 

证明： 1 1ABB A 为矩形, 

1AA AB ⊥ , 

CA ⊥平面 1 1ABB A ， 1AA 平面 1 1ABB A ， 

1CA AA ⊥ ， 

又 AB 平面 ABC ， AC  平面 ABC ， AB AC A = ， 

1AA ⊥平面 ABC ，又 1CC ⊥平面 ABC  

1 1/ /CC AA ； 

【小问 2 详解】 

如图所示，以A 为原点， 1, ,AB AC AA 分别为 x轴、 y 轴、 z 轴建系. 

 

则 (0,0,0)A ， (3,0,0)B ， 1(0,4,2)C ， 1(0,0,4)A ， 

所以
1 1 (0,4, 2)AC = − ， (3,0,0)AB = ，

1 (0,4,2)AC = ， 

设平面 1ABC 的一个法向量为 ( , , )n x y z= ， 

则

1

0

0

n AB

n AC

  =


 =

，即
3 0

4 2 0

x

y z

=


+ =
， 
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得 0x = ，取 1y = − ，则 2z = ， 

即 (0, 1,2)n = − ， 

设直线 1 1AC 与平面 1ABC 所成角为 ， 

则 1 1
2 2 2 2 2 2

0 0 4 ( 1) ( 2) 2 8 4
sin cos ,

10 50 4 ( 2) 0 ( 1) 2
AC n

 +  − + −  −
= = = =

+ + −  + − +
， 

即直线 1 1AC 与平面 1ABC 所成角的正弦值
4

5
； 

【小问 3 详解】 

因为 1 1ABB A 为矩形， 

所以 1 1/ /AB A B ，又 AB 平面 1ABC ， 1 1A B 平面 1ABC ， 

所以 1 1 //A B 平面 1ABC ， 

直线 1 1A B 到平面 1ABC 的距离即为点 1A 到平面 1ABC 的距离 

1 1

4 2 8 5
cos , 4

54 5
d AA AA n


=  =  =


 

18. 【答案】（1）
1

70
     

（2）分布列见解析， ( )
18

7
E X =      

（3）不愿意，理由见解析 

【解析】 

【分析】（1）根据古典概型的概率公式计算可得； 

（2）依题意 X 的可能取值为 0 、5、10，求出所对应的概率，列出分布列，即可求出数学期望； 

（3）记随机变量Y 为消费者在一次抽奖活动中的收益，则 3Y X= − ，根据期望的性质求出 ( )E Y ，即可

判断； 

【小问 1 详解】 

解：记“某位消费者在一次抽奖活动中抽到的 4 张卡片上都印有“幸”字”为事件A ， 

则 ( ) 4

8

1 1

C 70
P A = = ，所以某位消费者在一次抽奖活动中抽到的 4 张卡片上都印有“幸”字的概率为

1

70
； 

【小问 2 详解】 

解：依题意随机变量 X 的所有可能取值为 0 、5、10； 

则 ( )
2 2

4 4

4

8

C C 18
0

C 35
P X


= = = ， 
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( )
3 1 3 1

4 4 4 4

4

8

C C C C 16
5

C 35
P X

 + 
= = = ， 

( )
4 0 0 4

4 4 4 4

4

8

C C C C 1
10

C 35
P X

 + 
= = = ， 

所以 X 的分布列为： 

X  0  5  10  

P  
18

35
 

16

35
 

1

35
 

所以 ( )
1 16 18 18

10 5 0
35 35 35 7

E X =  +  +  =  

【小问 3 详解】 

解：记随机变量Y 为消费者在一次抽奖活动中的收益，则 3Y X= − ， 

所以 ( ) ( ) ( )
18 3

3 3 3 0
7 7

E Y E X E X= − = − = − = −  ， 

所以我不愿意再次参加该项抽奖活动； 

19. 【答案】（1） 1y =      

（2）答案详见解析 

    （3）[ e,0]− 中任一值均可 

【解析】 

【分析】（1）先求 (0)f ，再通过求导求 (0)f  得到切线斜率，由点斜式写出切线方程即可； 

（2）当 0m = 时，直接求得 ( )f x 的单调性；当 1 0m−   时，求出 ( )f x 的两个变号零点，讨论两个零点

的大小关系，求出相应的单调区间即可； 

（3）由第（2）问讨论的单调性，分别求出 ( )f x 在 ( )0, + 上的最小值，判断使其满足 min( ) 2f x  − 时的m

的取值集合，从中任取一值写出即可. 

【小问 1 详解】 

当 0m = 时， ( ) exf x x= − ， ( ) e 1xf x = − ， 

则 (0) 1f = ， (0) 0f  = ， 

所以曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )0, 0f 处的切线方程为 1y = . 

【小问 2 详解】 

若 0m = ，则 ( ) e 1xf x = −  

令 ( ) 0f x = ，得 0x = ， 

当 0x  时， ( ) 0f x  ；当 0x  时， ( ) 0f x  . 
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即 ( )f x 在 ( ,0)− 上单调递减，在 (0, )+ 上单调递增. 

若 0m  ，则 ( ) e e 1x xf x m m− −= + −  

令 ( ) 0f x = ，则 e e 1 0x xm m− + − =− ， 

等价于 2e ( 1)e 0x xm m+ − − = ， 

即 (e )(e 1) 0x xm+ − = ， 

得 1 20, ln( )x x m= = − . 

若 1 2x x ，即 1m  − ， 

则 ( )f x 在 ( ,0)− 单调递增，在 (0, ln( ))m− 单调递减，在 (ln( ), )m− + 单调递增. 

若 1 2x x= ，即 1m = − ， 

则 ( )f x 在R 上单调递增. 

若 1 2x x ，即 1 0m−   ， 

则 ( )f x 在 ( , ln( ))m− − 单调递增，在 (ln( ),0)m− 单调递减，在 (0, )+ 单调递增. 

综上所述：当 1m  − 时， ( )f x 在 ( ,0)− 单调递增，在 (0, ln( ))m− 单调递减，在 (ln( ), )m− + 单调递

增； 

当 1m = − 时， ( )f x 在R 上单调递增； 

当 1 0m−   时， ( )f x 在 ( , ln( ))m− − 单调递增，在 (ln( ),0)m− 单调递减，在 (0, )+ 单调递增； 

当 0m = 时， ( )f x 在 ( ,0)− 上单调递减，在 (0, )+ 上单调递增. 

【小问 3 详解】 

由（2）知，当 1 0m−   时， ( )f x 均在 (0, )+ 上单调递增， 

此时 ( ) (0) 1 0f x f m = +  ，故满足对任意的 ( ) ( )0, , 2x f x +  − 恒成立. 

当 1m  − 时， ( )f x 在 (0, ln( ))m− 单调递减，在 (ln( ), )m− + 单调递增， 

此时 min( ) (ln( )) ( 1) ln( ) 1f x f m m m m= − = − − − − ， 

令 ( ) ( 1) ln( ) 1g m m m m= − − − − ， 

则
1

( ) ln( ) 0g m m
m

 = − −  ，即 ( )g m 在 ( , 1)− − 单调递增. 

又 ( e) e 1 e 1 2g − = − − + − = − ， 

故当 e 1m−   − 时，都有 ( ) 2-g m  ，即 min( ) 2-f x  ， 

也即对任意的 ( ) ( )0, , 2x f x +  − 恒成立. 

故m 的取值集合为[ e,0]− . 

写出[ e,0]− 中任一值均可. 
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20. 【答案】（1） 3t = ,
2 2

1
4 3

x y
+ =      

（2）证明见解析. 

【解析】 

【分析】（1）根据椭圆的焦点在 x轴上，确定其 2 2,a b 的值，计算出 2c ，再代入离心率计算求解即可； 

（2）设点 P 坐标和直线 1 2,L L 的方程，由于 1 2,L L 垂直，且当斜率存在时，斜率可用同一参数 k 表示，根据

1 2,L L 均与椭圆C 相切，通过联立方程Δ 0= ，分别得到 ,m n 与 k 的关系式，再利用点 P 坐标表示 ,m n 代入，

最后消去 k ，即可得证，最后再检验一下斜率不存在的时候 

【小问 1 详解】 

因为椭圆焦点在 x轴上， 

所以 2 1a t= + ， 2 6b t= − ，则 2 2 2 2 5c a b t= − = − . 

又因为
2

2

2 5 1

1 2

c c t
e

a a t

−
= = = =

+
，  

所以 3t = . 

椭圆C 的方程为
2 2

1
4 3

x y
+ = . 

【小问 2 详解】 

设 0 0( , )P x y ，当直线 1 2,L L 斜率存在时，设 1 :L y kx m= + ， 2

1
:L y x n

k
= − + . 

联立椭圆C 与直线 1L 的方程， 

2 2

1
4 3

x y

y kx m


+ =


 = +

，整理得 2 2 2(3 4 ) 8 4 12 0k x kmx m+ + + − = . 

由题可知，
2 2 2(8 ) 4(3 4 )(4 12) 0 = − + − =km k m ， 

化简得 2 24 3m k= + ①. 

同理，联立椭圆C 与直线 2L 的方程可得
2

2

4
3n

k
= + ②. 

因为点 P 是直线 1 2,L L 的交点， 

所以有 0 0y kx m= + ， 0 0

1
y x n

k
= − + ， 

变形得 0 0m y kx= − ， 0
0

x
n y

k
= + ， 

分别代入①②两式得 

2 2 2 2

0 0 0 02 4 1k x y kx y k+ − = + ③ 
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2 2 2 2

0 0 0 02 4 3x k y kx y k+ + = + ④ 

③+④得
2 2 2 2 2

0 0( 1) ( 1) 7( 1)k x k y k+ + + = + ， 

即
2 2

0 0 7x y+ = . 

故此时点 P 在圆
2 2 7x y+ = 上. 

当直线 1L 斜率不存在时，直线 2L 斜率为 0. 

此时直线 1L 的方程为 2x =  ，直线 2L 的方程为 3y =  ， 

则点 P 的坐标为 (2, 3) 或 (2, 3)− 或 ( 2, 3)− 或 ( 2, 3)− − ， 

均满足圆
2 2 7x y+ = 的方程. 

综上：点 P 在圆
2 2 7x y+ = 上. 

【点睛】方法点睛：求动点的轨迹方程，可设动点坐标，由动点所在直线方程入手，由已知条件通过联立

方程得到参数间的关系，消去多余的未知参数，化简求得动点坐标满足的恒等式，并注意讨论直线斜率不

存在的情况是否同样成立. 

21. 【答案】（1）
2

t


=      

（2）证明见解析 

【解析】 

【分析】（1）根据题意可得当且仅当 sin 1t = 时成立即可得
2

t


= ； 

（2）（ⅰ）设 0 0x y ，根据区间端点的大小关系证明所有区间都包含 0 0,x y 即可； 

（ⅱ）先分析可得 1n + 个互不相同的集合的区间端点的大小关系，再设 1 2 1... na a a +  ，再根据区间端点

的最小距离为 l  ，累加即可证明 ( )
1

i j i i

n
b a b a

n

−
−  −  

【小问 1 详解】 

由0 t   可得0 sin 1t  ，又 1I ， 2I 为聚合区间，由定义可得 1 2I I  ，故当且仅当 sin 1t = 时成

立，故
2

t


=  

【小问 2 详解】 

（ⅰ）由 0x ， 0y 是该聚合区间的两个不同的聚合点，不妨设 0 0x y ，因为 ( )0 1,2, , 1ix I i n = + ，故

1 2 1 0, ... na a a x+  ，又 ( )0 1,2, , 1iy I i n = + ，故 0 1 2 1, ... ny b b b + ，不妨设 1 2 1, ... na a a + 中的最大值为

ka ， 1 2 1, ... nb b b + 中最小值为 jb ，则 1 2 1 0 0 1 2 1, ... , ...n k j na a a a x y b b b b+ +     ，即

1 2 1 1 2 1, ... , ...n k j na a a a b b b b+ +   ，故存在区间 ( ), 1, 2, , 1k j ia b I i n   = +   
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（ⅱ）若存在 ( ) ,s ta a s t=   则 s tI I 或 t sI I ，与已知条件矛盾 

不妨设 1 2 1... na a a +  ，则 ( )1 1,2,...k kb b k n+ =  

否则，若 1k kb b + ，则 1k kI I+  ，与已知条件矛盾 

取  2 1 3 2 1 2 1 3 2 1min , ... , , ...n n n nl a a a a a a b b b b b b+ += − − − − − − ，设  1 2 1m n +，， ，  

当 1m ma a l+ − = 时， ( ) ( ) ( )1 1 2 1... 1m m mb b b b b b m l−− = − + −  − ， 

( ) ( ) ( )1 1 1... 1n m n n m ma a a a a a n m l+ + +− = − + −  − +  

又 1 1nb a + ，所以 1 1 0na b+ −  ，所以 ( ) ( )1 1m m m n mb a b b a a nl+−  − + −  ， 

即 1
m m

m m

b a
a a

n
+

−
−  ，所以 ( ) ( )1 1

1
m m m m m m m m

n
b a b a a a b a

n
+ +

−
− = − − −  − ， 

此时取 , 1i m j m= = + ，则 ( )
1

i j i i

n
b a b a

n

−
−  − ， 

当 1m mb b l+ − = 时，同理可取 1,i m j m= + = ，使得 ( )
1

i j i i

n
b a b a

n

−
−  − ， 

综上，存在不同的 i，  1 2 1j n +，， ， ，使得 ( )
1

i j i i

n
b a b a

n

−
−  −  

【点睛】本题主要考查了新定义的集合类证明，可根据题意先画数轴分析题目中区间的关系，再凑出所需

证明的不等式即可,属于难题 
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