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海淀区2022—2023学年第一学期期末练习 

高三数学 

参考答案 

一、选择题 

题目 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

答案 D A D B C B C A D B 

 二、填空题 

（11）
1

( ,0)
2

      （12） 8−      （13）
2 3

3
  

（14） 3y x=  ； (1,2]    （15）①②④ 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程。 

（16）（本小题13分） 

解：（Ⅰ） ( )f x 的解析式为 ( ) sin(2 )
6

f x x


= + ， 

单调递增区间为[ , ] ( )
3 6

k k k
 

 −  + Z .  

（Ⅱ）由（Ⅰ）可知
1

( ) sin(2 )
6 2

f B B


= + = ， 

 因为0 B  ，   

 所以 2 2
6 6 6

B
  
 +   + . 

 所以 2
6 6

B
 

+ = . 

 即
3

B


= .   

 由余弦定理得 2 2 2 2 cosb a c ac B= + − .   

 即 2 212 a c ac= + − . 

 即 212 ( ) 3a c ac= + − . 

 即12 36 3ac= − . 

 即 8ac = .         

 所以
1

sin 2 3
2

ABCS ac B= =△ .  
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（17）（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ）取 PD中点 N ，连接 ,AN MN .  

在 PCD△ 中， ,M N 分别为 ,PC PD的中点，所以 MN DC ，
1

=
2

MN DC ， 

因为 AB DC ，
1

=
2

AB DC ， 

所以 AB MN ， =AB MN . 

所以四边形 ABMN 为平行四边形，因此 BM AN . 

又因为 BM 平面 PAD ， AN 平面 PAD ， 

所以 BM 平面 PAD .   

（Ⅱ）选择条件① 

因为 PD ⊥平面 ABCD， ,AD DC 平面 ABCD， 

所以 PD AD⊥ ， PD DC⊥ . 又因为 AD DC⊥ ， 

所以建立如图空间直角坐标系 D xyz− ．  

因为 PD ⊥平面 ABCD， BD 平面 ABCD， 

所以 PD BD⊥ . 

所以在Rt PBD△ 中， 1PD = ， 3PB = ，可得 2BD = . 

在Rt ABD△ 中， 1AD = ， 2BD = ，所以 1AB = ,又因为
1

2
AB DC= ，所以 2DC = . 

由题意得 (0,0,0)D , (1,0,0)A , (1,1,0)B , (0,2,0)C , (0,0,1)P ,
1

(0,1, )
2

M ， 

所以 (1,0,0)DA = ，
1

(0,1, )
2

DM = ， (1,1,0)DB = .   

设平面 BDM 的法向量为 ( , , )x y z=n ， 

所以
0,

0,

DM

DB

  =


 =

n

n
 即

1
0,

2

0.

y z

x y


+ =


 + =

   

令 1y = − ，则 1, 2x z= = . 

所以平面 BDM 的一个法向量为 (1, 1,2)= −n .  

易知 DA为平面 PDM 的一个法向量.  

所以
1 6

cos ,
6| | | | 6 1

DA
DA

DA


 = = =

 

n
n

n
.   

因为二面角 P DM B− − 为钝角，所以二面角 P DM B− − 的余弦值为
6

6
− .  

 

N

B

M

D
C

A

P
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y
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M

D
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选择条件② 

因为 PD ⊥平面 ABCD， ,AD DC 平面 ABCD，所以 PD AD⊥ ， PD DC⊥ ，又因为

AD DC⊥ ，所以建立如图空间直角坐标系 D xyz− ．  

取CD的中点 E ，连接 BE . 

因为 AB DC ，
1

=
2

AB DC ，所以 AB DE ， =AB DE ， 

又因为 AD DC⊥ ，所以四边形 ABED 为矩形.  

在 BCD△ 中，因为 BD BC⊥ ，所以
1

2
BE DC= . 

又因为
1

2
AB DC= ，所以 AB BE= . 

所以四边形 ABED 为正方形，即 1AB AD= = ， 2DC = . 

由题意得 (0,0,0)D , (1,0,0)A , (1,1,0)B , (0,2,0)C , (0,0,1)P ,
1

(0,1, )
2

M ， 

所以 (1,0,0)DA = ，
1

(0,1, )
2

DM = ， (1,1,0)DB = .   

设平面 BDM 的法向量为 ( , , )x y z=n ， 

所以
0,

0,

DM

DB

  =


 =

n

n
 即

1
0,

2

0.

y z

x y


+ =


 + =

  

令 1y = − ，则 1, 2x z= = . 

所以平面 BDM 的一个法向量为 (1, 1,2)= −n .  

易知 DA为平面 PDM 的一个法向量.  

所以
1 6

cos ,
6| | | | 6 1

DA
DA

DA


 = = =

 

n
n

n
.  

因为二面角 P DM B− − 为钝角，所以二面角 P DM B− − 的余弦值为
6

6
− . 

（18）（本小题 14 分） 

解：（Ⅰ）由图可知，亩产量是 400 kg 的概率约为0.005 50 0.25 = ，亩产量是 450 kg 的概率约为 

0.01 50 0.5 = ，亩产量是 500 kg 的概率约为0.005 50 0.25 = . 

估计 H 地区明年每亩冬小麦统一收购总价为 1500 元的概率为0.25 0.6 0.15 = . 

（Ⅱ） X 的所有可能取值为 960，1080，1200，1350，1500. 

( 960) 0.25 0.4 0.1P X = =  = ， ( 1080) 0.5 0.4 0.2P X = =  = ，

( 1200) 0.25 0.4 0.25 0.6 0.1 0.15 0.25P X = =  +  = + = ， 

( 1350) 0.5 0.6 0.3P X = =  = ， ( 1500) 0.25 0.6 0.15P X = =  = . 
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X 的分布列为 

X 960 1080 1200 1350 1500 

P 0.1 0.2 0.25 0.3 0.15 

( ) 960 0.1 1080 0.2 1200 0.25 1350 0.3 1500 0.15 1242E X =  +  +  +  +  = . 

（3）建议农科所推广该项技术改良.   

设增产前每亩冬小麦产量为 kg，增产后每亩冬小麦产量为 kg，则 50. = +  

设增产后的每亩冬小麦总价格为 Y元， 

由分析可知 ( ) ( ) 50 (2.4 0.4 3 0.6)E Y E X= +   +   

所以增产的 50 kg 会产生增加的收益是50 (2.4 0.4 3 0.6) 138 125  +  =  ，故建议农科所推广该项

技术改良. 

19. （本小题 14 分） 

（Ⅰ）解法一：0 是 ( )f x 的极小值点，   

理由如下：  

当 0x  时， ln( 1) 0x +  ，所以 ( ) ln( 1) 0f x x x= +  .    

当 1 0x−   时，0 1 1x +  ，可知 ln( 1) 0x +  ，所以 ( ) ln( 1) 0f x x x= +  . 

而 (0) 0f = ，   

由极小值点的定义知，0 是 ( )f x 的极小值点.   

（Ⅰ）解法二：0 是 ( )f x 的极小值点，   

理由如下：  

对函数求导得 ( ) ln( 1)
1

x
f x x

x
 = + +

+
.  

 当 0x  时， ln( 1) 0, 0
1

x
x

x
+  

+
， 

 所以 ( ) 0f x  .                   

当 1 0x−   时，0 1 1x +  ，可知 ln( 1) 0, 0
1

x
x

x
+  

+
， 

 所以 ( ) 0f x  .          

所以 ( )f x 在区间 (0, )+ 上单调递增,在区间 ( 1,0)− 上单调递减.               

所以 0 是 ( )f x 的极小值点. 

（Ⅱ）证明：
2

( ) 1
1

2

f x
x

x
 − + 等价于

ln( 1) 1
1

2

x
x

x

+
 − + ，即 

21
ln( 1)

2 0

x x x

x

+ + −

 . 

 记 21
( ) ln( 1) ( 1)

2
g x x x x x= + + −  − .    

 求导得
21

( ) 1
1 1

x
g x x

x x
 = + − =

+ +
.   

 当 1x  − 时易知 ( ) 0g x  ，所以函数 ( )g x 在区间 ( 1, )− + 上单调递增. 

    又 (0) 0g = ，   

 可得当 0x  时， ( ) (0) 0g x g = ，                    
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 即当 0x  时，不等式 21
ln( 1) 0

2
x x x+ + −  成立. 

 即当 0x  时，不等式
2

( ) 1
1

2

f x
x

x
 − + 成立.   

当 1 0x−   时， ( ) (0) 0g x g = ，  

 即当 1 0x−   时，不等式 21
ln( 1) 0

2
x x x+ + −  成立. 

 即当 1 0x−   时，不等式
2

( ) 1
1

2

f x
x

x
 − + 成立. 

 综合上述，不等式
2

( ) 1
1

2

f x
x

x
 − + 成立.   

（20）（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）将点 ( 2,1)P − ， (2 2,0)Q 坐标带入椭圆 E的方程，得 

2 2

2

4 1
1,

8
1.

a b

a


+ =


 =


  解得 2 28, 2a b= = .  

所以椭圆 E 的方程为
2 2

1
8 2

x y
+ = . 

（Ⅱ）若直线 l 斜率不存在，即直线 l 为 0x = 时， A 和M 点重合， B 和 N 点重合，分别为椭圆 

的上下顶点 (0, 2),(0, 2)− ，此时 | | | | (2 2) (2 2) 2GM GN = −  + = ，符合题意. 

若直线 l 斜率存在，设直线 AB 的方程为 2y kx= + ， 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ( 1 2x  − 且 2 2x  − ). 

联立方程 2 2

2

1
8 2

y kx

x y

= +



+ =


得， 2 2(4 1) 16 8 0k x kx+ + + = . 

2 2 2(16 ) 32(4 1) 32(4 1) 0k k k = − + = −  ， 2 1

4
k  ，即

1

2
k  或

1

2
k  − . 

1 2 2

16

4 1

k
x x

k

−
+ =

+
， 1 2 2

8

4 1
x x

k
=

+
. 

1

1

1

2
PA

y
k

x

−
=

+
，所以直线 PA 的方程为 1

1

1
( 2) 1

2

y
y x

x

−
= + +

+
，取 0x = 得 1

1

2( 1)
(0, 1)

2

y
M

x

−
+

+
. 

同理可得 2

2

2( 1)
(0, 1)

2

y
N

x

−
+

+
. 

由 | | | | 2GM GN = 得 1 2

1 2

2( 1) 2( 1)
1 2 1 2 2

2 2

y y

x x

− −
+ −  + − =

+ +
， 

即 1 2

1 2

2( 1) 2( 1)
1 1 2

2 2

kx kx

x x

+ +
−  − =

+ +
. 

所以 2 1 2

1 2

(2 1) 2
2 2

x x
k

x x
−  =

+ +
， 
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即 2 1 2

1 2 1 2

(2 1) 2
2( ) 4

x x
k

x x x x
− =

+ + +
. 

2
2

2 2

8

4 1(2 1) 2
8 32

4
4 1 4 1

kk
k

k k

+− =

− +
+ +

， 

即
2

2

(2 1)
1

4 8 3

k

k k

−
=

− +
， 

因为
1

2
k  ， 

所以得
| 2 1|

1
| 2 3 |

k

k

−
=

−
， 

即 1k = . 

经检验符合题意，此时直线 l 为 2y x= + . 

综上所述，直线 l 的方程为 0x = 或 2y x= + . 

（21）（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）1,2,1 和 3,1.    

（Ⅱ） ( )S Q 的最小值为 7.   

首先证明 ( ) 7S Q ≥ ：由题知 2 6nC ≥ 得 4n  . 

① 当 4n = 时，应有数列中各项均不相同，此时有 ( ) 1 2 3 4 10S Q  + + + = ；  

② 当 5n = 时，由于数列中各项必有不同的数，进而有 ( ) 6S Q  . 若 ( ) 6S Q = ，满足上述要求 

的数列中有四项为 1，一项为 2，此时 ( ) 4T Q  ，不符； 

    ③ 当 n≥6时，同②可得 ( )S Q ≥7 . 

综上所述，有 ( )S Q ≥7 . 同时当Q为 2,2,1,1,1 时， ( )S Q = 7，所以 ( )S Q 的最小值为 7.   

（Ⅲ） ( )T Q 的最大值为 511566.   

下面分五步证明当 ( )T Q 最大时，数列 Q应满足： 

① 存在大于 1 的项，否则此时有 ( ) 0T Q = ； 

② 1na = ，否则将 na 拆分成 na 个 1 后 ( )T Q 变大； 

③ 当 1,2, , 1t n= − 时，有 1t ta a +≥ ，否则交换 1,t ta a + 的顺序后 ( )T Q 变为 ( ) 1T Q + .   

进一步有 1 {0,1}t ta a +−  ，否则有 1 2t ta a + +≥ ，此时将 ta 改为 1ta − ，并在数列末尾添加一项 

1，此时 ( )T Q 变大； 

④ 各项只能为 2 或 1，否则由①②③可得数列 Q中存在相邻的两项 13,  2t ta a += = ，设此时 Q 

中有 x 项为 2，则将 ta 改为 2，并在数列末尾添加一项 1 后， ( )T Q 的值至少变为 ( )T Q x+ +  

1 ( ) 1x T Q− = + ; 

⑤ 由上可得数列 Q为 2,2, ,2,1,1, 1的形式, 设其中有 x 项为 2, 有 y 项为 1, 则有 2 2023x y+ = , 
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从而有 2( ) (2023 2 ) 2 2023T Q xy x x x x= = − = − + ，由二次函数性质可得，当且仅当
506

1011

x

y

=


=
 时， 

( )T Q 最大，为 511566.  

综上可得 ( )T Q 的最大值为 511566. 
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北京高考在线平台一直秉承‘’精益求精、专业严谨‘’的建设理念，不断探索“K12
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平台自创办以来，为众多重点大学发现和推荐优秀生源，和北京近百所中学达成合作关

系，累计举办线上线下升学公益讲座数百场，帮助数十万考生顺利通过考入理想大学，在家

长、考生、中学和社会各界具有广泛的口碑影响力

未来，北京高考在线平台将立足于北京新高考改革，基于对北京高考政策研究及北京高

校资源优势，更好的服务全国高中家长和学生。
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