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高二第一学期期末试卷 

数学 

                  （清华附中高 22 级）           2024.1 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、 选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合

题目要求的一项。 

（1）设集合 {1,2,3,4,5,6,7,8,9}A= ， { | =2 , }xB y y x A=  ，则 A B 等于(     ) 

(A) {2,4}  (B) {2,4,8}  (C) {2,4,6,8}  (D) {2,4,6,8,9}  

（2）
2 51

( )x
x

− 的展开式中 x项的系数为(     ) 

(A) 10−           (B) 5−              (C) 5              (D) 10   

（3）双曲线
2

2

2
1

x
y

a
− = 的焦距为 4，则其渐近线方程为(     ) 

(A) 5y x=       (B) 3y x=         (C) 
3

3
y x=       (D) 

5

5
y x=   

（4）已知函数
1

( )f x x
x

= − ，则下列说法中正确的是(     ) 

(A) 
1

(2)= ( )
2

f f                    (B) ( )f x 的图像关于原点对称   

(C) ( )f x 在定义域内是增函数      (D) ( )f x 存在最大值  

（5）在△ ABC 中， 5AB = ， 3BC = ，
3

sin
5

BAC = ，则 AB CB 等于(     ) 

(A) 16−           (B) 9−              (C) 9              (D) 16  

（6）已知底面边长为 2 的正四棱柱 1 1 1 1
ABCD A B C D− 的体积为8 3 ，则直线 AC 与 1A B 所

成角的余弦为(     )  

(A) 
3

2
          (B) 

2

2
             (C) 

3

4
           (D) 

2

4
 

（7）已知点 F 是双曲线C ： 2 2 1x y− = 的一个焦点，直线 :l y kx= ，则“点F 到直线 l 的

距离大于 1”是“直线 l 与双曲线 C 没有公共点”的(     ) 

(A) 充分不必要条件 (B) 必要不充分条件 

(C) 充分必要条件 (D) 既不充分也不必要条件 
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（8）已知数列{ }na 的前 n项和为 nS ，满足 2 1( 1,2,3, )n nS a n= − = ，则下列结论中正确

的是 (     ) 

(A) 2n

na =    (B) 
12 2n

nS += −  

(C) 数列 2{log }na 的前 n项和为
2 1

2

n −
     (D) 数列{ }n

n

S

a
是递增数列 

（9）已知直线 1 : 0l mx y+ = 恒过定点 A，直线 2 : 2 0l x my− − = 恒过定点 B，且直线 1l 与

2l 交于点 P，则点 P 到点 (0,2 2) 的距离的最大值为(     ) 

(A) 4              (B) 2 3              (C) 3 (D) 2 

（10）已知函数
2 2 , 0

( )
ln( 1), 0

x x x
f x

x x

 − 
= 

+ 
.若不等式 ( ( ) | |) 0x f x a x−  对任意实数 x恒成立，

则 a 的取值范围是(     ) 

(A) (0,1]    (B) (0,2]             (C) [1,2]           (D) [1, )+  

    

 

第二部分（非选择题  共 110 分） 

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分。 

（11）已知复数 3 ( )z ai a R= − +  对应的点到原点的距离是 1a + ，则实数a =_________.   

4 

（12）已知点 (2, 4)P − 在抛物线
2: 2C y px= 上，则点P到抛物线C 的焦点的距离为

_________.  4 

 

（13）已知函数 ( ) 2sin( )
3

f x x


= + 在区间[0, ]
2


上的最大值为 2，则正数的最小值为

_________.  
1

3
  

（14）从数字 1,2,3,4 中选出 3 个不同的数字构成四位数，且相邻数位上的数字不相同，

则这样的四位数共有_________个.  72 选 1,2,3 列:213,1312,2131,1231,1321,3121,共

6×3×4=72 个 
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（15）在平面直角坐标系中，定义 1 2 1 2( , ) | | | |d A B x x y y= − + − 为点 1 1( , )A x y 到点

2 2( , )B x y 的“折线距离”.点O 是坐标原点，点P在圆
2 2 1x y+ = 上，点Q 在直线

2 2 5 0x y+ − = 上.在这个定义下，给出下列结论： 

①若点P的横坐标为
3

5
− ，则

7
( , )

5
d O P = ；    ② ( , )d O P 的最大值是 2 ； 

③ ( , )d O Q 的最小值是 2；                   ④ ( , )d P Q 的最小值是
5

2
. 

其中，所有正确结论的序号是_________.   

①②④ 

② ( , ) | | | |d O P x y= + ,
2 2 2 2 2( , ) 2 | | 2( )d O P x y xy x y= + +  + ,或 (cos ,sin )P   ； 

③设直线交 x轴于 A，作 QB 垂直 x轴于 B，则 | | 2 | |QB BA= , ( , ) | | 5d O Q OA = ,当

Q=A 时取等号.  

④同理当 PQ 是水平线段时, min( , )d P Q .求单位圆上点到直线的最小距离为 1,利用此

距离与水平距离的比例为
2

5
,求得

min

5
( , )

2
d P Q = . 

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

（16）(本小题 14 分) 

如图, 四边形CDEF 为矩形,平面 ABCD ⊥平面CDEF , / /AB CD , AD DC⊥ ,

1
1

2
AB AD DE DC= = = = . 

（I）求证: BD ⊥平面BCF ； 

（II）求直线 BC 与平面BEF 所成角的大小. 

解: （I）法 1：过 𝐵 作 𝐵𝐺 ⊥ 𝐶𝐷 于 G.∵ / /AB CD ,

AD DC⊥ ,
1

1
2

AB AD DC= = = ,∴ 𝐵𝐷 = 𝐵𝐶 = √2 ,

又 𝐶𝐷 = 2. 

∴  𝐶𝐷2 = 𝐵𝐷2 + 𝐵𝐶2, ∴ 𝐵𝐷 ⊥ 𝐵𝐶.∵四边形CDEF 为矩形, ∴ 𝐶𝐹 ⊥ 𝐶𝐷. 

ABCD CDEF

ABCD CDEF CD

CF CDEF

CF CD

⊥


=



 ⊥

平面 平面

平面 平面

平面
,∴ 𝐶𝐹 ⊥ 平面𝐴𝐵𝐶𝐷. ∵BD⊂ 平面𝐴𝐵𝐶𝐷, ∴ 𝐶𝐹 ⊥ 𝐵𝐷. 
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,

BD BC

BD CF

BC CF C

BC CF BCF

⊥


⊥


=
  平面

,∴ BD⊥ 平面𝐵𝐶𝐹. 

法 2: 

ABCD CDEF

ABCD CDEF CD

DE CDEF

DE CD

⊥


=



 ⊥

平面 平面

平面 平面

平面
,∴ 𝐷𝐸 ⊥ 平面𝐴𝐵𝐶𝐷. 𝐴D⊂ 平面𝐴𝐵𝐶𝐷, ∴ 𝐷𝐸 ⊥

𝐴𝐷.由𝐷𝐴, 𝐷𝐶, 𝐷𝐸两两垂直,则以𝐷𝐴为𝑥轴, 以𝐷𝐶为𝑦轴, 以𝐷𝐸为𝑧轴建立空间直角坐标系.

(1,1,0)DB = , ( 1,1,0)BC = − , (0,0,1)CF = ,知 0DB BC = ， 0DB CF = .

,

BD BC

BD CF

BC CF C

BC CF BCF

⊥


⊥


=
  平面

,∴ BD⊥ 平面𝐵𝐶𝐹. 

（II）设平面 BEF 的法向量为 ( , , )n x y z= . ( 1, 1,1)BE = − − , (0,2,0)EF = ,则 0n BE = ,

0n EF = . 

0

2 0

x y z

y

− − + =


=
,令 1x = ,则有 0, 1y z= = .即 (1,0,1)n = . ( 1,1,0)BC = − .设所求角的大小为

 .则
| | 1

sin | cos , |
2| || |

n BC
n BC

n BC



=  = = .

6


 = . 

 

（17）(本小题 14 分)  

    在锐角△ ABC 中, sin 2 3 cosB B= , 1b = . 

（I）求 B ； 

（II）求△ ABC 周长的最大值. 

解:（I） (0, )
2

B


 , cos 0B  , 2sin cos 3 cosB B B= ,
3

sin
2

B = ，
3

B


 = . 

（II）法 1：
2 3

sin sin sin 3

a c b

A C B
= = = , 

2 3
(sin sin ) 1

3
a b c A C + + = + +

2 3 2
(sin sin( )) 1

3 3
A A


= + − +  

2 3 3 3
( sin cos ) 1

3 2 2
A A= + + 3sin cos 1A A= + + 2sin( ) 1

6
A


= + +  

在锐角△ ABC 中, 
3

B


= , ( , )
6 2

A
 

 ,当
3

A


= 时, max( ) 3a b c+ + = . 
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法 2： 2 2 2 2 cosb a c ac B= + − , 2 2 1a c ac + − = ,
2( ) 1 3a c ac + − = . 

2( )
2

a c
ac

+
 , 2 23

( ) 1 ( )
4

a c a c + −  + , 2a c +  . 

当 1a c= = 时,即△ ABC 是等边三角形, max( ) 3a b c+ + = . 

 

（18）(本小题 14 分)  

   某区 12 月 10 日至 23 日的天气情况如图所示.如：15 日是晴天，最低温度是零下

9℃，最高温度是零下 4℃，当天温差（最高气温与最低气温的差）是 5℃. 

（I）从 10 日至 21 日某天开始，连续统计三天，求这三天中至少有两天是晴天的概率； 

（Ⅱ）从 11 日至 20 日中随机抽取两天，求恰好有一天温差不高于 5℃的概率； 

（Ⅲ）已知该区当月 24 日的最低温度是零下 10℃.12 日至 15 日温差的方差为
2

1s ，21 日

至 24 日温差的方差为
2

2s ，若
2

1s =
2

2s ，请直接写出 24 日的最高温度.（结论不要求

证明） 

（注： ])()()[(
1 22

2

2

1

2 xxxxxx
n

s n −++−+−=  ，其中 为数据 nxxx ,,, 21  的平均

数） 

解：（I）设“这三天中至少有两天是晴天”为事件 A. 连续统计三天共有 12 个基本事件，事

件 A 共有 8 个基本事件.则
8 2

( )
12 3

P A = = . 

（Ⅱ）从 11 日至 20 日中随机抽取两天共有 2

10 45C = 个基本事件. 设“恰好有一天温差小于

5℃”为事件 B.不高于 5℃有 11 日，12 日，13 日，14 日，15 日，16 日，20 日.事件

B 有 1 1

7 3 21C C = 个基本事件. 则
21 7

( )
45 15

P B = = . 

（Ⅲ）0℃ 

法 1：12 日至 15 日温差为 4,2,5,5，平均数为 4，方差 2

1

3

2
s = . 

x
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21 日至 24 日温差为 8,11,11, a ，平均数为
30

4

a +
，方差

2 2 2 2
2

2

1 ( 2) ( 14) ( 14) (3 30)
[ ]

4 16 16 16 16

a a a a
s

− − − −
= + + + . 

由题意知 2

2

3

2
s = ，化简得 2( 10)a − =0，得 10a = . 

法 2：12 日至 15 日温差为 4,2,5,5，平均数为 4，即 0,1,1,2 的方差为
2

1s . 

21 日至 24 日温差为 8,11,11, a ，数据都减去 10，等价于 10a − ,1,1,2 方差为
2

2s
. 

当且仅当 10a − =0 时，两方差相等. 

 

（19）(本小题 14 分) 

已知函数 21
( ) ( 1)

2

xf x x e ax= − − . 

（I）当 1a = 时,求证: ( )f x 在 R上是增函数； 

（II）若 ( )f x 在区间 (0, )+ 上存在最小值,求a 的取值范围； 

（III）若 ( )f x 仅在两点处的切线的斜率为 1,请直接写出 a 的取值范围.（结论不要求证

明） 

解: '( ) ( )x xf x xe ax x e a= − = −  

（I）当 1a = 时,令 1 0xe − = ,得 0x = ,当 0x  , 0, 1 0xx e −  得 '( ) 0f x  .当 0x  ,

0, 1 0xx e −  得 '( ) 0f x  .所以 ( )f x 在定义域内是单调递增函数； 

（II）当 0x  时, 1xe  . 

     当 1a  时, 0xe a−  ,则当 0x  时, '( ) 0f x  ,所以 ( )f x 在区间 (0, )+ 上单调递增,所

以 ( )f x 在区间 (0, )+ 上不存在最小值； 

    当 1a  时,由 lnx a= .此时 ln 0a  . 

x  (0,ln )a  ln a  (ln , )a +  

'( )f x  – 0  + 

( )f x  ↘ 极小值 ↗ 

   所以 min( ) (ln )f x f a= . 

   综上, a 的取值范围是 (1, )+ . 

（III）法 1：方程
1xa e
x

= − 有两个不同解,画
1

( ) xg x e
x

= − 和 y a= 的图像有两个交点,则

0a  .即 a的取值范围为 (0, )+ . 
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    法 2：方程
1xe a
x

− = 有两个不同解,画 ( ) xg x e a= − 和
1

y
x

= 的图像有两个交点 

 

（20）(本小题 14 分) 

已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)

x y
C a b

a b
+ =   的焦距为4 2 ,下顶点 A和右顶点B的距离为 10 . 

（I）求椭圆C 方程； 

（II）设不经过右顶点的直线 :l y kx m= + 交椭圆C 于两点 P ,Q ,过点 P作 x轴的垂线交直

线 AB于点 D ,交直线BQ于 E ,若点 D为线段PE 的中点,求证:直线 l 经过定点. 

解: (1)由题意得 2 2

2 2 2

2 4 2

10

c

a b

a b c

 =



+ =


= +

，得

3

1

2 2

a

b

c

 =


=


=

.则椭圆C 方程为
2

2 1
9

x
y+ = . 

(2)联立 2
2 1

9

y kx m

x
y

= +



+ =


得 2 2 2(9 1) 18 9 9 0k x kmx m+ + + − = ,且 3m k − .设 1 1( , )P x y , 2 2( , )Q x y .

则有: 

2 2 2 2256 4(9 1)(9 9) 0k m k m = − + −  , 1 2 2

18

9 1

km
x x

k

−
+ =

+
,

2

1 2 2

9 9

9 1

m
x x

k

−
=

+
. 

直线
1

: 1
3

AB y x= − ,则 1 1

1
( , 1)

3
D x x − . 

2 2

2 23 3
BQ

y kx m
k

x x

+
= =

− −
,直线 2

2

: ( 3)
3

kx m
BQ y x

x

+
= −

−
, 2 1

1

2

( )( 3)
( ,

3

kx m x
E x

x

+ −


−
. 

点 D为线段PE 的中点, 2 1
1 1

2

( )( 3) 2
2

3 3

kx m x
y x

x

+ −
 + = −

−
. 

1 2 2 1 1 2

2
( )( 3) ( )( 3) ( 3)( 3) 0

3
kx m x kx m x x x + − + + − − − − =  

1 2 1 2

2
(2 ) ( 3 2)( ) 6 6 0

3
k x x m k x x m− + − + + − − =  

2

2 2

2
(2 )(9 9)

18 ( 3 2)3 6 6 0
9 1 9 1

k m
km m k

m
k k

− −
− − +

+ − − =
+ +

 

2 2 2 2 218 18 6 6 18 54 36 ( 6 6)(9 1) 0km k m km k m km m k− − + − + − + − − + =  

2 2 2 2 2 218 18 6 6 18 54 36 54 6 54 6 0km k m km k m km k m m k− − + − + − − − − − =  

2 218 6 6 36 54 0k m m km k− − − − − = ,
2 (6 1) 3 (3 1) 0m k m k k+ + + + =  
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( 3 )( 3 1) 0m k m k+ + + =  

3m k − , 3 1m k = − − ,直线 : 3 1 ( 3) 1l y kx m kx k k x= + = − − = − − , 

直线 l 恒过定点 (3, 1)− . 

 

（21）(本小题 15 分) 

    已知整数 4n  ,  数列 A :
1 2 na ,a , ,a 是递增的整数数列，即

1 2 na ,a , ,a Z 且

1 2 na a a   .定义数列 A的“相邻数列”为 B :
1 2 nb ,b , ,b ,其中

1 1b a= ,
n nb a= ,

1 1i ib a −= +

或
1 1i ib a += − ( 2 3 1i , , ,n= − ). 

（I）已知 4n = ,数列 A :2,4,6,8,写出 A的所有“相邻数列”； 

（II）已知 10n = ,数列 A : 1 2 10a ,a , ,a 是递增的整数数列, 1 101 20a ,a= = ,且 A的所有“相邻数

列”均为递增数列,求这样的数列 A的个数； 

（III）已知 20n = ,数列 A : 1 2 20a ,a , ,a 是递增的整数数列, 1 20 2a ,a= = ,且存在 A的一个“相

邻数列” B，对任意的 i, j{ 2 3 19, , , }, i j i ja a b b+  + ,求
20a 的最小值. 

解： 

（I）2,3,5,8；2,3,7,8；2,5,5,8；2,5,7,8. 

（II）任取 𝐴 的一个“相邻数列”𝐵: 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏10. 

首先，一定有𝑏1 < 𝑏2且𝑏9 < 𝑏10. 

理由：𝑏2 = 𝑎1 + 1 = 𝑏1 + 1 > 𝑏1 或𝑏2 = 𝑎3 − 1 ≥ 𝑎2 > 𝑎1 = 𝑏1。同理，𝑏9 < 𝑏10. 

其次，对于𝑖 ∈ {2,3, . . . ,8}, 𝑏𝑖 , 𝑏𝑖+1的取值分以下 4 种情形： 

（1）𝑏𝑖 = 𝑎𝑖−1 + 1, 𝑏𝑖+1 = 𝑎𝑖 + 1， 

（2）𝑏𝑖 = 𝑎𝑖+1 − 1；𝑏𝑖+1 = 𝑎𝑖+2 − 1， 

（3）𝑏𝑖 = 𝑎𝑖−1 + 1, 𝑏𝑖+1 = 𝑎𝑖+2 − 1， 

（4）𝑏𝑖 = 𝑎𝑖+1 − 1, 𝑏𝑖+1 = 𝑎𝑖 + 1 

由数列𝐴是递增的整数数列，前 3 种情形都能得到𝒃𝒊 < 𝒃𝒊+𝟏, 所以只需考虑第 4 种情

形，𝐵递增，𝑏𝑖 < 𝑏𝑖+1，𝑎𝑖+1 − 1 < 𝑎𝑖 + 1 即𝑎𝑖+1 < 𝑎𝑖 + 2, 𝑎𝑖+1 ≤ 𝑎𝑖 + 1，由𝐴是递增的整

数数列得𝑎𝑖+1 = 𝑎𝑖 + 1,从而𝒂𝟐, . . . , 𝒂𝟗 是公差为 1 的等差数列.于是

2

2

2

+7 19

2

a

a

a Z





 

,则𝑎2 ∈

{2,3, . . ,12}, 满足数列 A的有 11 个: 

（III）令𝑗 = 𝑖, 2𝑎𝑖 ≠ 2𝑏𝑖，所以对任意𝑖 ∈ {2,3, . . . ,19}, 𝑎𝑖 ≠ 𝑏𝑖. 

设𝐼 = {2, . . ,19}, 𝐼1 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑏
𝑖

= 𝑎𝑖−1 + 1}, 𝐼2 = {𝑖 ∈ 𝐼|𝑏
𝑖

= 𝑎𝑖+1 − 1},则𝐼1 ∪ 𝐼2 = 𝐼且𝐼1 ∩

𝐼2 = ∅.先证明𝑰𝟏与𝑰𝟐要么是空集，要么是连续自然数构成的集合. 

若𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑖 ≥3, 令𝑗 = 𝑖 − 1, 则 𝑎𝑖 + 𝑎𝑖−1 ≠ 𝑏𝑖 + 𝑏𝑖−1，由𝑏𝑖 = 𝑎𝑖−1 + 1得𝑏𝑖−1 ≠  𝑎𝑖 − 1, 所以
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𝑖 − 1 ∉ 𝐼2，即𝑖 − 1 ∈ 𝐼1. 即𝐼1是空集，或是连续自然数构成的集合. 

若𝑖 ∈ 𝐼2, 𝑖 ≤ 18, 令𝑗 = 𝑖 + 1,则 𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1 ≠ 𝑏𝑖 + 𝑏𝑖+1，由𝑏𝑖 = 𝑎𝑖+1 − 1得𝑏𝑖+1 ≠  𝑎𝑖 + 1, 所

以𝑖 + 1 ∉ 𝐼1，即𝑖 + 1 ∈ 𝐼2. 即𝐼2是空集，或是连续自然数构成的集合. 

因此𝑰𝟏, 𝑰𝟐的分布只可能是如下三种情况： 

(i)𝐼1 = {2,3, . . ,19}, 𝐼2 = ∅.  此时，对任意的𝑖 ∈ {2,3, . . . ,19}, 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖−1 + 1, 由𝑎𝑖 ≠ 𝑏𝑖得𝑎𝑖 ≠

𝑎𝑖−1 + 1, 所以对任意的𝑖 ∈ {2,3, . . . ,19}, 𝑎𝑖 − 𝑎𝑖−1 ≥ 2, 注意到 𝑎20 − 𝑎19 ≥ 1, 所以 

𝑎20 =  (𝑎20 − 𝑎19) +  (𝑎19 − 𝑎18)+. . . + (𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1 ≥ 1 + 2 × 18 + 0 = 37. 

等号当且仅当𝐴: 0,2,4,6, , . .32,34,36,37时取到.  

(ii)存在整数𝑘 ∈ {2,3, . . ,18},使得𝐼1 = {2, . . , 𝑘}, 𝐼2 = {𝑘 + 1, . . ,19} 

对任意的𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑘}, 𝑎𝑖 − 𝑎𝑖−1 ≥ 2, 对任意的𝑖 ∈ {𝑘 + 1, . . . ,19}, 𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖 ≥ 2，所以 

𝑎20 =  [(𝑎20 − 𝑎19)+. . . (𝑎𝑘+2 − 𝑎𝑘+1)] +  (𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘) +  [(𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−1)+. . . + (𝑎2 − 𝑎1)] + 𝑎1 

≥ 2(19 − 𝑘) + 1 + 2(𝑘 − 1) = 37 

(iii)𝐼1 = ∅, 𝐼2 = {2,3, . . ,19}. 此时，对任意的𝑖 ∈ {2,3, . . . ,19}, 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖+1 − 1, 

与情形 1 类似，对任意的𝑖 ∈ {2,3, . . . ,19}, 𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖 ≥ 2，注意到𝑎2 − 𝑎1 = 2，所以 

 𝑎20 =  (𝑎20 − 𝑎19) +  (𝑎19 − 𝑎18)+. . . + (𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1 ≥ 2 × 19 = 38 > 37. 

综上， 𝑎20的最小值为37. 
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