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密云区 2019-2020学年第二学期高三第一次阶段性测试

数学试卷参考答案及评分标准

一、选择题：共 10小题，每小题 4分，共 40分．

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
答案 C C B A D B D D C C

二、填空题：共 5小题，每小题 5分，共 25分．

11． 10 12． 0 2（ ， ）； y x  13．16；21

14． π； π[ + π, π],
2
k k k Z 15. ( ,3) ．

备注：若小题有两问，第一问 3分，第二问 2分．

三、解答题：共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程．

16.（本小题满分 14分）

（Ⅰ）解：由余弦定理得
2 2 2 1cos
2 2

b c aA
bc

 
  ，

在 ABC 中，0 πA  ，所以
π
3

A  ．

若选择①和②

方法一

将 7a  ， 2b  代入
2 2 2b c a bc   化简得

2 2 3 0c c   ．

所以 1c   （舍），或 3c  ．

因此
1 1 3 3 3sin 2 3
2 2 2 2ABCS bc A       ．

方法二

由正弦定理得
sin sin
a b
A B
 ，

所以
7 2

sin3
2

B
 ，因此

3sin
7

B  ．

在 ABC 中，因为 a b ，所以 A B ．

因此 B为锐角，所以
2cos
7

B  ．

所以
3 3sin sin( ) sin cos cos sin
2 7

C A B A B A B     ．
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因此
1 3 3sin
2 2ABCS ab C   ．

若选择①和③

由 sin 2sinC B 得

2 sin 2 2 sinR C R B  （R为 ABC 外接圆的半径），

所以 2c b ．

将 7a  ， 2c b 代入
2 2 2b c a bc   解得

7
3

b  ．

所以
2 7
3

c  ．

所以
1 1 7 2 7 3 7 3sin
2 2 2 63 3ABCS bc A       ．

若选择②和③

由 sin 2sinC B 得

2 sin 2 2 sinR C R B  （R为 ABC 外接圆的半径），

所以 2c b ．

因为 2b  ，所以 4c  ．

所以
1 1 3sin 2 4 2 3
2 2 2ABCS bc A       ．

（Ⅱ）解：因为
π
3

A  ，所以
2π
3

B C  ．

所以
2πcos cos cos cos( )
3

B C B B   

2π 2πcos cos cos sin sin
3 3

B B B  

3 1 πsin cos sin( )
2 2 6

B B B    ．

因为
2π0
3

B  ，所以
π 5π
6 6

B  ．

所以当
π
3

B  时， cos cosB C 有最大值 1.

17. （本小题满分 14分）

（Ⅰ）解：记“选取的这份试卷的调查结果是膳食合理状况类中习惯良好者”为事件 A.
有效问卷共有 380+550+330+410+400+430=2500（份），

受访者中膳食合理习惯良好的人数是 400 0.65 260  人，

所以， ( )P A 
260 =0.104
2500

．

（Ⅱ）解：记事件 A为“该区卫生习惯良好者”，

事件 B为“该区体育锻炼状况习惯良好者”，
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事件 C为“该区膳食合理习惯良好者”，

由题意，估计可知 ( )=0.6 ( )=0.8 ( )=0.65P A P B P C， ， ，

设事件 E为“该居民在“卫生习惯状况类、体育锻炼状况类、膳食合理状况类”三类习惯中，

至少具备 2个良好习惯”．

由题意知，

( ) ( ) ( ) ( )E ABC ABC ABC ABC   

所以事件 E的概率

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P E P ABC P ABC P ABC P ABC   

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P A P B P C P A P B P C P A P B P C  

=0.6 0.8 0.35+0.6 0.2 0.65+0.4 0.8 0.65+0.6 0.8 0.65       
=0.168+0.078+0.208+0.312
=0.766

所以该居民在“卫生习惯状况类、体育锻炼状况类、膳食合理状况类”三类习惯中，至少具备 2
个良好习惯的概率为 0.766．

（Ⅲ）解： 6 1 5 4 3 2>D D D D D D         ．

18．（本小题满分 15分）

（Ⅰ）解：取 AD中点为O，连接 OP，OC和 AC．
因为 PAD 为等边三角形，

所以 PO OD ．

因为平面 PAD ⊥平面 ABCD， PO 平面 PAD，
所以 PO 平面 ABCD．
因为OC 平面 ABCD，
所以 PO OC ．

在菱形 ABCD中， AD CD ， 60ADC  ，

所以 ADC 为正三角形，因此OC AD ．

以O为原点建立空间直角坐标系，如图所示．

则 (0,0,0)O ， (1 0 0)A ，， ， (2 3 0)B ， ， ， (0 3 0)C ， ， ， ( 1,0,0)D  ，

(0,0, 3)P ，
1 3( ,0, )
2 2

M  ， (1, 3,0)N ．

所以
1 3( , 3, )
2 2

CM   


， (1, 3,0)AB 


， ( 1,0, 3)AP  


．

设平面 PAB的法向量  x y z ， ，m ，

由
0

0.

AB

AP

  


 




，m

m
得

3 0

3 0.

x y

x z

  

  

，

N

P

A

B C

D

M

x

y

z

O
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令 3x  ，则 ( 3, 1,1) m ．

设直线CM 与平面 PAB所成角为 ，

则有
| | 3 15sin | cos , | .

10| | | | 2 5
CMCM
CM

 
     

 


 mm

m

所以直线CM 与平面 PAB所成角的正弦值为
15
10

．

（Ⅱ）解：因为 ,OC AD OC PO  ，所以OC 平面 PAD．

所以 (0, 3,0)OC 


是平面 PAD的法向量，

则有
3 5cos ,

5| | | | 5 3
OCOC
OC

 
    

 


mm

m
，

因为二面角 B AP D  的平面角为钝角，

所以二面角 B AP D  的余弦值为
5
5

 ．

（Ⅲ）解：结论MN //平面 PAB．

因为
3 3( , 3, )
2 2

MN  


，

所以
3 33 3 ( 1) ( ) 1 0
2 2

MN         


m ．

因此MN 


m ．

又因为直线MN 平面 PAB，

所以MN //平面 PAB．

19.（本小题满分 14分）

（Ⅰ）解：因为  ( ) e 1xf x ax  ， xR，

所以  '( ) e 1xf x ax a x   R， ．

'(0) 1k f a   ，

又因为 (0) 1f  ，

所以切线方程为 =( +1) 1y a x  .

（Ⅱ）解：因为  '( ) e 1xf x ax a x a    R R， ， ，

（1）当 0a  时
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因为 '( ) e 0,xf x x  R，

所以 ( )f x 的单调增区间是  ,  ，无单调减区间.
（2）当 0a  时

令 '( ) 0f x  ，则
11x
a

   ．

① 当 0a  时， ( )f x 与 '( )f x 在R上的变化情况如下：

x 1( )
a

，-1-
11
a

 
1( 1 , )
a

  

'f x（ ） — 0 +

f x（ ） ↘ ↗

所以 ( )f x 的单调减区间是
1( )
a

，-1- ，单调增区间是
1( 1 , )
a

   ．

②当 0a  时， ( )f x 与 '( )f x 在R上的变化情况如下：

x 1( )
a

，-1-
11
a

 
1( 1 , )
a

  

'f x（ ） + 0 —

f x（ ） ↗ ↘

所以 ( )f x 的单调增区间是
1( )
a

，-1- ，单调减区间是
1( 1 , )
a

   ．

综上所述，当 0a  时， ( )f x 的单调增区间是  ,  ，无单调减区间；当 0a  时， ( )f x

的单调减区间是
1( )
a

，-1- ，单调增区间是
1( 1 , )
a

   ；当 0a  时， ( )f x 的单调增区

间是
1( )
a

，-1- ，单调减区间是
1( 1 , )
a

   ．

（Ⅲ）解：方法一

因为  ( ) e 1 ,xf x ax x  R，

所以令 ( ) 0f x  ，得 1 0ax   .
（1）当 0a  时，方程无解，

此时函数 ( )f x 无零点；

（2）当 0a  时，解得
1x
a

  ，

此时函数 ( )f x 有唯一的一个零点.
综上所述，当 0a  时，函数 ( )f x 无零点；当 0a  时，函数 ( )f x 有一个零点.
方法二

（1）当 0a  时

因为 ( ) e 0xf x   ，

所以函数 ( )f x 无零点；

（2）当 0a  时

因为
1 0
a
-1- ， (0) 1 0f   ， ( )f x 在区间

1( 1 , )
a

   单调递增，
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所以 ( )f x 在区间
1( 1 , )
a

   内有且仅有唯一的零点；

若
1( , 1 )x
a

    ，则
11 ( 1 ) 1 0ax a a
a

        ，

又因为 e 0x  ，所以  ( ) e 1 0xf x ax   ．

即函数 ( )f x 在区间
1( )
a

，-1- 内没有零点．

故当 0a  时， ( )f x 有且仅有唯一的零点．

（3）当 0a  时

因为
111( 1 ) е ( ) 0af a

a
 

     ，
111(1 ) е 0af a

a


   ，

并且 ( )f x 在区间
1( 1 , )
a

   单调递减，

所以 ( )f x 在区间
1( 1 , )
a

   内有且仅有唯一的零点；

若
1( , 1 )x
a

    ，则
11 ( 1 ) 1 0ax a a
a

        ，

又因为 e 0x  ，所以  ( ) e 1 0xf x ax   ．

即函数 ( )f x 在区间
1( )
a

，-1- 内没有零点．

故当 0a  时， ( )f x 有且仅有唯一的零点．

综上所述：当 0a  时，函数 ( )f x 无零点；当 0a  时，函数 ( )f x 有一个零点.

21．（本小题满分 14分）

（Ⅰ）解：根据题意得

2 2 2

1,

3 ,
2

.

b

c
a
a b c



 

  

解得

2,
1,

3.

a
b

c

 



 

所以椭圆M 的方程为
2

2 1
4
x y  ．

（Ⅱ）解：方法一 点M 在以OD为直径的圆上．

设点 0 0( , )P x y ，则 0 0x  ， 0 1y   ，

并且

2
20

0 1
4
x y  ， 0(0, )Q y ， 0

0( , )
2
xM y ．

因此 0 0

0 0

1 2( 1)

2

AM
y yk x x
 

  ．

所以直线 AM 的方程为 0

0

2( 1) 1yy x
x


  ．
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令 1y   ，解得 0

01
xx
y




．

所以 0

0

( , 1)
1
xN
y




， 0

0

( , 1)
2(1 )
xD
y




．

所以 0 0 0 0
0 0

0 0

( , 1 ) ( , 1 )
2(1 ) 2 2(1 )
x x x yMD y y
y y

      
 


．

因为 0
0( , )

2
xMO y  


，

所以 0 0 0
0 0

0

( ) (1 )
2(1 ) 2
x y xMD MO y y
y

    


 


2
0 0

0 0
0

(1 )
4 (1 )
x y y y

y
    


．

因为

2
20

0 1
4
x y  ，所以

2
20

01
4
x y  ．

所以
2 0

0 0 0
0

(1 ) (1 ) 0
1
yMD MO y y y
y

      


 
 ．

因此MD MO
 

．

所以点M 在以OD为直径的圆上．

方法二 点M 在以OD为直径的圆上．

设点 0 0( , )P x y ，

则

2
20

0 1
4
x y  ，并且 0(0, )Q y ， 0

0( , )
2
xM y ．

因此 0 0

0 0

1 2( 1)

2

AM
y yk x x
 

  ．

所以直线 AM 的方程为 0

0

2( 1) 1yy x
x


  ．

令 1y   ，解得 0

01
xx
y




．

所以 0

0

( , 1)
1
xN
y




， 0

0

( , 1)
2(1 )
xD
y




．
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设 E为线段OD的中点，则 0

0

1( , )
4(1 ) 2
xE
y




．

所以
2ME  2 20 0

0
0

1( ) ( )
4(1 ) 2 2
x x y
y

  


=
2 2

20 0
02

0

(2 1) 1( )
16(1 ) 2
x y y

y


 


．

设以OD为直径的圆的半径为 r，

则
2

2 2 0
2

0

1
16(1 ) 4

xr OE
y

  


．

所以
2 2 2

2 2 20 0 0
02 2

0 0

(2 1) 1 1( )
16(1 ) 16(1 ) 4 2

x x yr ME y
y y


     

 

2 2
20 0 0

02
0

( ) 1 1( )
4 (1 ) 4 2
x y y y

y


    


因为

2
20

0 1
4
x y  ，所以

2
20

01
4
x y  ．

所以
2

2 2 2 20 0
0 02

0

( ) 1 1(1 ) ( ) 0
(1 ) 4 2
y yr ME y y

y


       


．

因此 | |r ME ．

所以点M 在以OD为直径的圆上．

22．（本小题满分 14分）

（Ⅰ）解：由题意，数列{ }na 的通项公式为 5 5 na n ，

数列{ }nb 的通项公式为 9 9 nb n ．

得， , (5 5) (9 9) 5 9 14      i jc i j i j ，则 2,6 50c ， 396,6 2020c ．

得， , (5 5) [9( 1) 9] 5 9 5       i jd i j i j ，则 2,6 49 d ．

（Ⅱ）证明：已知 6a  ， 7b  ，得数列{ }na 的通项公式为 6 6 na n ，

数列{ }nb 的通项公式为 7 7 nb n ．

所以， , 6( 1) 7( 1) 6 7 13      i jc i j i j ， , * *N Ni j ．

所以， , (6 6) [7( 1) 7] 6 7 6i jd i j i j        ， 1 7, , * *N Ni i j≤ ≤ ．

所以，若 t M ，则存在 , N Nu v ，使 6 7 t u v．

若 *t M ，则存在 , 6,  *N Nu u v≤ ，使 6 7 t u v．

因此，对于整数 t，考虑集合 0 { | 6 , , 6}   NM x x t u u u≤ ，

即{t， 6t  ， 12t  ， 18t  ， 24t  ， 30t  ， 36}t ．

下面证明：集合 0M 中至少有一元素是 7的倍数．

反证法：假设集合 0M 中任何一个元素，都不是 7的倍数，

则集合 0M 中每一元素关于 7的余数可以为 1，2，3，4，5，6．
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又因为集合 0M 中共有 7个元素，

所以集合 0M 中至少存在两个元素关于 7的余数相同，

不妨设为 1 26 , 6 t u t u ，其中 1 2 1 2, , 6 Nu u u u ≤ ．

则这两个元素的差为 7的倍数，即 2 1 1 26 ( 6 ) 6( )    t u t u u u ．

所以 1 2 0 u u ，与 1 2u u 矛盾．

所以假设不成立，即原命题成立．

即集合 0M 中至少有一元素是 7的倍数，不妨设该元素为 0 0 06 , , 6 Nt u u u ≤ ．

则存在 Zs ，使 0 0 06 7 , , 6t u s u u  N ≤ ，即 0 0 06 7 , , 6,   N Zt u s u u s≤ ．

由已证可知，若 t M ，则存在 , N Nu v ，使 6 7 t u v．

而 t M ，所以 s为负整数，设 v s  ，则 *Nv ，且 0 0 06 7 , , 6,    *N Nt u v u u v≤ ．

所以，当 6a  ， 7b  时，对于整数 t，若 t M ，则 *t M 成立．

（Ⅲ）解：下面用反证法证明：若对于整数 t， *t M ，则 t M ．

假设命题不成立，即 *t M ，且 t M ．

则对于整数 t，存在 , N Nn m ， , 6,  *N Nu u v≤ ，使 6 7 6 7   t u v n m成立．

整理，得 6( ) 7( )u n m v   ．

又因为 Nm ，  *Nv ，所以
7 ( ) 0
6

   u n m v 且 u n 是 7的倍数．

因为 , 6Nu u≤ ，所以 6u n≤ ，所以矛盾，即假设不成立．

所以，对于整数 t，若 *t M ，则 t M ．

又由第二问，对于整数 t， t M ，则 *t M ．

所以 t的最大值，就是集合 *M 中元素的最大值．

又因为 6 7 , , 6*N, Nt u v u v u    ≤ ，

所以 *
max max( ) 6 6 7 1 29t M      ．


