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石景山区 2023 年高三统一练习

数学试卷答案及评分参考

一、选择题（共 10小题，每小题 4分，共 40分）

（1）A （2）C （3）B （4）D （5）A

（6）B （7）A （8）D （9）B （10）C

二、填空题（共 5小题，每小题 5分，共 25分）

（11） 1
2

（12） (0,1) 3 （13）3（只要是 3正整数倍即可）

（14） 2 ( , 2)  （15）①②④

三、解答题（共 6小题，共 85分）

（16）(本小题满分 13分)

解：（Ⅰ）因为 ADB ADC   ，所以
1cos cos
3

ADC ADB     

在 ADC△ 中，因为 (0, )ADC   ，

所以 2 2 2sin 1 cos
3

ADC ADC     ．

在 ABD△ 中，由正弦定理得，
sin sin
AD AC
C ADC



．

所以

14 2sin 2 32sin 2
3

AC CAD
ADC


  


．

（Ⅱ） ABD△ 的面积为 2 2，得
1 sin 2 2
2
DB DA ADB   ，

因为 ADB ADC   ，所以
2 2sin sin
3

ADC ADB   

又因为 3AD  ，所以 2BD  ．

在 ABD△ 中，由余弦定理得

2 2 2 2 cosAB DA DB DA DB ADB     

2 2 13 2 2 3 2 9
2

       ．所以 3AB  ．
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（17）(本小题满分 13分)

解：（Ⅰ）设事件 A为“从第1组所有鸡冠花中各随机选取1株，株高增量为 (7,10]

厘米”，根据题中数据，第1组所有鸡冠花中，有 20株鸡冠花增量为 (7,10]厘米．

所以 ( )P A 估计为
20 1
40 2



（Ⅱ）设事件 B为“从第 2组所有鸡冠花中各随机选取1株，株高增量为 (7,10]厘

米”，设事件C为“从第 3组所有鸡冠花中各随机选取1株，株高增量为 (7,10]厘米”，根

据题中数据， ( )P B 估计为
16 2
40 5

 ， ( )P C 估计为
12 3
40 10



根据题意，随机变量 X 的所有可能取值为 0,1, 2,3，且

( 0) ( ) ( ) ( ) ( )P X P ABC P A P B P C   ，

( 1) ( )P X P ABC ABC ABC   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P A P B P C P A P B P C  

( 3) ( )P X P ABC  ( ) ( ) ( )P A P B P C

( 2) 1 ( 0) ( 1) ( 3)P X P X P X P X        ．

所以， ( 0)P X  估计为
21
100

； ( 1)P X  估计为
11
25

；

( 3)P X  估计为
3
50

； ( 2)P X  估计为
29
100

．

所以 X 的分布列为

X 0 1 2 3

P
21
100

11
25

29
100

3
50

所以 EX 估计为
21 11 29 3 60 1 2 3
100 25 100 50 5

        ．

（Ⅲ） 1 3 2D D D    ．
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（18）(本小题满分 14分)

解：（Ⅰ）证明：因为底面 ABCD是正方形，所以 //AD BC，

BC 平面 PBC ， AD 平面 PBC ,

所以 //AD 平面 PBC

又因为平面 ADF 与 PB交于点 E .

AD 平面 ADFE，平面 PBC 平面 ,ADFE EF

所以 //EF AD .

（Ⅱ）选条件①②

侧面 PAD为等腰直角三角形，且 ,
2

PAD 
 

即 2PA AD  ， PA AD

平面 PAD 平面 ABCD，

平面 PAD平面 ABCD AD ， PA平面 PAD ,

则 PA 平面 ABCD，又 ABCD为正方形，

所以 , ,PA AB PA AD AB AD   .

以点 A为坐标原点， , ,AB AD AP方向分别为 x轴, y轴, z轴正方向，

建立如图所示空间直角坐标系 A xyz ，

则 (0,0,0), (0,0,2), (2,2,0), (2,0,0), (0,2,0)A P C B D

因为 2AE  ，所以点 E为 PB的中点，则 (1,0,1)E

从而： (2,2, 2), (0,2,0), (1,0,1)PC AD AE
  

    ，

设平面 ADFE的法向量为： ( , , )x y zn ，

则
0

2 0

AE x z

AD y






   


   

n

n
，

令 1x  ，可得 (1,0, 1) n

（方法 2：因为 PAB为等腰三角形，则 , ,PB AE PB AD AE AD A  

PB 平面 ADFE，则 (2,0, 2)PB


  平面 ADFE的法向量）

设平面 PCD的法向量为： ( , , )a b cn ，则
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2 2 0

2 2 2 0

PD y z

PC x y z






   


     

n

n
，

令 1y  ，可得 (0,1,1)n

所以
| | 1| cos , |

2
| || |

PBPB
PB







   

nn
n

则两平面所成的锐二面角为
3


选条件①③

侧面 PAD为等腰直角三角形，且 ,
2

PAD 
  即 2,PA AD PA AD  

,AD AB PA AB A  ，可得 AD 平面 PAB， PB 平面 PAB，则 AD PB .

又因为 , ,PB FD AD FD D 

则 PB 平面 ADFE ,AE 平面 ,ADFE 则 PB AE

因为 PA AB ，所以 PAB△ 为等腰三角形，所以点 E为 PB的中点

又因为 2AE  ，所以 PAB△ 为等腰直角三角形，

下面同①②

选条件②③

侧面 PAD为等腰直角三角形，且
2

PAD 
  ，

即 2,PA AD PA AD  

平面 PAD 平面 ABCD，

平面 PAD平面 ABCD AD ， PA平面 PAD ,

则 PA 平面 ,ABCD ABCD为正方形，

所以 , ,PA AB PA AD AB AD   .

又因为 , ,PB FD AD FD D  则 PB 平面 ADFE， AE 平面 ,ADFE

则 PB AE

因为 PA AB ，所以 PAB△ 为等腰三角形，所以点 E为 PB的中点.

下面同①②
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（19）(本小题满分 15分)
解：（Ⅰ）因为椭圆过点 (0 3)， ，故 3b  ，

1
2

ce
a

  ， 2 2 2a b c  ，则 2a  ，

故椭圆的标准方程为：
2 2

1
4 3
x y

  .

（Ⅱ）当直线 1l 斜率不存在

1 2: 1, : 1l x l y  

分别代入椭圆方程得：
3 3 2 6 2 6( 1, ), ( 1, ), ( ,1), ( ,1)
2 2 3 3

M N S T   

所以：
3 1 3 5| | 1 ,| | 1 ,
2 2 2 2

PM PN     

2 6 2 6| | 1,| | 1,
3 3

PS PT   

可得：
| || | 3
| || | 4
PM PN
PS PT

 ，

当直线 2l 斜率不存在时，同理可得，
| || | 4
| || | 3
PM PN
PS PT



当 1 2,l l 斜率均存在且不为 0时，设直线 1l 斜率为 k，则直线 2l 斜率为
1
k



设直线 1l 的方程为： 1 ( 1)y k x   ， 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y

由 2 2

1 ( 1)

1
4 3

y k x

x y

  



 

，

得 2 2 2 2(3 4 ) (8 8 ) 4 8 8 0k x k k x k k      

2

1 2 2

2

1 2 2

0

8 8
3 4

4 8 8
3 4

k kx x
k

k kx x
k


 


   


  
 



，

2 2 2
1 1 1| | ( 1) ( 1) 1 | 1|PM x y k x       ，

2 2 2
2 2 2| | ( 1) ( 1) 1 | 1|PN x y k x       ，
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同理可知：

设直线 2l 的方程为：
11 ( 1)y x
k

    ， 3 3 4 4( , ), ( , )S x y T x y

3 4 2 2
8 8 8 8
3 4 3 4

k kx x
k k
 

   
 

，

2

3 4 2
4 8 8
3 4
k kx x
k

 
 


，

2 2
3 3 32

1| | ( 1) ( 1) 1 | 1|PS x y x
k

       ，

2 2
4 4 42

1| | ( 1) ( 1) 1 | 1|PT x y x
k

       ，

则
2

1 2 2 1 2 1 2

3 4 3 4
3 42

(1 ) 1 1 | 1|| || |
1| || | | 1|(1 ) 1 1

k x x x x x xPM PN k
PS PT x x x xx x

k

     
  

    

2
22

2
2 22

2

5 3 7(4 3)3 4 3 43 4 4 4 ( , )
4 34 3 4 35

3 4

kkkk
k kk

k


     

 


综上所述：
| || |
| || |
PM PN
PS PT

的取值范围是
3 4[ , ]
4 3

（20）(本小题满分 15分)

解：（Ⅰ）当 1m  时， ( ) e cosxf x x   ,

（ⅰ） (0) 0f   ，又 (0) 0f  ，所以切线 l方程为 0y  ．

（ⅱ） ( ) e 1 sinxf x x  

解法一： ( ) e cosxf x x   ，因为
π(0, )
2

x ，所以 e 1x  ， cos 1x   ,

所以 e cos 0x x  ，所以 ( ) e cos 0xf x x   

所以 ( )f x 在
π(0, )
2

单调递增，所以 ( ) (0) 0f x f 

解法二：令 ( ) e 1xg x x   ，
π(0, )
2

x ，则 ( ) e 1 0xg x   
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所以，函数 ( ) e 1xg x x   在
π(0, )
2

单调递增．

所以 ( ) (0) 0g x g  ，即 e 1 0x x   ．

令 ( ) sinh x x x  ，
π(0, )
2

x ，则 ( ) 1 cos 0h x x    ．

所以，函数 ( ) sinh x x x  在
π(0, )
2

单调递增．

所以 ( ) (0) 0h x h  ，即 sin 0x x  ．

所以 ( ) e 1 sin 0xf x x    ．

（Ⅱ） ( ) e 1 sinxf x m x   ， ( ) e cosxf x m x   ，

当 1m≤ 时，所以 cos cosm x x ≥ ，

( ) e cos e cosx xf x m x x   ≥ ，

由（Ⅰ）知， ( ) 0f x  ，

所以 ( )f x 在
π[0, ]
2

上单调递增．

所以当 1m≤ 时， ( ) e 1 sinxf x m x   没有极值点．

当 1m  时， ( ) e cosxf x m x   ，

因为 exy  与 cosy m x  在
π[0, ]
2

单调递增．

所以 ( )f x 在
π[0, ]
2

单调递增．

所以 (0) 1 0f m    ，
π
2π( ) e 0

2
f    ．

所以 0
π(0, )
2

x  使得 0( ) 0f x  ．

所以当 00 x x  时， ( ) 0f x  ，因此 ( )f x 在区间 0(0, )x 上单调递减．

当 0
π
2

x x  时， ( ) 0f x  ，因此 ( )f x 在区间 0
π( , )
2

x 上单调递增．

故函数 ( )f x 在
π(0, )
2

上恰有一个极小值点，m的取值范围是 (1,+ ) .
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（21）(本小题满分 15分)

解：（Ⅰ）由条件①知，当 2n≥ 时， 1n na a   或 1 4n na a   .

因为 2 0a  ，由条件①知 2 1a   .

所以 数列的前四项为：1, 1,1, 1  ；1, 1,1,5 ；1, 1,3, 3  ；1, 1,3,7 .

（Ⅱ）若 2 0a  ， 数列是等差数列.

由条件①知，当 2n≥ 时， 1n na a   或 1 4n na a   .

因为 2 0a  ，所以 2 5a  .

假设 数列中存在最小的正整数 i（ 3i≥ ），使得 1i ia a   .

由条件①知， 1 2 1, , , ia a a  单调递增，即均为正数，且 1 2 5ia a ≥ .

所以 1 5i ia a   ≤ .由条件②知，则存在 {1,2, , 1}k i  ，使得 14k ia a  ≤ .

此时与 1 2 1, , , ia a a  均为正数矛盾，

所以不存在整数 i（ 3i≥ ），使得 1i ia a   ，即 1 4n na a   .

所以 数列为首项为1公差为 4的等差数列.

（Ⅲ）由 2021ma   及条件②，

可得 1 ， 5 ， 9 ，…， 2017 ， 2021 必为数列{ }na 中的项，

记该数列为{ }nb ，有 4 3(1 506)nb n n   ≤ ≤ .

不妨令 jnb a ，由条件①， 1 4 3j ja a n     或 1 4 4 7j ja a n      ，

均不为 1 4 1nb n    ；

此时 j 2 4 3a n    或 4 1n  或 4 7n  或 4 11n  ，均不为 1 4 1.nb n   

上述情况中，当 1 4 3ja n   ， 2 4 1ja n   时， 3 2 14 1j j na a n b        ，

结合 1 1a  ，则有 3 1 .n na b 

由 506 2021b   ，得 3 506 1 1517m     即为所求．

（以上解答题，若用其它方法，请酌情给分）
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关于我们

北京高考在线创办于 2014 年，隶属于北京太星网络科技有限公司，是北京地区极具影
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平台自创办以来，为众多重点大学发现和推荐优秀生源，和北京近百所中学达成合作关

系，累计举办线上线下升学公益讲座数百场，帮助数十万考生顺利通过考入理想大学，在家

长、考生、中学和社会各界具有广泛的口碑影响力

未来，北京高考在线平台将立足于北京新高考改革，基于对北京高考政策研究及北京高

校资源优势，更好的服务全国高中家长和学生。
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