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2023北京五中高三 10月月考 

数学（第二次段考） 

班级______姓名_______学号______成绩________ 

一、选择题：共 10小题，每小题 4分，共 40分. 

1. 已知集合
 2 2 0A x x x= + 

，
 1B x x=  −

，则 A B =（    ） 

A. ( )2,0−  B. ( )2,− +  

C. ( )1,− +  D. ( )1,0−  

2. 设m ， n是两条不同的直线， ，  是两个不同的平面（    ） 

A. 若m n⊥ ， n ∥ ，则m ⊥  

B. 若m ∥ ，  ⊥ ，则m ⊥  

C. 若m ⊥ ， n ⊥ ，n ⊥ ，则m ⊥  

D. 若m n⊥ ， n ⊥ ，  ⊥ ，则m ⊥  

3. 下列函数中，在区间 ( )0,1 内不单调的是（    ） 

A. ( )ln 1y x= +  B. 
12 xy −=  

C. tan 2y x=  D. 2y x x= +  

4. 在△ ABC 中， AD 为 BC 边上的中线， E 为 AD 的中点，则 EB =  

A. 
3 1

4 4
AB AC−  B. 

1 3

4 4
AB AC−  

C. 
3 1

4 4
+AB AC  D. 

1 3

4 4
+AB AC  

5. 在 ABC 中，已知 ( )sin 2sin cosC B C B= + ，那么 ABC 一定是（    ） 

A. 等腰直角三角形 B. 等腰三角形 C. 等腰或直角三角形 D. 等边三角形 

6. 设 ,x yR ，且0 1x y   ，则（    ） 

A. 
2 2x y  B. tan tanx y  C. 4 2x y  D. 

1
(2 )x y y

x
+  −  

7. 已知不共线的两个非零向量 ,a b ，则“ a b+ 与a b− 所成角为锐角”是“ a b ”的（    ） 

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

8. 某景区为提升游客观赏体验，搭建一批圆锥形屋顶的小屋（如图 1）．现测量其中一个屋顶，得到圆锥

SO 的底面直径 AB 长为12m ，母线 SA长为18m （如图 2）．若C 是母线 SA的一个三等分点（靠近点 S），

从点 A到点C 绕屋顶侧面一周安装灯光带，则灯光带的最小长度为（    ） 
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A. 6 7m  B. 16m  C. 6 13m  D. 12m  

9. 已知函数
π

( ) sin( ) 0,| |
2

   
 

= +   
 

f x x ，若 ( ) ( ) 1g x f x = ，且函数 ( )g x 的部分图象如图所示，则

等于（    ） 

 

A. 
π

3
−  B. 

π

6
−  C. 

π

6
 D. 

π

3
 

10. 如图，在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， E 是侧面 1 1BB C C 内的一个动点（不包含端点），则

下列说法中正确的是（    ） 

 

A. 三角形 1AED 的面积无最大值、无最小值 

B. 存在点 E ，满足 1 1D E B E⊥  

C. 存在有限个点 E ，使得三角形 1AED 是等腰三角形 

D. 三棱锥 1B AED− 的体积有最大值、无最小值 

二、填空题：共 5小题，每小题 5分，共 25分. 

11. 函数 ( )
1

1f x x
x

= + + 的定义域为______________. 
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12. 已知向量 ,a b 满足 , 0a b a b=  = ，则cos ,2a a b− = _________． 

13. 已知圆锥的顶点为S ，母线 SA， SB 所成角的余弦值为
3

5
， SA与圆锥底面所成角为 45°，若 SAB△ 的

面积为
16

5
，则该圆锥的侧面积为__________. 

14. 设函数 ( )
2 1,

1 ,

x x a
f x

x a x a

 − 
= 

− − 
，当 0a = 时， ( )f x 的值域为______；若 ( )f x 的最小值为 1，则a

的取值范围是______. 

15. 关于函数 ( )
1

sin
sin

x a x
x

f = + 有如下四个命题： 

① ( )f x 的图像关于 y轴对称． 

② ( )f x 的图像关于直线
π

2
x = 对称． 

③当 a<0时， ( )f x 在区间
π

0,
2

 
 
 

上单调递减． 

④当 0a  ，使 ( )f x 在区间 ( )0,π 上有两个极大值点． 

其中所有真命题的序号是__________． 

三、解答题：共 6小题，共 85分，解答应写出文字说明､演算步骤或证明过程. 

16. 已知函数 ( ) ( )2cos 3 sin cos 0, Rf x x x x m m   = + +   的最小正周期为 π，且 ( )f x 的图像

经过点
1

0,
2

 
 
 

． 

（1）求和 m的值； 

（2）若函数 ( )f x 在区间 ( )0,a 内有且仅有 1 个零点，求 a的取值范围． 

17. 如图，在直角梯形 ABCD中， / /AB CD ， 90DAB = ，
1

2
AD DC AB= = .以直线 AB 为轴，将直

角梯形 ABCD旋转得到直角梯形 ABEF ，且 AF AD⊥ . 

 

（1）求证： / /DF 平面 BCE ； 
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（2）在线段DF 上是否存在点 P ，使得直线 AF 和平面BCP所成角的正弦值为
2 2

3
？若存在，求出

DP

DF
的值；若不存在，说明理由. 

18. 随着经济全球化、信息化的发展，企业之间的竞争从资源的争夺转向人才的竞争，吸引、留住培养和

用好人才成为人力资源管理的战略目标和紧迫任务，在此背景下，某信息网站在 15 个城市中对刚毕业的

大学生的月平均收入薪资和月平均期望薪资做了调查，数据如下图所示. 

 

（1）若某大学毕业生从这 15 座城市中随机选择一座城市就业，求该生选中月平均收入薪资高于 8500 元的

城市的概率； 

（2）现有 2 名大学毕业生在这 15 座城市中各随机选择一座城市就业，且 2 人的选择相互独立，记 X为选

中月平均收入薪资高于 8500 元的城市的人数，求 X的分布列和数学期望 E（X）； 

（3）记图中月平均收入薪资对应数据的方差为
2

1s ，月平均期望薪资对应数据的方差为
2

2s ，判断
2

1s 与
2

2s 的

大小（只需写出结论） 

19. 已知椭圆 C:

2 2

2 2
1

x y

a b
+ = （ 0a b  ）的离心率为

6
,

3
短轴一个端点到右焦点的距离为 3 . 

（1）求椭圆 C的方程; 

（2）设直线 l与椭圆 C交于 A、B两点，坐标原点 O到直线 l的距离为
3

2
，求 AOB面积的最大值. 

20. 已知函数 ( ) eaxf x x= − ． 

（1）当 1a = 时，求曲线 ( )y f x= 在点 (0, (0))f 处的切线方程； 

（2）求 ( )f x 的单调区间； 

（3）若存在 1 2, [ 1,1]x x  − ，使得 ( ) ( )1 2 9f x f x  ，求 a的取值范围． 
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21. 若数列 na 满足：   *0,1 , Nna n  ，且 1 1a = ，则称 na 为一个 X数列. 对于一个 X数列 na ，若

数列 nb 满足： 1 1b = ，且
*1

1 , N
2

n
n n n

a
b a b n+

+ = −  ，则称 nb 为 na 的伴随数列. 

（1）若 X数列 na 中， 2 1a = ， 3 0a = ， 4 1a = ，写出其伴随数列 nb 中 2 3 4, ,b b b 的值； 

（2）若 na 为一个 X数列， nb 为 na 的伴随数列.  

①证明：“ na 为常数列”是“ nb 为等比数列”的充要条件； 

②求 2019b 的最大值. 
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参考答案 

一、选择题：共 10小题，每小题 4分，共 40分. 

1. 【答案】B 

【分析】根据解一元二次不等式的解法，结合集合并集的定义进行运算即可. 

【详解】由   ( )2 2 0 2,0A x x x= +  = − ，而  1B x x=  − ， 

所以 A B = ( )2,− + . 

故选：B 

2. 【答案】C 

【分析】根据空间中点线面的位置关系，即可结合选项逐一求解. 

【详解】对于 A，若m n⊥ ， n ∥ ，则m  或者 / /m  或者 ,m  相交，故 A 错误， 

对于 B，若m ∥ ，  ⊥ ，则m  或者 / /m  或者 ,m  相交，故 B 错误， 

对于 C，若m ⊥ ， n ⊥ ，则 / /n m ，又n ⊥ ，所以m ⊥ ，故 C 正确， 

对于 D，若m n⊥ ， n ⊥ ，  ⊥ ，则m  或者 / /m  或者 ,m  相交，故 D 错误， 

故选：C 

3. 【答案】C 

【分析】AB 选项，求导得到函数的单调性，AB 错误；C 选项，由正切函数的单调性推出 tan 2y x= 在

( )0,1 上不单调，C 正确；D 选项，由解析式直接判断出 2y x x= + 在 ( )0,1 上单调递增，D 错误. 

【详解】A 选项，
1

0
1

y
x

 = 
+

在 ( )0,1 上恒成立，故 ( )ln 1y x= + 在 ( )0,1 上单调递增，A 错误； 

B 选项， 12 ln 2 0xy − = −  在 ( )0,1 上恒成立，故 12 xy −= 在 ( )0,1 上单调递减，B 错误； 

C 选项，当 ( )0,1x 时， ( )2 0,2x ， 

由于 tany z= 在
π

0,
2

z
 

 
 

上单调递增，在 ( )0, 2z 上不单调， 

故 tan 2y x= 在 ( )0,1 上不单调，C 正确； 

D 选项，由于 2y x 和 y x= 在 ( )0,1 上单调递增，故 2y x x= + 在 ( )0,1 上单调递增，D 错误. 

故选：C 

4. 【答案】A 

【分析】分析：首先将图画出来，接着应用三角形中线向量的特征，求得
1 1

2 2
BE BA BD= + ，之后应用

向量的加法运算法则-------三角形法则，得到 BC BA AC= + ，之后将其合并，得到
3 1

4 4
BE BA AC= + ，
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下一步应用相反向量，求得
3 1

4 4
EB AB AC= − ，从而求得结果. 

【详解】根据向量的运算法则，可得 

 

( )
1 1 1 1 1 1

2 2 2 4 2 4
BE BA BD BA BC BA BA AC= + = + = + +  

1 1 1 3 1

2 4 4 4 4
BA BA AC BA AC= + + = + ， 

所以
3 1

4 4
EB AB AC= − ，故选 A. 

【点睛】该题考查的是有关平面向量基本定理的有关问题，涉及到的知识点有三角形的中线向量、向量加

法的三角形法则、共线向量的表示以及相反向量的问题，在解题的过程中，需要认真对待每一步运算. 

5. 【答案】B 

【分析】由两角和的正弦公式结合正弦定理和余弦定理可求出 a b= ，即可判断 ABC 的形状. 

【详解】因为 ( )sin 2sin cosC B C B= + ， sin( ) sinB C A+ = ， 

所以 sin 2sin cosC A B= ， 

所以由正余弦定理得
2 2 2

2
2

a c b
c a

ac

+ −
=  ，化简得 2 2a b= ， 

所以 a b= ， 

所以 ABC 为等腰三角形. 

故选：B. 

6. 【答案】D 

【分析】（1）利用幂函数单调性即可判断 A，利用正切函数单调性即可判断 B， 

举例
1

3
x = ，

2

3
y = 即可判断 C，利用对勾函数和二次函数性质即可判断 D. 

【详解】根据幂函数 ( ) 2f x x= 在 ( )0, + 上为单调增函数， 

故0 1x y   时， 2 2x y ，故 A 错误， 

根据三角函数 ( ) tanh x x= 在
π

0,
2

 
 
 

上为单调增函数， 

故0 1x y   时，故 tan tanx y ，故 B 错误， 

4 2x y ，即 22 2x y ， 0 1x y   ，但 2x 与 y 的大小关系不明，如
1

3
x = ，

2

3
y = ， 
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显然此时 22 2x y= ，故 C 错误， 

根据对勾函数的图像与性质当0 1x  时， 

可知 ( )
1

2,x
x

+  + ，而 ( )
2

(2 ) 1 1y y y− = − − + ，根据二次函数 ( ) ( )2y y y = − 图像与性质可知其值

域， 

当 0y = 时， ( )
2

1 1 0y− − + = ，当 1y = 时， ( )
2

1 1 1y− − + = ， 

故当0 1y  时，则 ( )(2 ) 0,1y y−  ，故 ( )
1

2x y y
x

+  − ，故 D 正确. 

故选：D. 

7. 【答案】C 

【分析】根据向量的运算结合充分、必要条件分析判断. 

【详解】因为 ,a b 不共线，可知 a b+ 与 a b− 不共线， 

则 a b+ 与 a b− 所成角为锐角等价于 ( ) ( ) 0a b a b+  −  ，即 2 2a b ，即 a b ， 

所以“ a b+ 与 a b− 所成角为锐角”是“ a b ”的充分必要条件. 

故选：C. 

8. 【答案】C 

【分析】将圆锥侧面沿着母线 SA展开，计算出展开图扇形的圆心角，结合余弦定理可求得灯光带的最小长

度. 

【详解】将圆锥侧面沿母线 SA展开，其侧面展开图为如图所示的扇形 SAA，则 A C 的长度即为灯光带的

最小长度， 

   

2π 12πAA r = = ，
12π 2π

18 3
ASA = = ， 

在 A SC△ 中，
1

6
3

SC SA= = ， 18SA = ， 

2 2 2 2 2 1
2 cos 18 6 2 18 6 468

2
A C A S SC A S SC ASA

 
    = + −   = + −    − = 

 
， 

解得： 6 13A C = ，即灯光带的最小长度为6 13m . 

故选：C. 

9. 【答案】B 
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【分析】结合图象即可得到

π
1

3

5π
1

6

g

g

  
= 

  


  = −   

，进而求得

π
1

3

5π
1

6

f

f

  
= 

  


  = −   

，结合正弦型函数的性质可求得周期

和，从而求得答案. 

【详解】由图可知，函数 ( )g x 过点
π

,1
3

 
 
 

和点
5π

, 1
6

 
− 

 
，即

π
1

3

5π
1

6

g

g

  
= 

  


  = −   

， 

又因为 ( ) ( ) 1g x f x = ，所以

π
1

3

5π
1

6

f

f

  
= 

  


  = −   

， 

结合正弦型函数的性质可知，
5π π

2 6 3

T
= −  ，解得 πT = ， 

所以
2π

π


= ，解得 2 =  ，因为 0  ，所以 2 =  

所以 ( ) sin(2 )f x x = + ，所以
π

sin(2 ) 1
3

 + = ， 

即
2π π

2 π
3 2

k+ = + ， Zk   

解得
π

2 π
6

k = − + ， Zk   

因为
π

| |
2

  ，所以
π

6
 = −  

故选：B. 

10. 【答案】B 

【分析】结合点 E 到 1AD 的距离有关，可判定 A 不正确；由点 E 在以 1 1B D 中点为球心， 2 为半径的球

面与侧面 1 1BB C C 交线，可判定 B 正确；由 1AE D E= 时，点 E 在 1AD 的中垂面上，得到点 E 的轨迹是

线段 1B C ，可判定 C 不正确；由
1 1 1

1

3
B AED E ABD ABDV V S h− −= = △ ，可判定 D 不正确． 

【详解】选项 A中，边 1AD 的长度为定值，三角形 1AED 面积与点 E 到 1AD 的距离有关， 

当点 E 在线段 1BC 上时，距离最小，此时面积取得最小值，在端点 1,B C 处的距离最大， 

此时面积取得最大值（舍去，端点不可取），所以 A 不正确； 

选项 B中，若 1 1D E B E⊥ ，可得点 E 在以 1 1B D 中点为球心， 2 为半径的球面上， 

因为以 1 1B D 为直径的球面与侧面 1 1BB C C 有交，所以存在点 E ，满足 1 1D E B E⊥ ， 
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所以 B 正确； 

选项 C中，三角形 1AED 是等腰三角形，当 1AE D E= 时，点 E 在 1AD 的中垂面上，且 E 在侧面 1 1BB C C

上，所以点 E 的轨迹是线段 1B C （不含端点），有无穷多，所以 C 不正确； 

选项 D中，由
1 1 1

1

3
B AED E ABD ABDV V S h− −= = △ ，高 h不存在最大值（不包含端点）和最小值，所以 D 不正

确． 

故选：B. 

二、填空题：共 5小题，每小题 5分，共 25分. 

11. 【答案】 ) ( )1,0 0,− +  

【分析】由被开方数非负和分母不等式 0 得到不等式，求出定义域. 

【详解】由题意得
1 0

0

x

x

+ 



，解得 1x  − 且 0x  ， 

故 ( )
1

1f x x
x

= + + 的定义域为 ) ( )1,0 0,− + . 

故答案为： ) ( )1,0 0,− +  

12. 【答案】
2 5

5
##

2
5

5
 

【分析】先求 2a b− ， ( )2a b a−  ，利用向量夹角公式可得答案. 

【详解】由题意 ( )
2 2 2

2 2 4 4 5a b a b a a b b a− = − = −  + = ， 

( )
2 2

2 2 2a b a a a b a−  = −  = ，所以
( ) 2

2

2 2 2 5
cos ,2

52 5

a a b a
a a b

a a b a

 −
− = = =

−
， 

故答案为：
2 5

5
 

13. 【答案】4 2π  

【分析】根据条件算出母线长和底面半径即可求出侧面积. 

【详解】如图：其中 O是底面圆心，设半径为 r，则 AO r= ， 

 

3
cos

5
ASB =  ， ( ) 2 4

0,π , sin 1 cos
5

ASB ASB ASB    = −  =  ， 

由于 SA， SB 都是母线，所以 SA SB= ， 
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SAB△ 的面积
21 1 4 16

sin , 2 2
2 2 5 5

SABS SA SB ASB SA SA=    =  = =  ， 

因为 SA与圆锥底面所成角为 45°，所以 45SAO = ， 

所以在等腰直角三角形 SAO中，
2

2
2

AO r SA= = =  ， 

所以侧面积=
1 1

2π 2 2 2π 2=4 2π
2 2

SA r =     ； 

故答案为： 4 2π . 

14. 【答案】    ①. ( )1,− + ;    ②. )2, +
 . 

【分析】当 0a = 时，根据单调性分段求值域，再取并集即可求值域；讨论可得 0a = 与 a<0 不符合题意；

当 0a  时， 1 1a +    画出图象，设 2 1y x= − 与 1y x a= − − 在 ( )1,+ 上的交点横坐标为 0x ，讨论可得

0a x 时， ( )f x 的最小值为 1，求出 0x ，解不等式即可求 a的取值范围. 

【详解】若 0a = ，则 ( )
2 1, 0

1 , 0

x x
f x

x x

 − 
= 

− 
， 

当 0x   ( ) 2 1f x x= − 单调递增，所以 ( ) ( )0 1f x f = − ； 

当 0x   ( ) 1 1f x x x= − = − 单调递减，所以 ( ) ( )0 1f x f =≥ . 

故 ( )f x 的值域为 ( )1,− + . 

当 0a = 时， ( )f x 的值域为 ( )1,− + ，不符合题意； 

当 a<0时， ( ) 2 1f x x= − 在 ( ),a + 上的最小值为 1− ，不符合题意； 

当 0a  时， 1 1a +    

画出
2 1, 1y x y x= − = − 的图象，如图所示： 

 

设 2 1y x= − 与 1y x a= − − 在 ( )1,+ 上的交点横坐标为 0x ， 

又 ( ) 1 1f a a a= − − = ， 

当 00 a x  时，由图象可得 ( )f x 无最小值； 

当 0a x 时，由图象可得 ( )f x 有最小值 ( ) 1f a = ， 
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由 ( )2 1 1x x a− = − − − ，可得 2 2 0x x a+ − − = ， 

故可得
( )

0

1 1 4 2

2

a
x

− + + +
= ， 

所以
( )1 1 4 2

2

a
a

− + + +
 ，即 ( ) ( )

2
2 1 1 4 2a a+  + + ， 

化简得 2 2a   解得 2a  . 

故答案为: ( )1,− + ; )2, +
 . 

【点睛】方法点睛：(1)分段函数问题中参数值影响变形时，往往要分类讨论，需有明确的标准、全面的考

虑； 

(2)求解过程中，求出的参数的值或范围并不一定符合题意，因此要检验结果是否符合要求． 

15. 【答案】②③ 

【分析】对①，根据 ( ) ( )f x f x− = − 即可判断①错误，对②，根据 ( ) ( )f x f x − = 即可判断②正确，

对③，根据复合函数的单调性即可判断③正确，对④，对 a进行分类讨论，利用导数求解其极值即可判断

④错误. 

【详解】对①， ( )
1

sin
sin

x a x
x

f = + ，定义域为 | π, Zx x k k  ， 

( ) ( )
( )

( )
1 1

sin sin
sin sin

xf x a x a x f
x x

− = − + = − − = −
−

， 

所以 ( )f x 为奇函数，关于原点对称，故①错误. 

对②， ( ) ( )
( )

( )
1 1

π sin π sin
sin π sin

f x a x a x f x
x x

− = − + = + =
−

， 

所以 ( )f x 的图像关于直线
π

2
x = 对称，故②正确. 

对③令 sint x= ，
π

0,
2

x
 

 
 

，0 1t  ， sint x= 在
π

0,
2

 
 
 

为增函数， 

( )
1

0 1y at t
t

= +   ， a<0，
2

1
0y a

t
 = −  ，

1
y at

t
= + 在 ( )0,1 为减函数， 

所以当 a<0时， ( )f x 在区间
π

0,
2

 
 
 

上单调递减，故③正确. 

对④， ( ) 2 2

cos 1
cos cos

sin sin

x
x a x x a

x x
f

 
= − = − 

 
 ， 

当 0 1a  时， ( )0,πx ，
2

1
0

sin
a

x
−  ， 
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所以
π

0,
2

x
 

 
 

， ( ) 0f x  ， ( )f x 为减函数， 

π
,π

2
x

 
 
 

， 0f x ， ( )f x 为增函数，则 ( )f x 无极大值，不符合舍去. 

当 1a = 时， ( ) 2

1
cos 1

sin
x xf

x

 
= − 

 
 ， ( )0,πx ，

2

1
0

sin
a

x
−  ， 

所以
π

0,
2

x
 

 
 

， ( ) 0f x  ， ( )f x 为减函数， 

π
,π

2
x

 
 
 

， 0f x ， ( )f x 为增函数，则 ( )f x 无极大值，不符合舍去. 

当 1a  时，
2

1
0

sin
a

x
− = 在 ( )0, 上有两个根 1 2,x x ，且 1 2

π
π

2
x x   ， 

所以 ( )10,x x ， ( ) 0f x  ， ( )f x 为减函数， 

1

π
,
2

x x
 

 
 

， 0f x ， ( )f x 为增函数， 

2

π
,

2
x x

 
 
 

， ( ) 0f x  ， ( )f x 为减函数， 

( )2 ,πx x ， 0f x ， ( )f x 为增函数， 

即函数 ( )f x 在 ( )0,π 上存在一个极大值点
π

2
，不符合题意，故④错误. 

故选：②③ 

三、解答题：共 6小题，共 85分，解答应写出文字说明､演算步骤或证明过程. 

16. 【答案】（1）1；
1

2
−      

（2）
5π 11π

,
12 12

 
 
 

 

【分析】（1）根据三角函数恒等变换化简 ( )f x 的表达式，结合其周期以及函数图像过的点即可求得答案； 

（2）根据 ( )0,x a ，确定
π π π

2 ( ,2 )
6 6 6

x a+  + ，结合正弦函数的零点，列出相应不等式，即可求得答案. 

【小问 1 详解】 

由题意得 ( ) 2 1 cos 2 3
cos 3 sin cos sin 2

2 2

x
f x x x x m x m


   

+
= + + = + +  

π 1
sin(2 )

6 2
x m= + + + ， 
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由最小正周期为 π，可得
2π

2 2, 1
π

 = =  = ； 

由 ( )f x 的图像经过点
1

0,
2

 
 
 

，则
π 1 1 1

sin ,
6 2 2 2

m m+ + =  = − ； 

【小问 2 详解】 

由（1）可得
π

( ) sin(2 )
6

f x x= + ， 

当 ( )0,x a 时，
π π π

2 ( ,2 )
6 6 6

x a+  + ， 

因为函数 ( )f x 在区间 ( )0,a 内有且仅有 1 个零点，故令
π

π 2 2π
6

a +  ， 

解得
5π 11π

12 12
a    

即 a的取值范围为
5π 11π

,
12 12

 
 
 

. 

17. 【答案】（1）证明过程见解析；     

（2）存在，
1

3

DP

DF
= ，理由见解析. 

【分析】（1）证明出四边形CDFE 为平行四边形，得到 / /DF CE ，从而得到线面平行； 

（2）建立空间直角坐标系，设出 ( )0 1
DP

m m
DF

=   ，利用线面角的正弦值列出方程，求出答案. 

【小问 1 详解】 

将直角梯形 ABCD绕着 AB 旋转得到直角梯形 ABEF ， 

故CD EF= 且 / /CD EF ， 

故四边形CDFE 为平行四边形， 

所以 / /DF CE ， 

又CE 平面 BCE ， DF 平面 BCE ，所以 / /DF 平面 BCE ； 

【小问 2 详解】 

因为 AF AD⊥ ， 90DAB = ， 90FAB = ， 

所以 ,AD AB AF, 两两垂直， 

故以A 为坐标原点，以 ,AD AB AF, 所在直线分别为 , ,x y z 轴，建立空间直角坐标系， 

因为
1

2
AD DC AB= = ，设 1AD = ， 

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0,0 , 1,0,0 , 0,0,1 , 0,2,0 , 1,1,0A D F B C ， 

设 ( )0 1
DP

m m
DF

=   ，则 DP mDF= ，设 ( ),0,P a b ， 
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则 ( ) ( )1,0, 1,0,1a b m− = − ，解得 1 ,a m b m= − = ，故 ( )1 ,0,P m m− ， 

 

当 0m = 时，此时 P 与D 重合，直线 AF 和平面 BCD垂直， 

不满足所成角的正弦值为
2 2

3
，舍去； 

当 0m  时，设平面 BCP的法向量为 ( ), ,n x y z= ， 

则
( ) ( )

( ) ( )

1, 1,0 , , 0

,1, , , 0

BC n x y z x y

PC n m m x y z mx y mz

  = −  = − =


 = −  = + − =

， 

令 1x = ，则
1

1,
m

y z
m

+
= = ，故

1
1,1,

m
n

m

+ 
=  
 

， 

设直线 AF 和平面 BCP所成角的正弦值为 ， 

则

( )

2 2

1 10,0,1 1,1,

s
3

in cos ,

1 1
1 1 1 1

2 2

m m
AF n m mAF n
AF n m m

m m



+  +   
= = = = =

 + +   
+ + + +   

   

， 

解得
1

3
m = 或

1

5
− （舍去）， 

综上，在线段 DF 上是否存在点 P ，使得直线 AF 和平面 BCP所成角的正弦值为
2 2

3
， 

此时
1

3

DP

DF
= . 

18. 【答案】（1）
2

5
；（2）分布列见解析， ( )

4

5
E X = ；（3）

2 2

1 2s s  

【分析】（1）根据图表得到高于 8500 元的城市有 6 座，得到答案. 

（2） X 的可能取值为0,1, 2 ，计算概率得到分布列，再计算期望得到答案. 

（3）根据数据的波动性得到答案. 

【详解】（1）根据图表知：月平均收入薪资高于 8500 元的城市有 6 座，故
6 2

15 5
p = =   
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（2） X 的可能取值为0,1, 2 ，则 

( )
3 3 9

0
5 5 25

p  = =  = ； ( ) 1

2

3 2 12
1

5 5 25
p C = =  = ； ( )

2 2 4
2

5 5 25
p  = =  =  

分布列为： 

   0 1 2 

p   
9

25
  

12

25
  

4

25
  

( )
9 12 4 20 4

0 1 2
25 25 25 25 5

E X =  +  +  = =   

（3）根据图像知月平均收入薪资对应数据波动更大，故
2 2

1 2s s  

【点睛】本题考查了概率的计算，分布列，数学期望，方差，意在考查学生的综合应用能力. 

19. 【答案】（1）
2

2 1
3

x
y+ = ；     

（2）
3

2
. 

【分析】（1）根据给定条件，求出 ,a b即可作答. 

（2）在直线 l斜率存在时，设出其方程，再与 C的方程联立，求出弦长最大值，验证直线 l斜率不存在的

情况作答. 

【小问 1 详解】 

设椭圆的半焦距为 c，依题意 2 2 3a b c= + = ，而
6

3

c

a
= ，解得 2, 1c b= = ， 

所以所求椭圆方程为
2

2 1
3

x
y+ = ． 

【小问 2 详解】 

设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，当 AB x⊥ 轴时，直线 AB：
3

2
x = ，由

2 2

3

2

3 3

x

x y


=


 + =

得
3

| |
2

y = ，

3AB = ， 

当 AB 与 x轴不垂直时，设直线 AB 的方程为 y kx m= + ，依题意，
2

3

21

m

k
=

+
，得

2 23
( 1)

4
m k= + ， 

把 y kx m= + 代入椭圆方程，整理得
2 2 2(3 1) 6 3 3 0k x kmx m+ + + − = ， 

1 2 2

6

3 1

km
x x

k

−
+ =

+
，

2

1 2 2

3( 1)

3 1

m
x x

k

−
=

+
，当 0k  时， 
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2 2 2
2 2 2 2

2 1 2 1 1 2 2 2 2

36 12( 1)
1 | | 1 ( ) 4 (1 )[ ]

(3 1) 3 1

k m m
AB k x x k x x x x k

k k

−
= + − = + + − = + −

+ +
 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

12( 1)(3 1 ) 3( 1)(9 1)

(3 1) (3 1)

k k m k k

k k

+ + − + +
= =

+ +

2

4 2
2 2

2 2

12 12 12
3 3 3 2

19 6 1 19 6 2 9 6

k

k k
k k

k k

= + = +  + =
+ +

+ +  +
， 

当且仅当
2

2

1
9k

k
= ，即

3

3
k =  时等号成立，当 0k = 时，直线 AB：

3

2
y = ，由

2 2

3

2

3 3

y

x y


=


 + =

得

3
| |

2
x = ， 3AB = ， 

综上得
max

2AB = ， AOB面积
1 3 1 3 3

| | 2
2 2 2 2 2

AOBS AB=     = ， 

所以 AOB面积的最大值
3

2
. 

20. 【答案】（1） 1y =      

（2）当 0a  时， ( )f x 的减区间为 ( ),− + ，无增区间；当 0a  时， ( )f x 的减区间为
ln

,
a

a

 
− − 
 

，

增区间为
ln

,
a

a

 
− + 
 

     

（3） (   ), ln 2 ln 4, − −  +  

【分析】（1）当 1a = 时，求出函数 ( )f x 的导数，求出曲线 ( )y f x= 在点 (0, (0))f 处切线的斜率，然后求

解切线的方程即可； 

（2）先求出函数 ( )f x 的导数，分 0a  和 0a  两种情况讨论即可得到单调区间； 

（3）将题中条件转化为若  1,1x  − ，使得 ( ) 3f x  成立，再结合函数放缩得到若  1,1x  − ，使得

max( ) 3f x  成立，再根据（2）中的单调情况可知 max( )f x 为 ( 1)f − 与 (1)f 中的较大者，从而得到当

( 1) 3f −  或 (1) 3f  即可满足题意，进而求解即可． 

【小问 1 详解】 

当 1a = 时， e( ) x xf x = − ，则 ( ) e 1xf x = − ， 

得 (0) 1f = ， (0) 0f  = ， 

所以曲线 ( )y f x= 在点 (0, (0))f 处的切线方程为 1y = ． 

【小问 2 详解】 
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由 ( ) eaxf x x= − ，则 ( ) e 1axf x a = − ， 

当 0a  时， ( ) 0f x   恒成立，此时 ( )f x 在 R上单调递减； 

当 0a  时，令 ( ) 0f x = ，解得
ln a

x
a

= − ， 

此时 ( )f x 与 ( )f x 的变化情况如下： 

x  

ln
,

a

a

 
− − 
 

 
ln a

a
−  

ln
,

a

a

 
− + 
 

 

( )f x
   - 0 

+ 

( )f x  ↘ 极小值 ↗ 

由上表可知， ( )f x 的减区间为
ln

,
a

a

 
− − 
 

，增区间为
ln

,
a

a

 
− + 
 

，  

综上，当 0a  时， ( )f x 的减区间为 ( ),− + ，无增区间；  

当 0a  时， ( )f x 的减区间为
ln

,
a

a

 
− − 
 

，增区间为
ln

,
a

a

 
− + 
 

． 

【小问 3 详解】 

将 ( )f x 在区间 1,1− 上的最大值记为 max( )f x ，最小值记为 min( )f x ， 

因为存在 1 2, [ 1,1]x x  − ，使得 ( ) ( )1 2 9f x f x  ， 

所以  1,1x  − ，使得 ( ) 3f x  成立，即 max( ) 3f x  或 min( ) 3f x  − ， 

当  1,1x − 时， ( ) e 1axf x x x= −  −  − ， 

若  1,1x  − ，使得 ( ) 3f x  成立，只需 max( ) 3f x  ， 

由（2）可知 ( )f x 在区间 1,1− 上单调或先减后增， 

故 max( )f x 为 ( 1)f − 与 (1)f 中的较大者， 

所以只需当 ( 1) 3f −  或 (1) 3f  即可满足题意， 

即只需 ( 1) e 1 3af −− = +  或 (1) e 1 3af = −  ， 

解得 ln 2a  − 或 ln 4a  ，         

综上所述， a的取值范围是 (   ), ln 2 ln 4, − −  + ． 

【点睛】关键点点睛：函数不等式恒成立问题，要进行适当转化．解答小问（3）的关键在于转化为若
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 1,1x  − ，使得 ( ) 3f x  成立，再结合函数放缩得到若  1,1x  − ，使得 max( ) 3f x  成立，再根据

（2）中的单调情况求解 max( )f x 即可得到 a的取值范围． 

21. 【答案】（1） 2

1

2
b = ， 3

1

2
b = ， 4

1

4
b = ；     

（2）①证明见解析；②
1009

1

2
. 

【分析】（1）利用题中定义，利用代入法进行求解即可； 

（2）①根据充要条件的定义，结合反证法进行证明即可；②根据 na 的性质分类讨论进行求解即可. 

【小问 1 详解】 

2
2 1 1

1

2 2

a
b a b= − = ，

3
3 2 2

1

2 2

a
b a b= − = ， 4

4 3 3

1

2 4

a
b a b= − = ； 

【小问 2 详解】 

①充分性：若 X 数列 na 为常数列，∵ 1 1a = ，∴
*1, Nna n=  ， 

∴
*1

1

1
, N

2 2

n
n n n n

a
b a b b n+

+ = − =  ，又 1 1 0b =  ， 

∴其伴随数列 nb 是以 1 为首项，以
1

2
为公比的等比数列； 

必要性：假设数列 nb 为等比数列，而数列 na 不为常数列， 

∴数列 na 中存在等于 0 的项，设第一个等于 0 的项为 ka ，其中 1, Nk k   ， 

∴ 1 1

0
1

2
k k kb b b− −= − = ，得等比数列 nb 的公比

1

1k

k

b
q

b −

= = ． 

又
1

1
2

k
k k

a
b b+

+ = ，得等比数列 nb 的公比
1 1

2 2

ka
q +=  ，与 1q = 矛盾．∴假设不成立． 

∴当数列 nb 为等比数列时，数列 na 为常数列． 

综上“ na 为常数列”是“ nb 为等比数列”的充要条件； 

②当 1na = ， 1 1na + = 时， 1

1

2
n nb b+ = ， 

当 1na = ， 1 0na + = 时， 1n nb b+ = ， 

当 0na = ， 1 1na + = 时， 1

1

2
n nb b+ = ， 

当 0na = ， 1 0na + = 时， 1 0nb + = ， 

综上，结合 2 {0,1}na + = 可得： 2

1
{

4
n nb b+ = ，

1

2
nb ， 0}， 
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由题意知 0nb  ，所以 2

1

2
n nb b+  ， 

于是有 2019 2017 2015 12 1009 1009

1 1 1 1

2 2 2 2
b b b b    = ， 

所以 2019b 的最大值为
1009

1

2
. 

【点睛】关键点睛：利用分类讨论法，结合题中定义是解题的关键. 
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考资讯、专业的高考政策解读、科学的升学规划等，为广大高校、中学和教科研单位提供

“衔接和桥梁纽带”作用。

平台自创办以来，为众多重点大学发现和推荐优秀生源，和北京近百所中学达成合作关

系，累计举办线上线下升学公益讲座数千场，帮助数十万考生顺利通过考入理想大学，在家

长、考生、中学和社会各界具有广泛的口碑影响力

未来，北京高考在线平台将立足于北京新高考改革，基于对北京高考政策研究及北京高

校资源优势，更好的服务全国高中家长和学生。

推荐大家关注北京高考在线网站官方微信公众号：京考一点通，我们会持续为大家整

理分享最新的高中升学资讯、政策解读、热门试题答案、招生通知等内容！

http://www.gaokzx.com
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