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北京十五中高三年级数学期中考试试卷

2022.11

本试卷共 4 页，150 分.考试时长 120 分钟.考生务必将答案答在答题纸上，在试卷上作答无效.

第一部分（选择题 共 40 分）

一、选择题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项.

1.已知集合 { | 1 3}A x x    ， { | 0 4}B x x  ≤ ，则 A B  D

（A） (0,3) （B） ( 1,4) （C） (0,4] （D） ( 1,4]

2.已知 i 为虚数单位，若 (2+i) iz = ，则复数 z在复平面内对应的点位于 A

（A）第一象限 （B）第二象限 （C）第三象限 （D）第四象限

3.下列函数中既是奇函数，又在区间 0 1（ ，）上单调递减的是 C

（A）
3( )f x x （B） ( ) lg | |f x x （C） ( )f x x  （D） ( ) cosf x x

4.已知向量  5,ma ，  2, 2 b ，若 a b 与 b共线，则实数m  D

（A） 1 （B） 1 （C） 2 （D） 5

5.已知等差数列{ }na 的前 n项和为 nS . 若 3 3S a ，且 3 0a  ，则
4

3

S
S

C

（A） 1 （B）
5
3

（C）
8
3

（D）3

6.在平面直角坐标系中，角 的终边过点 ）（ 21,A  ，将角 的终边绕原点按逆时针方向旋转 90与角 

的终边重合，则 cos = A

（A）
2 5

5
 （B） 5

5
 （C） 5

5
（D）

2
5



7.已知 na 是公差不为 0的无穷等差数列， nS 是其前 n 项和. 则“ na 是递增数列”是“ nS 是递增数

列”的 B
（A）充分而不必要条件 （B）必要而不充分条件

（C）充分必要条件 （D）既不充分也不必要条件

8.斐波那契数列又称“黄金分割数列”，因数学家莱昂纳多·斐波那契以兔子繁殖为例子而引入，故又称为

“兔子数列”. 此数列在现代物理、准晶体结构、化学等领域都有着广泛的应用. 斐波那契数列{ }na 可以

用如下方法定义： *
1 2 ( 3 )n n na a a n n   N≥ ， ， 1 2 1.a a  若此数列各项除以 4 的余数依次构成一个

新数列{ }nb ，则 2021b A

（A） 1 （B） 2 （C） 3 （D） 5

https://baike.baidu.com/item/%E9%BB%84%E9%87%91%E5%88%86%E5%89%B2/115896
https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%AE%B6/1210991
https://baike.baidu.com/item/%E5%85%94%E5%AD%90%E6%95%B0%E5%88%97/6849441
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9.在 ABC 中， 2, 1, ,
2

AB AC ACB F   是线段 AB上的点，则 FA CF
 

的取值范围是 B

（A）  3,0 （B）
13,

16
   

（C）  0,2 （D）
10,
8

 
  

10.数列{ }na 的通项公式为 2 3na n n  ， *nN ，前 n项和为 nS . 给出下列三个结论：

①存在正整数 ,m n（m n ），使得 m nS S ；②存在正整数 ,m n（m n ），使得 2m n m na a a a  ；③记

1 2 ( 1,2,3, )n nT a a a n   ，则数列{ }nT 有最小项. 其中所有正确结论的序号是 C

（A）①② （B）③ （C）①③ （D）①②③

第二部分（非选择题 共 110 分）

二、填空题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分.

11.函数  ( ) 2 ln 3f x x x    的定义域是__________.  3,2

12.已知数列  *( )na n n N 为等比数列， 1 1a  ， 2 2a  ，则 5a ________. 27

13.已知向量 ,a b满足 | | 5a  ， | | 4b ， ( ) a b b，那么  | a b | ___． 73

14.设函数
2 , ,

( )
(2 ), .

x a x a
f x

f a x x a

 
 

≤

①若 0a  ，则 ( )f x 的最大值为 ；

②若函数 ( ) y f x b有两个零点，则 b 的取值范围是 ．1；  10,

15.某生物种群的数量 Q与时间 t的关系近似地符合
10( )

9

t

t

eQ t
e




给出下列四个结论：

①该生物种群的数量不会超过 10；

②该生物种群数量的增长速度先逐渐变大后逐渐变小；

③该生物种群数量的增长速度与种群数量成正比；

④该生物种群数量的增长速度最大的时间 0 (2,3)t  .

根据上述关系，其中所有正确结论的序号是___________.①②④
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三、解答题共 5 小题，共 85 分.解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程.

16.（13 分）如图，在四棱锥 P ABCD 中，底面 ABCD为正方形， PA 平面 ABCD，

,M N 分别为棱 ,PD BC的中点， 2PA AB  ．

（Ⅰ）求证：MN∥平面 PAB；

（Ⅱ）求直线 MN与平面 PCD所成角的正弦值．

解：（Ⅰ）在四棱锥 P ABCD 中，

取 PA的中点 E，连接 EB、 EM ，

因为 M 是 PD的中点，

所以 EM∥ AD，且
1
2

EM AD .

又因为 底面 ABCD是正方形， N是 BC的中点，

所以 BN AD∥ ，且
1
2

BN AD .所以 EM ∥�= BN .

所以 四边形MNBE是平行四边形. 所以 MN EB∥ .由于 EB 平面 PAB，

MN 平面 PAB，所以 MN∥平面 PAB . ………………5 分

（II）因为 底面 ABCD是正方形，所以 AB  AD .

又因为 PA 平面 ABCD .

所以以点 A为坐标原点， AB、 DA 、 PA 的方向分别为 x轴、 y轴、 z 轴的正方向，

如图建立空间直角坐标系.

(0,0,0)A ， (2,2,0)C ， (0,2,0)D , (0,0,2)P ， (0,1,1)M , (2,1,0)N .

(2,2, 2), ( 2,0,0),PC CD
 

   

设平面 PCD的法向量为 ( , , )m x y z


.

有：
0,

0,

m PC

m CD

  


 

 

  即
0,

0,
x y z
x
  

 
令 1y  ，则 =1z ， 所以 (0,1,1)m 


.

(2,0, 1)MN  


.

设直线MN 与平面 PCD所成角为 .

有： sin cos ,MN m 
 

=
MN m

MN m





 

 

0 2+1 0+1 1 10= =
102 5

  



（-）
.

所以 直线MN 与平面 PCD所成角的正弦值为
10

10
. ………………8 分

N

M

P

DA

B C
x

y

z
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17.（13 分）已知函数 ( ) 4sin cos( ) ( 0)
2 2 3
x xf x m  

    . ( )f x 最小正周期为 ，且 ( )f x 最大值与最

小值之和为 0 .

（Ⅰ）求 ( )
3

f 
的值；

（Ⅱ）若函数 ( )f x 在区间 [0, ]a 上是增函数，求实数 a的最大值.

解：（Ⅰ）
1 3( ) 4sin ( cos sin )

2 2 2 2 2
x x xf x m  

  

22sin cos 2 3 sin
2 2 2
x x x m  

  

sin 3(1 cos )x x m    

sin 3 cos 3x x m    

π2sin( ) 3
3

x m    .

2π π
| |

T


  ，又因为 0  ，所以 2   .

(2 3 ) ( 2 3 ) 0m m       ，所以 3m   .

则 ( )f x π2sin(2 )
3

x  ，

所以
π 2π π π( ) 2sin( ) 2sin 3
3 3 3 3

f     . ………………8 分

（Ⅱ）令
π π π2 π 2 2 π ( )
2 3 2

k x k k     Z≤ ≤ ，

所以
π 5ππ π  ( )

12 12
k x k k    Z≤ ≤ ，

所以函数 ( )f x 的单调增区间为
π 5π[ π, π]  ( )

12 12
k k k    Z .

因为函数 ( )f x 在 [0, ]a 上单调递增，且
π 5π0 [ , ]

12 12
  ，此时 0k  ，

所以
5π
12

a≤ ，故实数 a的最大值为
5π
12

. ………………5 分

18.（14 分）设 ABC 的内角 A，B，C的对边分别为 a,b,c，且 sin 3 cosa B b A

（Ⅰ）求角 A大小；

（Ⅱ）再从以下三组条件中选择一组条件作为已知条件，使三角形存在且唯一确定，并求 ABC 的面积.

第①组条件： 19, 5a c  ；

第②组条件：
1cos , 4 2
3

C c 
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第③组条件：AB边上的高 3, 3h a 

注：如果选择的条件不符合要求，第(II)问得 0 分；如果选择多个符合要求的条件分别解答，按第一个

解答计分.

解：（Ⅰ）由正弦定理
sin sin
a b
A B
 及 sin 3 cosa B b A 得

sin sin 3 sin cosA B B A ，

因为  0, πB ，所以 sin 0B 

所以 sin 3 cosA A ，

所以 tan 3A  ，

因为  0, πA ，

所以
π
3

A  . ………………6 分

（Ⅱ）选②：

因为
1cos
3

C  ，  0, πC ，

所以

2
2 1 2 2sin 1 cos 1

3 3
C C       

 
.

由正弦定理
sin sin
a c
A C
 得

34 2sin 2 3 3
sin 2 2

3

c Aa
C


   .

由 πA B C   得

  3 1 1 2 2 2 2 3sin sin sin cos cos sin
2 3 2 3 6

B A C A C A C 
         .

所以
1 1 2 2 3sin 3 3 4 2 4 3 3 2
2 2 6ABCS ac B


       .

选③：

因为
π
3

A  ， AB边上的高 3h  ，所以
3 2

sin 3
2

hb
A

   .

由余弦定理 2 2 2 2 cosa b c bc A   得 29 4 2c c   ，即 2 2 5 0c c   ，

解得 1 6c   （舍负）所以 1 6c  

所以  1 1 3 3 21 6 3
2 2 2ABCS ch 

      . ………………8 分
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19.（15 分）为了迎接北京冬奥会，弘扬奥林匹克精神，某学校组织全体高一学生开展了冬奥知识竞赛活

动.从参加该活动的学生中随机抽取了 12 名学生的竞赛成绩，数据如下表：

男生 81 84 86 86 88 91

女生 72 80 84 88 92 97

（Ⅰ）从抽出的男生和女生中，各随机选取一人，求男生成绩高于女生成绩的概率；

（Ⅱ）从该校的高一学生中随机抽取 3 人，记成绩为优秀（大于 90 分）的学生人数为 X ，以频率估计概

率，求 X 的分布列和数学期望；

（Ⅲ）表中男生和女生成绩的方差分别记为
2
1s ，

2
2s ，现在再从参加活动的男生中抽取一名学生，成绩为

86 分，组成新的男生样本，方差计为
2
3s ，试比较

2
1s 、

2
2s 、

2
3s 的大小．（只需写出结论）

解：（Ⅰ）设“从抽出的男生和女生中，各随机选取一人，男生成绩高于女生成绩”为事件 A，

由表格可得：从抽出的 12 名学生中，男生和女生各随机选取一人，共有 3666  种

其中男生成绩高于女生成绩的有：

                   ，，，，，，，，，，， 8486808672868486808672868084728480817281 ,,,,,,,,,

             8891849180917291848880887288 ,,,,,, ，，，，，，，

事件 A 包含 17 个样本点 ，因此  
36

17
AP . …………5 分

（II）由数据可知，在抽取的 12 名学生中，成绩为优秀（大于 90 分）的有 3人，即从该校参加活动的高

一学生中随机抽取 1 人，该学生成绩优秀的概率为
4

1
.

因 此 从 该 校 高 一 学 生 中 随 机 抽 取 3 人 ， 这 3 人 中 成 绩 优 秀 人 数  可 取 0,1, 2,3 ，

 
33 27=0 = =

4 64
P    

 
，  

2
1
3

1 3 27=1 =C =
4 4 64

P    
 

，

 
2

2
3

3 1 9=2 =C =
4 4 64

P     
 

，  
31 1=3 = =

4 64
P    

 

所以随机变量 X 的分布列

X 0 1 2 3

P 27
64

27
64

9
64

1
64
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数学期望
4
3

64
48

64
13

64
92

64
271

64
270 EX

或者 







4
13~ ,B ，所以

4
3

4
13 E ……………7分

（Ⅲ） 2
2

2
1

2
3 sss  . …………3 分

20.（15 分）已知函数
2 21( ) ( ) ln ( 0)

2
f x x ax x x ax a     .

（Ⅰ）求曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程；

（Ⅱ）求函数 ( )f x 的单调区间；

（Ⅲ）若函数 ( )f x 在 1x  处取得极大值，记函数 ( )f x 的极小值为 ( )g a ，试求 ( )g a 的最大值．

解：函数 ( )f x 的定义域为 (0, ) ，

且
2 1( ) (2 ) ln ( )f x x a x x ax x a

x
       (2 ) lnx a x  .

（Ⅰ）易知
1(1)
2

f a  ， (1) 0f   ，

所以曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线方程为
1( ) 0( 1)
2

y a x    .

即
1
2

y a  . ………………4 分

（Ⅱ）令 ( ) (2 ) ln 0f x x a x    得
2

1 axx  或

①当0 2a  时， 1
2
a
 .当 x 变化时， ( ), ( )f x f x 变化情况如下表：

x (0, )
2
a

2
a ( ,1)

2
a

1 (1, )

( )f x + 0 - 0 +

( )f x ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以函数 ( )f x 的单调递增区间为： (0, )
2
a

， (1, ) ，单调递减区间为 ( ,1)
2
a

.

② 当 2a  时， ( ) 2( 1) ln 0f x x x    恒成立.

所以函数 ( )f x 的单调递增区间为： (0, ) ，无单调递减区间.
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③ 当 2a  时， 1
2
a
 .当 x 变化时， ( ), ( )f x f x 变化情况如下表：

x (0,1) 1 (1, )
2
a

2
a ( , )

2
a


( )f x + 0 - 0 +

( )f x ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以函数 ( )f x 的单调递增区间为： (0,1) ， ( , )
2
a
 ，单调递减区间为 (1, )

2
a

……………6 分

（Ⅲ）由（Ⅱ）可知，要使 1x  是函数 ( )f x 的极大值点，需满足 2a  .

此时，函数 ( )f x 的极小值为 ( )g a 
2

23( ) ln
2 4 2 8
a a af a   .

所以
1( ) (ln 1)
2 2

ag a a    .

令
1( ) (ln 1) 0
2 2

ag a a     得 2ea  .

当 a变化时，g ( ), ( )a g a 变化情况如下表：

a (2,2e) 2e (2e, )

g ( )a + 0 -

( )g a ↗ 极大值 ↘

所以函数 ( )g a 的最大值为
2e(2e)

2
g  . ………………5 分
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21.（15 分）记实数 a，b中的较大者为max{ }a b， ，例如max{1 2} 2， ，max{1 1} 1， ，对于无穷数列{ }na ，

记 *
2 1 2max{ }( )k k ka a k   N， ，若对于任意的 *kN ，均有 1k k   ，则称数列{ }na 为“趋势递减数列”．

（Ⅰ）已知数列{ } { }n na b， 的通项公式分别为 2 1na n   ，
1( )
2

n
nb   ，判断数列{ } { }n na b， 是否为“趋

势递减数列”，并说明理由；

（Ⅱ）已知首项为1公比为 q的等比数列{ }nc 是“趋势递减数列”，求 q的取值范围；

（Ⅲ）若数列{ }nd 满足
1d ，

2d 为正实数，且 2 1n n nd d d   ，求证：{ }nd 为“趋势递减数列”的充

要条件为{ }nd 的项中没有 0 ．

解：（Ⅰ）数列{ }na 是“趋势递减数列”.

因为{ }na 是单调递减数列， 2 1 2 2 1max{ }k k k ka a a   ， ，且 1k k   .所以数列{ }na 是“趋势递减数列”.

数列{ }nb 是“趋势递减数列”.

因为 2 1 2 2max{ }k k k kb b b  ， ，且 1k k   .所以数列{ }nb 是“趋势递减数列” ……………4 分

（Ⅱ）当 1q  时，数列{ }nc 为单调递增数列，此时 2 1 2 2max{ }k k kc c c ， ，且 2 2 2k kc c  不满足题意；

当 1q  时，数列{ }nc 为常数列，不满足题意；

当 0 1q  时，数列{ }nc 为单调递减数列，此时 2 1 2 2 1max{ }k k kc c c ， ，且 2 1 2 1k kc c  ，满足题意；

当 1 0q   时，此时 2 1 2 2 1max{ }k k kc c c ， ，且 2 1 2 1k kc c  ，满足题意；

当 1q   时，此时 2 1 2 2 1max{ }k k kc c c ， ，且 c2k+1>c2k-1，不满足题意；

综上， q的取值范围为 ( 1 0) (0 1) ， ， . ……………4 分

（Ⅲ）先证必要性：

假设存在正整数 (m m≥3) 使得 0md  ， 1 2 0m m md d d    ，令 1 2m md d a   .

因为 1d ， 2d 为正实数，且 2 1n n nd d d   所以 nd ≥ 0 ，故 a≥ 0 ，

则数列{ }nd 从 2nd  开始以后的各项为 0 0a a a a ，，，，， ，

当 2 1k  ≥ 2m  时 2 1 2max{ }k kd d a ， ， 2 1 2 2max{ }k kd d a  ， 与{ }nd 为“趋势递减数列”矛盾，故假

设不成立，{ }nd 的项中没有 0 .

再证明充分性： 2 1n n nd d d   得 1max{ }n 2 n nd d d  ， ，
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因为{ }nd 的项中没有 0 ，所以对于任意正整数 n， 0nd  ，于是 2 3 0kd   ，

所以 2 1 2 2k kd d  .

当 2 1 2 2k kd d  时， 2 1 2 2 2 1 2 1 2max{ } max{ }k k k k kd d d d d    ， ，
，

当 2 1 2 2k kd d  时， 2 1 2 2 2 2 2 1 2max{ } max{ }k k k k kd d d d d    ， ，
，

所以{ }nd 为“趋势递减数列”.

综上：{ }nd 为“趋势递减数列”的充要条件为{ }nd 的项中没有 0 . ……………7 分
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校资源优势，更好的服务全国高中家长和学生。
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