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2023北京牛栏山一中高三 10月月考 

数    学 

一、单选题（共 10小题，每小题 4分，共 40分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题

目要求的一项．） 

1. 已知全集
 = +1>0U x x

，集合
 = 2>0A x x −

，则 U A =
（    ） 

A. ( , 2−  B. ( ), 2−  C. ( 1, 2−  D. ( )1, 2−  

2. 命题“ 0x  ，使得 2 1x  ”的否定为（    ） 

A. 0x  ，使得 2 1x   B. 0x  ，使得 2 1x   

C. 0x  ，都有 2 1x   D. 0x  ，都有 2 1x   

3. 若 a b c  ，则（    ） 

A. a c a b−  −  B. a b c +  C. a b c+   D. a b b c−  −  

4. 下列函数在定义域内单调递增的是（    ） 

A. 
1

y
x

= −  B. tany x=  C. lgy x= −  D. 
1

2y x=  

5. 已知函数 ( ) ln 4f x x x= + − ，在下列区间中，包含 ( )f x 零点的区间是（    ） 

A. （0，1） B. （1，2） C. （2，3） D. （3，4） 

6. 已知平面向量 ( )1,2a = − ， ( )3, 1b = − ， ( ),c t t= ，若 ( )a c b+ ，则 =t （    ） 

A. 
5

2
 B. 

1

4
 C. 

5

4
−  D. 

7

4
−  

7. 已知数列 na 是无穷项等比数列，“ 3 2 1a a a  ”是“ na 单调递增”的（    ） 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分又不必要条件 

8. 点声源在空间中传播时，衰减量 L（单位：dB）与传播距离 r（单位：米）的关系式为
2π

10lg
4

r
L = ，

则 r从 5 米变化到 40 米时，衰减量的增加值约为（    ） 

参考数据： lg 2 0.3  

A.24dB B. 18dB C. 16dB D. 12dB 

9. 在边长为 1 的正六边形 ABCDEF 中，点 P为其内部或边界上一点，则 AD BP 的取值范围为（    ） 

A.  1,1−  B.  1,3−  C.  3,1−  D.  3,3−  

10. 已知函数 ( ) ( )sin 2f x x = + ，若 ( )f x m+ 的图像关于坐标原点对称， ( )f x n+ 的图像关于 y轴对

称，则 m n+ 的最小值为（    ） 
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A. 
π

4
 B. 

π

2
 C. 

3
π

4
 D.   

二、填空题（共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11. 函数 ( )
3

x
f x

x
=

−
的定义域为______． 

12. 已知 +,a b R ， 2 12a b+ = ，则 ab 的最大值为__________． 

13. 已知 为第二象限角，
11

sin
14

 = ，则
π

sin
3


 

+ 
 

__________． 

14. 已知数列 na 的通项公式为 na n
n


= + ， *nN ，且 na 为单调递增数列，则实数  的取值范围是

__________． 

15. 已知函数 ( )
2 +2 +1, 0

=
2 2 , >0x

ax ax x
f x

x



−





，有下面四个命题： 

①当 0a  时， ( )f x 在 1,1− 单调递减； 

②若 ( )f x 恰有两个不同的零点，则 0a  ； 

③若函数 ( ) ( )g x f x k= − 恰有 4 个不同的零点 1x ， 2x ， 3x ， 4x ，则 1 2 3 4 0x x x x+ + +  ； 

④对于任意的 aR ，函数 ( ) ( ) 1h x f x= − 恰有 3 个不同的零点． 

其中，全部正确命题的序号为__________． 

三、解答题（共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程） 

16. 已知函数 ( ) 22sin cos cosf x x x a x= + ，且
π

3
3

f
 

= 
 

． 

（1）求 a的值； 

（2）求函数 ( )f x 的最小正周期及单调递增区间； 

（3）若对于任意的  0,x m ，总有 ( ) ( )0f x f ，直接写出 m的最大值． 

17. 已知函数 ( )2( ) 3 1 exf x x x= − + ． 

（1）求曲线 ( )y f x= 在 ( )( )0, 0f 处的切线方程； 

（2）求 ( )f x 在区间 2,0− 上的最大值和最小值． 

18. 如图，在四边形 ABCD中， ABC 为钝角，且 2 sin 3AC BAC BC  = ． 
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（1）求 ABC 的大小； 

（2） =2AB ， 2 7AC = ，BD平分 ABC ，且 BCD△ 的面积为3 3 ，求边 CD的长． 

19. 已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)

x y
E a b

a b
+ =   的左、右顶点分别为 1 2,A A ， 1 2 4A A = ，椭圆 E的离心率为

3

2
． 

（1）求椭圆 E的标准方程； 

（2）过 (1,0)D 作直线 l与椭圆 E交于不同的两点 M，N，其中 l与 x轴不重合，直线 1A M 与直线
5

2
x = 交

于点 P，判断直线 2A N 与 DP的位置关系，并说明理由． 

20. 已知函数
1

( ) 2 lnf x x x x
x

= − − ． 

（1）求函数 ( )f x 在 )1,+ 上的最大值； 

（2）若对于任意的 ( )1,ex ，总有
2

ln

1

x
m n

x
 

−
，请求出 m的最大值和 n的最小值． 

21. 已知  1,2, ,S n= ， A S ，  1 2,T t t S=  ，记  ( ), 1, 2i iA x x a t a A i= = +  = ，用 X 表示有

限集合 X 的元素个数. 

（I）若 5n = ，  1,2,5A = ， 1 2A A =，求T ； 

（II）若 7n = ， 4A = ，则对于任意的A ，是否都存在T ，使得 1 2A A =？说明理由； 

（III）若 5A = ，对于任意的A ，都存在T ，使得 1 2A A =，求n的最小值. 
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参考答案 

一、单选题（共 10小题，每小题 4分，共 40分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题

目要求的一项．） 

1. 【答案】C 

【解析】 

【分析】先分别写出集合 ,A U ，在根据补集的定义求解. 

【详解】依题意，  = > 1U x x − ，  = >2A x x ，根据补集的定义：   ( = 1< 2 = 1,2U A x x−  − . 

故选：C 

2. 【答案】C 

【解析】 

【分析】 

利用含有一个量词的命题的否定定义得出选项． 

【详解】命题“ 0x  ，使得 2 1x  ”的否定为“ 0x  ，都有 2 1x  ” 

故选：C 

3. 【答案】A 

【解析】 

【分析】对 A，由不等式的基本性质可证明，对 B、C、D 通过举例可判断. 

【详解】对 A，由 a b c  ，可得 c b−  − ，从而有 a c a b−  − 成立，故 A 正确； 

对 B、D，若 3, 2, 1a b c= = = ，则a b c= + ， a b b c− = − ，故 B、D 不正确； 

对 C，若 1, 2, 3a b c= − = − = − ，则 a b c+ = ，故 C 不正确. 

故选：A 

4. 【答案】D 

【解析】 

【分析】根据函数解析式结合基本的性质逐个分析判断. 

【详解】对于 A，定义域为 ( ,0) (0, )− + ，函数
1

y
x

= − 在 ( ,0)− 上单调递增，在 (0, )+ 上单调递

增，但在定义域内不单调递增，如当 1 1−  ，而 ( 1) 1 (1) 1f f− =  = − ，所以 A 错误， 

对于 B，定义域为 + , Z
2

x x k k


  
 
 
 

，函数 tany x= 在 , ( Z)
2 2

k k k
 

 
 
− + +  
 

上单调递增，但

在定义域内不单调递增，所以 B 错误， 

对于 C，定义域为 (0, )+ ，函数 lgy x= − 在 (0, )+ 上单调递减，所以 C 错误， 

对于 D，定义域为[0, )+ ，函数
1

2y x= 在[0, )+ 上单调递增，所以 D 正确， 

故选：D 
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5. 【答案】C 

【解析】 

【分析】 

判断函数的单调性，以及 f （2）， f （3）函数值的符号，利用零点存在性定理判断即可． 

【详解】函数 ( ) ln 4f x x x= + − ，是增函数且为连续函数， 

又 f （2） ln 2 2 4 0= + −  ， 

f （3） ln3 3 4 0= + −  ， 

可得 ( ) ( )2 3 0f f   

所以函数 ( ) ln 4f x x x= + − 包含零点的区间是 (2,3) ． 

故选：C ． 

【点睛】本题主要考查零点存在定理的应用，应用零点存在定理解题时，要注意两点：（1）函数是否为单

调函数；（2）函数是否连续. 

6. 【答案】C 

【解析】 

【分析】先求出 +a c 的坐标，再由 ( )a c b+ 列方程可求出 t 的值. 

【详解】因为 ( )1,2a = − ， ( ),c t t= ， 

所以 ( )1 ,2a c t t+ = − + + ， 

因为 ( )3, 1b = − ， ( )a c b+ ， 

所以
1 2

3 1

t t− + +
=

−
，解得

5

4
t = − ， 

故选：C 

7. 【答案】C 

【解析】 

【分析】根据等比数列的通项公式以及充分条件和必要条件的定义进行判断即可 

【详解】因为 na 单调递增，所以 3 2 1a a a  ，所以必要性成立； 

因为数列 na 是无穷项等比数列，且 3 2 1a a a  ， 

所以 1 1 1

2a aq qa  ， 

当 1 0a  时，则 2 1q q  解得 1q  ，此时 0na  ，所以 ( )
1

1 2n

n

a
q

a
n

−

 = ，即 ( )1 2n na a n−  ； 

当 1 0a  时，则 2 1q q  解得0 1q  ，此时 0na  ，所以 ( )
1

1 2n

n

a
q

a
n

−

 = ，即 ( )1 2n na a n−  ， 

综上所述， ( )1 2n na a n−  即 na 单调递增，所以充分性成立， 
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则“ 3 2 1a a a  ”是“ na 单调递增”的充分必要条件， 

故选：C 

8. 【答案】B 

【解析】 

【分析】根据对数的运算法则化简计算即可求得增加值. 

【详解】由已知
2π

10lg
4

r
L = ， 

所以 r从 5 米变化到 40 米衰减量的增加值为
2 240 π 5 π

10lg 10lg =10lg64
4 4

− ， 

整理得 610lg64=10lg 2 =60lg 2 18 . 

故选：B 

9. 【答案】B 

【解析】 

【分析】根据向量的共线表示以及平面向量基本定理，可表达出 =2AD BP  ，结合图形特征以及数量积

的运算即可求解. 

【详解】  

延长 ,ED BC 交于O 点，过 P 过 PQ ⊥ BC 交 BC 于Q ，过 D 过 DN ⊥ BC 交 BC 于 N ，过 A 过 AM ⊥

BC 交 BC 于M ， 

在Rt CND 中，
π 3

= sin =
3 2

DN DC ，在Rt BND 中，
3

= =
tan30 2

DN
BN


， 

易得
π

= = ,
3

DCO CDO  所以 DCO是等边三角形， 

所以 = = =OD CD OC AB，因为 //OD AB，所以四边形ODAB 是平行四边形， 

所以 2AD BO BC= = ， 

因为 BP BQ QP BC ND = + = + ，其中
1 3

0 2
2 2

−      ， ， 

所以 ( )
2

=2 + =2 +2AD BP BC BC ND BC BC ND       ， 

因为 BC ND⊥ ，所以 =0BC ND ， 

所以 =2AD BP  ， 
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当 P 点与 D 点重合时，此时
3

1
2

 = =， , AD BP 取得最大值为3； 

当 P 点与 A 点重合时，此时
1

= , =1
2

 −  ， AD BP 取得最小值为 1− ， 

 AD BP 的取值范围是[ 1,3]− ． 

故选：B 

10. 【答案】A 

【解析】 

【分析】根据条件列关系式求m， n，结合绝对值三角不等式求 m n+ 的最小值，可得结论. 

【详解】因为 ( ) ( )sin 2f x x = + ，所以 ( ) ( )sin 2 2f x m x m + = + + ， 

( ) ( )sin 2 2f x n x n + = + + ，因为 ( )f x m+ 的图像关于坐标原点对称， ( )f x n+ 的图像关于 y轴对

称，所以 12m φ k π， 22
2

π
n φ k π ， 1 Zk  ， 2 Zk  ， 

所以 1=
2

k
m

 − 
， 2 +

2=
2

k

n


 − 

，所以
( )1 2

+ =
2 4

k k
m n m n

−  
 − − ， 1 Zk  ， 2 Zk  ，当且

仅当m， n异号或 0mn = 时等号成立，所以 +
4

m n


 ，当且仅当 1 2k k= ，且m，n异号或 0mn = 时等

号成立，所以 m n+ 的最小值为
π

4
， 

故选：A. 

二、填空题（共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11. 【答案】 ) ( )0,3 3, +  

【解析】 

【分析】由二次根式以及分式有意义的条件即可求解. 

【详解】由题意自变量 x应满足
0

3 0

x

x




− 
，解得 0x  且 3x  ， 

所以函数 ( )
3

x
f x

x
=

−
的定义域为 ) ( )0,3 3, + . 

故答案为： ) ( )0,3 3, + . 

12. 【答案】18  

【解析】 

【分析】
1

2
2

ab a b=  ，而 2 12a b+ = 是定值，可利用基本不等式的变形：

2

2

x y
xy

+ 
  
 

进行求解. 



 

第8页/共16页 
 

【详解】由基本不等式，

2

21 1 2 1
2 6 18

2 2 2 2

a b
ab a b

+ 
=   =  = 

 
，当且仅当

+2 =12

=2

a b

a b





取到等号，即

6, 3a b= = 时， ab 的最大值是18 .   

故答案为：18  

13. 【答案】
1

7
−  

【解析】 

【分析】利用同角关系式以及两角和的正弦公式即得. 

【详解】因为 a是第二象限角，且
11

sin
14

 = ， 

所以
5 3

cos
14

a = − ， 

故
11 1

1

π 5 3 3 1
sin

3 2 14 24 7
a
 

+ =  −  = − 
 

. 

故答案为：
1

7
− . 

14. 【答案】 ( , 2)−  

【解析】 

【分析】根据数列 na 为单调递增数列，可得到相应的不等式恒成立，即可求得答案. 

【详解】∵数列 na 的通项公式为 na n
n


= + , 

数列 na 是递增数列， 

∴ 1n na a+ − 1 1 0
1 ( 1)

n n
n n n n

  −
= + + − − = + 

+ +
， *nN 恒成立 

即 2n n  + ， *nN 恒成立，而 *2 , Nn n n+ 随 n的增大而增大， 

即当 =1n 时， *2 , Nn n n+ 取得最小值 2，则 2  ， 

所以实数  的取值范围是 ( , 2)−  ， 

故答案为： ( , 2)− . 

15. 【答案】①③ 

【解析】 

【分析】①先判断 0, 0a x  时， ( )f x 的函数解析式和在  1,0− 的单调性，然后判断 ( )f x 在 0x  时

的函数解析式和单调性，然后再比较两段单调函数在 =0x 处的函数值，判断其单调性即可；②分别计算

0, 0, 0a a a =  时， ( )f x 恰有两个不同的零点的 a的取值即可；③先利用 0x  时， ( ) ( )g x f x k= −

为二次函数，计算出两个根之和为其对称轴 x 取值的两倍，然后再计算 0x  时的两根的关系为
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342 2 4
xx

+ = ， 然 后 利 用 均 值 不 等 式 ， 得 到 3 4 2x x+  ， 然 后 利 用 不 等 式 的 性 质 ， 得 到

1 2 3 4 0x x x x+ + +  ；④当 =0a 时， ( ) ( ) 1h x f x= − 显然不会恰有三个零点，所以错误. 

【详解】① 0, 0a x  时，函数 2 2 1y ax ax= + + 开口向下且对称轴为 1x = − ，所以 ( )f x 在 1,0− 单调

递减，其最小值为 ( )0 1f = ，当0 1x  时， ( ) 2 2 2 2x xf x = − = − ，由复合函数的单调性可知此时

( )f x 单调递减，且 =0x 时 ( )02 2 2 2 1 0x f− = − = = ，所以当  1,1x − 时， ( )f x 单调递减，故①正

确；②当 =0a 时， ( )
1, 0

=
2 2 , >0x

x
f x

x



−





，显然 ( )f x 没有两个零点，当 0x  时，令 ( )=0f x ，得

( ) 2 2 0xf x = − = ，解得 =1x ，所以当 0x  时， ( )f x 恰有一个零点，要使 ( )f x 恰有两个零点，只需

0x  时， ( )f x 恰有一个零点即可，由①可知，当 0, 0a x  时，函数 2 2 1y ax ax= + + 开口向下且对

称轴为 1x = − ， ( )f x 在 1,0− 单调递减，其最小值为 ( )0 1f = ，所以 1,0− 无零点， ( )f x 在 ( ),1−

单调递增，且 ( ) ( )1 0 1 0f f−  =  ，所以此时 ( )f x 恰有一个零点满足题意，当 0, 0a x  时，函数

2 2 1y ax ax= + + 开口向下且对称轴为 1x = − ，且 ( )0 1f = ，所以要使 ( )f x 在 0x  时，恰有一个零

点，只需 ( )1 2 1 0f a a− = − + = 即可，解得 =1a ，综上所述要使 ( )f x 恰有两个不同的零点，得

( )  ,0 1a −  ，故②错误；③显然当 0x  时， ( )f x 在 ( )0,1 单调递减，在 ( )1,+ 单调递增，所以此

时 ( ) ( )g x f x k= − 最多有两个零点，当 0x  ， ( ) 2 2 1f x ax ax= + + ，显然该函数为二次函数，所以

( ) ( )g x f x k= − ，最多有两零点，要使函数 ( ) ( )g x f x k= − 恰有 4 个不同的零点 1x ， 2x ， 3x ， 4x ，则

0x  时 ( )f x 恰有两个零点， 0x  时， ( )f x 恰有两个零点，不妨设 1 2 3 40x x x x    ，因为 0x 

时， ( ) 2 2 1g x ax ax k= + + − 关于 1x = − 对称，所以 1 2 2x x+ = − ，当 0x  时，得

( ) ( )3 3 0g x f x k= − = ， ( ) ( )4 4 0g x f x k= − = ，所以有 ( ) ( )3 4f x f x= ，得 3 42 2 2 2
x x− = − ，又因

为 3 4x x ，所以有 3 42 2 2 2
x x

− = − ，得 342 2 4
xx

+ = ，由均值不等式可知 3 34 42 2 2 2 2
x xx x+  ，当

342 2
xx

= 时等号成立，因为 3 4x x ，所以 342 2
xx

 ，故 3 34 42 2 2 2 2
x xx x

+  ，因为 342 2 4
xx

+ = ，得

344 2 2 2
xx

 ，得 3 44 2
x x+

 ，得 3 4 2x x+  ，又因为 1 2 2x x+ = − ，所以得 1 2 3 4 0x x x x+ + +  ，故③正

确；④当 =0a 时， ( )
1, 0

=
2 2 , >0x

x
f x

x



−





 ，令 ( ) ( ) 1 0h x f x= − = ，即 ( )=1f x 显然由无穷多零点，故④

错误. 

故填：①③ 

三、解答题（共 6小题，共 85分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程） 

16. 【答案】（1） 2 3a = ；     
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（2）函数 ( )f x 的最小正周期为 ，单调递增区间为
5

,
12 12

π π
kπ kπ ， Zk  ；     

（3）m的最大值为
6


. 

【解析】 

【分析】(1)由条件列方程求 a，(2)由辅助角公式化简函数表达式，结合正弦函数的性质求函数 ( )f x 的最

小正周期及单调递增区间；(3)解不等式求 x的范围，由此确定m的最大值. 

【小问 1 详解】 

因为 ( ) 22sin cos cosf x x x a x= + ，
π

3
3

f
 

= 
 

，所以

2

2sin cos cos 3
3 3 3

a
   

+ = 
 

，所以

2
3 1 1

2 3
2 2 2

a
 

  + = 
 

，所以
3

4 2

a
= ，所以 2 3a = ， 

【小问 2 详解】 

由(1) ( ) 22sin cos 2 3 cosf x x x x= + ，化简得 ( ) ( )sin 2 3 cos 2 1f x x x= + + ， 

所以 ( ) sin 2 3 cos 2 3 2sin 2 3
3

f x x x x
 

= + + = + + 
 

， 

所以函数 ( )f x 的最小正周期
2

2
T


= = ， 

由 2 2 2
2 3 2

π π π
kπ x kπ ， Zk  ，得

5

12 12

π π
kπ x kπ ， Zk  ， 

所以函数 ( )f x 的单调递增区间为
5

,
12 12

π π
kπ kπ ， Zk  ； 

【小问 3 详解】 

由 ( ) ( )0f x f ，可得 2sin 2 3 2 3
3

x
 

+ +  
 

，所以
3

sin 2
3 2

x
 

+  
 

，所以

2
2 2 2

3 3 3
k x k

  
 +  +  + ， Zk  ，化简可得

6
k x k


   +  

由对于任意的  0,x m ，总有 ( ) ( )0f x f 可得m的最大值为
6


. 

17. 【答案】（1）2 1 0x y+ − =      

（2）最大值为
5

e
，最小值为 1 

【解析】 

【分析】（1）第一问先对函数求导，然后分别求出 ( )(0), 0f f  的值，由此即可求解. 

（2）先根据导函数求出函数的单调区间，然后根据函数单调性确定其最值. 
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【小问 1 详解】 

对函数 ( )2( ) 3 1 exf x x x= − + 求导得， ( ) ( )22( ) 3 1 2 23 ee xx x xf x x x x = = −− −+ + − ， 

所以 ( )(0) 1, 0 2f f = = − ， 

所以曲线 ( )y f x= 在 ( )( )0, 0f 处的切线方程为 ( )1 2 0y x− = − − ， 

化简并整理得该切线方程为 2 1 0x y+ − = . 

【小问 2 详解】 

由（1）可知 ( ) ( )( )2 e( ) 2 1 2 ex xx x x xf x= − − = + − ， 

当  2,0x − 时， ( )( ),f x f x 随 x的变化情况如下表： 

x   )2, 1− −  1−  ( 1,0−  

( )f x
 +  0  −  

( )f x   极大值  

由上表可知函数 ( )2( ) 3 1 exf x x x= − + 在 )2, 1− − 上单调递增，在 ( 1,0− 上单调递减，且在 = 1x − 时

( )f x 取得极大值， 

所以 ( )f x 在区间 2,0− 上的最大值 ( )
5

1
e

f − = ， 

而 ( )f x 在区间 2,0− 上的最小值为 ( ) ( )0 , 2f f − 中的较小者， 

又0 e 3  ，所以 ( ) ( )2

11 11
0 1 2

9 e
f f=   = − ， 

所以 ( )f x 在区间 2,0− 上的最小值为 ( )0 1f = . 

18. 【答案】（1）
2

3


     

（2） 13  

【解析】 

【分析】(1)根据条件，运用正弦定理即可； 

(2)根据条件，运用余弦定理先求出 BC，再根据面积求出 BD，最后再运用余弦定理求出 CD. 

【小问 1 详解】 

由条件可得

3

2

sin

AC

BC BAC
=



 ，由正弦定理得
sin 3

, sin
sin 2

AC ABC
ABC

BC BAC


=   =


 , 

由题意，
2

,
2 3

ABC ABC
 

  =＜ ＜  ； 
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【小问 2 详解】 

在 ABC  中，由余弦定理得： 2 2 2= + 2 cosAC AB BC AB BC ABC−    ， 

2 1
28=4+ 4

2
BC BC − −

 
 
 

 ，解得 BC=4， 

由题意，
3

DBC


 =  ， BDCS△
1

= sin
2

BD BC DBC 
1 3

= 4
2 2

BD  33= ， =3BD  ， 

在 DBC△  中，由余弦定理得： 2 2 2= + 2 cosCD BD BC BD BC DBC−    
2 2 1

=3 +4 2 3 4
2

−    =13， 

13CD =  ； 

综上，
3

DBC


 = ， 13CD =  . 

19. 【答案】（1）椭圆 E的标准方程为
2

2 1
4

x
y+ = ；     

（2）平行，理由见解析. 

【解析】 

【分析】（1）由条件列关于 , ,a b c 的方程，解方程求 , ,a b c 。可得椭圆方程； 

（2）根据题意设直线 MN及 M、N点坐标，结合题意求点 P的坐标，结合韦达定理证明
2A N DPk k= 即可. 

【小问 1 详解】 

设椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 的半焦距为 c， 

由已知点 1 2,A A 的坐标分别为 ( ) ( ),0 , ,0a a− ， 

因为 1 2 4A A = ，所以 2 4a = ，所以 2a = ， 

又椭圆 E的离心率为
3

2
，所以

3

2

c

a
= ， 

所以 3c = ， 

所以 2 2 1b a c= − = ， 

所以椭圆 E的标准方程为
2

2 1
4

x
y+ = ； 

【小问 2 详解】 

因为直线MN 与 x轴不重合，且过点 (1,0)D ， 

所以可设直线MN 的方程为 1x my= + ， 

联立方程 2
2

= +1

+ =1
4

x my

x
y







，消去 x可得 ( )2 24 2 3 0m y my+ + − = ， 
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方程 ( )2 24 2 3 0m y my+ + − = 的判别式 ( )2 24 12 4 0m m = + +  ， 

设 ( ) ( )1 1 2 2, , ,M x y N x y  

∴ 1 2 1 22 2

2 3
,

4 4

m
y y y y

m m
+ = − = −

+ +
， 

∵ ( ) ( )1 22,0 , 2,0A A− ，则
1 2

1 2

1 2

,
2 2

A M A N

y y
k k

x x
= =

+ −
 

则直线 1A M 的方程为 ( )1

1

2
2

y
y x

x
= +

+
， 

代入
5

2
x = 可得

( )
1

1

9

2 2

y
y

x
=

+
，即

( )
1

1

95
,

2 2 2

y
P

x

 
  + 

 

∴
( )

1

1 1

1

9

2 2 3

5 2
1

2

DP

y

x y
k

x

+
= =

+
−

， 

则
( )

( )( )2

1 2 1 22 1 2 1

2 1 2 1 1 2

3 23 3

2 2 1 3 3 1
A N DP

y y my yy y y y
k k

x x my my my my

+ −
− = − = − =

− + − + + −
 

∵ ( )1 2 1 2 22

6
3 + 2 =3 =0

2

4 4

m
y y my

m
y

m

m

 
−

+

 +

− +


，即
2

0A N DPk k− =  

∴
2A N DPk k= ， 

所以直线 2A N 与 DP平行. 

 

【点睛】关键点点睛： 

 (1)解答直线与椭圆的题目时，时常把两个曲线的方程联立，消去 x(或 y)建立一元二次方程，然后借助根

与系数的关系，并结合题设条件建立有关参变量的等量关系． 

(2)涉及到直线方程的设法时，务必考虑全面，不要忽略直线斜率为 0 或不存在等特殊情形． 

20. 【答案】（1） 0      

（2）
2

1 1
,

e 1 2−
 

【解析】 

【分析】（1）对函数 ( )f x 连续求导可知 ( )f x 在 )1,+ 上单调递减，结合 ( )1 0f  = 可知 ( )f x 在 )1,+ 上
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单调递减，从而即可求解. 

（2）将原问题转换为
2

ln

1

x
m

x


−
在 ( )1,e 上恒成立且

2

ln

1

x
n

x


−
在 ( )1,e 上恒成立，对于前者，直接正常

构造函数 ( ) 2

ln

1

x
g x m

x
= 

−
，利用 2

min

ln

1

x
m

x

 
 

− 
，而后者则需要将不等式 

变形为 ( )2 1 ln 0n x x− −  ，由此构造函数对 n进行分类讨论即可. 

【小问 1 详解】 

对
1

( ) 2 lnf x x x x
x

= − − 求导得，
2 2

1 1
( ) 1 2ln 2 1 2lnf x x x

x x
 = + − − = − + − ， 

设 ( ) 2

1
1 2ln ( )h x x f x

x
= − + − = ，继续对 ( )h x 求导得 ( ) 3

2 2
h x

x x

−
 = − ， 

注意到当  )1,x  + 时， ( ) 3
0

2 2
h x

x x

−
 = −  ， 

所以 ( ) 2

1
( ) 1 2lnh x f x x

x
= = − + − 在 )1,+ 上单调递减， 

又 ( ) ( )1 1 0h f = = ， 

所以当  )1,x  + 时， ( )2

1
( ) 1 2ln 1 0f x x f

x
 = − + −  = ， 

所以函数 ( )f x 在 )1,+ 上单调递减， 

所以函数 ( )f x 在 )1,+ 上的最大值为 ( )1 0f = . 

【小问 2 详解】 

一方面：不妨设 ( ) 2

ln

1

x
g x m

x
= 

−
在 ( )1,e 上恒成立，求导得

( )
( ) ( )

2
2

2

2
2 1

1 1
2 ln 2 ln

1

x

g

x

x
x

x
x

x

x x
x x

− −

= =
− −

−
−

， 

由（1）可知 ( ) 0
1

( ) 2 l 1nf x x x x f
x

= −  =− 在 ( )1,+ 上恒成立， 

所以 ( )
( )2

2

1
2 ln

0
1

x x

x xg

x

x
 =

−

−



−
在 ( )1,+ 上恒成立， 

即函数 ( ) 2

ln

1

x
g x

x
=

−
在 ( )1,+ 上严格单调递减， 

所以当 ( )1,ex 时， ( ) ( )2 2

ln 1
e

1 e 1

x
g x g

x
=  =

− −
恒成立， 
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若不等式
2

ln

1

x
m

x


−
在 ( )1,e 上恒成立，由以上分析可知m 的最大值为 ( ) 2

1
e

e 1
g =

−
. 

另一方面： 由题意
2

ln

1

x
n

x


−
在 ( )1,e 上恒成立，将不等式变形为 ( )2 1 ln 0n x x− −  ， 

不妨设 ( ) ( )2 1 ln 0u x n x x= − −  ，求导得 ( )
21 2 1

2
nx

u x nx
x x

−
 = − = ， 

显然
2

ln
0

1

x
n

x
 

−
在 ( )1,e 上恒成立，令 ( ) 0u x = ，得

1

2
x

n
=  ，分以下三种情形来讨论，  

情形一：当
1

0 1
2n

  即
1

2
n  时， ( )

22 1
0

nx
u x

x

−
 =  在 ( )1,e 上恒成立， 

所以 ( ) ( )2 1 lnu x n x x= − − 在 ( )1,e 上单调递增， 

所以此时有 ( ) ( ) ( )2 1 ln 1 0u x n x x u= − −  = ，故
1

2
n  满足题意， 

情形二：当
1

1 e
2n

  即
2

1 1

2e 2
n  时， 

函数 ( ) ( ),u x u x 随 x的变化情况如下表： 

x  
1

1,
2n

 
  
 

 
1

,e
2n

 
  
 

 

( )u x  −  +  

( )u x    

此时 ( )
1

1 0
2

u u
n

 
 =  

 
，故

2

1 1

2e 2
n  不满足题意； 

情形三：当
1

e
2n

 即
2

1
0

2e
n  时， ( )

22 1
0

nx
u x

x

−
 =  在 ( )1,e 上恒成立， 

所以 ( ) ( )2 1 lnu x n x x= − − 在 ( )1,e 上单调递减， 

所以此时有 ( ) ( ) ( )2 1 ln 1 0u x n x x u= − −  = ，故
2

1
0

2e
n  不满足题意； 

结合以上三种情形可知满足题意的 n的最小值为
1

2
. 

结合以上两方面，综上所述：m的最大值和 n的最小值分别为
2

1 1
,

e 1 2−
. 

【点睛】关键点点睛：第一问的关键是要连续求导且发现 ( )1 0f  = ，从而即可顺利求解；至于第（2）问
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首先要去将问题转换为两个恒成立问题分别求解，在研究
2

ln

1

x
m

x


−
时，直接构造函数即可求解，而在研

究
2

ln

1

x
n

x


−
，先要去将不等式变形为 ( )2 1 ln 0n x x− −  ，然后对 n进行分类讨论去分析. 

21. 【答案】（I）  1,3T = ，或  2,4T = ，或  3,5T = ；（II）不一定存在，见解析；（III）11. 

【解析】 

【分析】（I）由已知得 1 2t t a b−  − ，其中 ,a b A ， 1 2t t， 相差 2，由此可求得 T； 

（II）当  1,2,5 7A = ， 时， 2 1 1 5 1 4 5 2 3 7 1 6 7 2 5 7 5 2− = − = − = − = − = − =， ， ， ， ， ，则 1 2t t， 相差不可能

1，2，3，4，5，6，可得结论.  

（III）因为
2

5 10C = ，故集合 A中的元素的差的绝对值至多有 10 种，可得n的最小值. 

【详解】（I）若 1 2A A =，则 1 2t t a b−  − ，其中 ,a b A ，否则 1 2 1 2+ +t a t b A A=  ， ， 

又 5n = ，  1,2,5A = ， 2 1 1 5 2 3 5 1 4− = − = − =， ， ，则 1 2t t， 相差 2， 

所以  1,3T = ，或  2,4T = ，或  3,5T = ； 

（II）不一定存在， 

当  1,2,5 7A = ， 时， 2 1 1 5 1 4 5 2 3 7 1 6 7 2 5 7 5 2− = − = − = − = − = − =， ， ， ， ， ，则 1 2t t， 相差不可能 1，2，

3，4，5，6， 

这与    1 2 1 2 3 4 5 6 7T t t= ， ，，，，，， 矛盾，故不都存在 T.  

（III）因为
2

5 10C = ，故集合 A中的元素的差的绝对值至多有 10 种， 

当 12n  时，结论都成立； 

当 11n = 时，不存在 A S ， 5A = ，使得 A 中任意两个元素差不同，所以当 11n = 时，结论成立； 

当 10n = 时，若  1,3,6 9 10A = ，， ，则不存在 T，所以 n的最小值为 11. 

【点睛】关键点睛：本题考查集合的新定义，解决此类问题的关键在于准确理解集合的新定义，紧扣定义

解决问题. 
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