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2023北京八十中高二（下）期中 

数    学 

2023 年 04 月 

班级____________姓名____________考号____________ 

（考试时间 120 分钟    满分 150 分） 

提示：试卷答案请一律填涂或书写在答题卡上，在试卷上作答无效.在答题卡上，选择题用

2B 铅笔作答，其他试题用黑色签字笔作答. 

一、选择题：本大题共 10 小题，每小题 5 分，共 50 分． 

1. 某质点沿直线运动的位移
( )ms

与时间
( )mint

的关系是
( ) 2s t t t= +

，则质点在 2mint = 时的瞬时速度

为（    ） 

A. 2m/min  B. 4m/min  C. 5m/min  D. 6m/min  

2. 对变量 x，y由观测数据得散点图 1；对变量 y，z由观测数据得散点图 2．由这两个散点图可以判断

（    ）． 

 

A. 变量 x与 y正相关，x与 z正相关 B. 变量 x与 y正相关，x与 z负相关 

C. 变量 x与 y负相关，x与 z正相关 D. 变量 x与 y负相关，x与 z负相关 

3. 一个口袋中装有 5 个白球和 3 个黑球，这些球除了颜色外完全相同，从中模出 2 个球，恰有一个黑球的

概率为（    ） 

A. 
15

56
 B. 

15

28
 C. 

3

28
 D. 

3

8
 

4. 在 5道题中有 3道数学题和 2道物理题，如果不放回地依次抽取 2道题，则在第一次抽到数学题条件下，

第二次抽到数学题的概率是（    ） 

A. 
3

10
 B. 

1

2
 C. 

3

5
 D. 

1

3
 

5. 已知 ( )
10 2 10

0 1 2 101x a a x a x a x− = + + + + ，则 1 2 10a a a+ + + =（    ） 

A. 10−  B. 10 1 C. 1  D. 1−  
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6. 已知函数
2( ) ( 3) xf x x e= − ，则 ( )f x 的极小值点为（    ） 

A. 3−  B. 1  C. 36e−  D. 2e−  

7. 已知随机变量 服从正态分布 ( )22,N  ，且 ( )0 2 0.3P   = ，则 ( )4P   =（    ） 

A. 0.6 B. 0.4 C. 0.3 D. 0.2 

8. 已知函数 ( ) ( )
2

0
x

f x a
x a

= 
−

在 ( )1, 2 上单调递减，则实数a的取值范围是（    ） 

A. 1a  或 2a   B. 2a   C. 2a  或 1a =  D. 1a   

9. 笛卡尔心形线的极坐标方程是 (1 sin )( 0)a a = −  ．某同学利用 GeoGebra 电脑软件将

2( ) 1 ( 1)f x x= − − ， ( ) 3 1
2

x
g x = − − 两个画在同一直角坐标系中，得到了如图“心形线”．观察图

形，当 0x  时， ( )g x 的导函数 ( )g x 的图象为（    ） 

 

A.  B.  

C.  D.  

10. 二进制数是用 0 和 1 表示的数，它的基数为 2，进位规则是“逢二进一”，借位规则是“借一当二”，二

制数 ( )0 1 2 2ka a a a ( *k N ）对应的十进制数记为 km ，即
1 0

0 1 12 2 ... 2 2k k

kk km a a a a−

−=  +  + +  +   

，其中 0 1a = ，  0 1 1 2 3ia i k = ，（ ，，， ， ），则在 0 1 2 8a a a a， ， ， 中恰好有 2 个 0 的所有二进制数

0 1 8 2( ... )a a a 对应的十进制数的总和为（    ） 

A. 1910 B. 1990 C. 12252 D. 12523 

二、填空题：本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分． 
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11. 二项式
61

( )x
x
+ 展开式中的常数项是__．（用数字作答） 

12. 世界数学三大猜想：“费马猜想”、“四色猜想”、“哥德巴赫猜想”，其中“四色猜想”和“费马猜

想”已经分别在1976年和1994年荣升为“四色定理”和“费马大定理”．如今，哥德巴赫猜想仍未解

决．哥德巴赫猜想描述为：任何不小于 4 的偶数，都可以写成两个质数之和．（质数是指在大于1的自然数

中，除了1和它本身以外不再有其他因数的自然数）．在不超过17 的质数中，随机选取两个不同的数，其

和为奇数取法有________种． 

13. 有 3 台车床加工同一型号的零件，第 1 台加工的次品率为 5%，第 2，3 台加工的次品率均为 4%，加工

出来的零件混放在一起；已知第 1，2，3 台车床加工的零件数分别占总数的 25%，30%，45%．现任取一

个零件，则该零件是次品的概率为___________． 

14. 函数
ln

( )
2e

x k
f x

x
= − 有两个零点，则写出符合上述要求的一个实数 k的值为________． 

15. 我国南宋数学家杨辉在 1261 年所著的《详解九章算法》里，出现了图 1 这张表.杨辉三角的发现比欧洲

早 500 年左右.如图 2，杨辉三角的第 n行的各数就是 ( )na b+ 的展开式的二项式系数. 

 

则第 10 行共有___________个奇数；第 100 行共有___________个奇数. 

16. 已知函数 ( ) 22
x

f x x e= − ，关于函数 ( )f x 给出下列命题： 

①函数 ( )f x 为偶函数； 

②函数 ( )f x 在区间
1

,1
2

 
 
 

单调递增； 

③函数 ( )f x 存在两个零点； 

④函数 ( )f x 存在极大值和极小值． 

其中正确命题的序号是________． 

三、解答题：本大题共 5 小题，共 70 分． 
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17. 为加强素质教育，提升学生综合素养，某中学为高一年级提供了“书法”和“剪纸”两门选修课.为了了解

选择“书法”或“剪纸”是否与性别有关，调查了高一年级 1500 名学生的选择倾向，随机抽取了 100 人，统计

选择两门课程人数如下表： 

（1）补全 2×2 列联表； 

 选书法 选剪纸 共计 

男生 40  50 

女生    

共计  30  

 

（2）是否有95%的把握认为选择“书法”或“剪纸”与性别有关？（计算结果保留到小数点后三位，例如：

3.841） 

参考附表： 

  0.100 0.050 0.025 

0x  2.706 3.841 5.024 

参考公式：
( )

( )( )( )( )

2

2
n ad bc

a b c d a c b d


−
=

+ + + +
，其中 n a b c d= + + + . 

18. “绿水青山就是金山银山”的理念越来越深入人心．据此，某网站调查了人们对生态文明建设的关注情况，

调查数据表明，关注生态文明建设的约占 80%．现从参与调查的关注生态文明建设的人员中随机选出 200

人，并将这 200 人按年龄（单位：岁）分组：第 1 组[15，25），第 2 组[25，35），第 3 组[35，45），第 4 组

[45，55），第 5 组[55，65]，得到的频率分布直方图如图所示． 

 

（1）求 a的值； 

（2）现在要从年龄在第 1，2 组的人员中用分层抽样的方法抽取 5 人，再从这 5 人中随机抽取 3 人进行问

卷调查，求抽取的 3 人中至少 1 人的年龄在第 1 组中的概率； 

（3）用频率估计概率，从所有参与生态文明建设关注调查的人员（假设人数很多，各人是否关注生态文

明建设互不影响）中任意选出 3 人，设这 3 人中关注生态文明建设的人数为 X．求随机变量 X的分布列及

期望． 
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19. 已知函数 3( ) 3f x x x= − ． 

（1）求 (0)f  的值； 

（2）求 ( )f x 在区间
3

3,
2

 
− 
 

上的最值； 

（3）若 3( ) ( ) ( 1)g x f x a x= + − ，求 ( )g x 的单调区间． 

20. 已知函数 ( ) ( )2sin cosf x x x x ax a= − − R . 

（1）若曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )0, 0f 处的切线与直线 2y x= + 平行. 

（i）求 a的值； 

（ii）证明：函数 ( )f x 在区间 ( )0,π 内有唯一极值点； 

（2）当 1a  时，证明：对任意 ( )0,πx ， ( ) 0f x  . 

21. 对于无穷数列 nc ，若对任意 *, Nm n ，且m n ，存在 *Nk ，使得 m n kc c c+ = 成立，则称 nc

为“ G 数列”． 

（1）若数列 nb 的通项公式为  2 ,n nb n t= 的通项公式为 2 1nt n= + ，分别判断   ,n nb t 是否为“ G 数

列”，并说明理由； 

（2）已知数列 na 为等差数列， 

①若 na 是“ G 数列，
*

1 28, Na a=  ，且 2 1a a ，求 2a 所有可能的取值； 

②若对任意 *nN ，存在 *Nk ，使得 k na S= 成立，求证：数列 na 为“ G 数列”． 
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参考答案 

一、选择题：本大题共 10 小题，每小题 5 分，共 50 分． 

1. 【答案】C 

【解析】 

【分析】根据导数的物理意义，求导即可得到瞬时速度. 

【详解】解： ( ) ( ) 2 1v t s t t= = + ，当 2t = 时， ( )2 5v = . 

故选：C. 

2. 【答案】D 

【解析】 

【分析】利用散点图判断. 

【详解】解：由散点图知：变量 x与 y负相关，y与 z正相关， 

所以 x与 z负相关． 

故选：D． 

3. 【答案】B 

【解析】 

【分析】根据组合计数，结合古典概率公式求解即可. 

【详解】解：由题知，从装有 5 个白球和 3 个黑球，模出 2 个球，共有
2

8 28C = 种， 

其中，恰有一个黑球的共有
1 1

5 3 15C C = 种， 

所以，恰有一个黑球的概率为
15

28
P = . 

故选：B 

4. 【答案】B 

【解析】 

【分析】法一：分析出第一次抽到数学题条件下，剩余试题的特征，从而求出概率；法二：设出事件，利

用条件概率公式进行求解. 

【详解】法一：因为第一次抽到数学题条件下，还剩下 4 道试题，有 2 道数学题和 2 道物理题，因此第二

次抽到数学题的概率是
1

2
； 

法二：设第二次抽到数学题为事件A ，第一次抽到数学题为事件 B ， 

则 ( )
2

3

2

5

C 3

C 10
P AB = = ， ( )

1

3

1

5

C 3

C 5
P B = = ， 

则 ( )
( )

( )

3

110
3 2

5

P AB
P A B

P B
= = = . 
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故选：B 

5. 【答案】D 

【解析】 

【分析】令 ( ) ( )
10 2 10

0 1 2 101f x x a a x a x a x= − = + + + + ，利用赋值法可得出

( ) ( )1 2 10 1 0a a a f f+ + + = − ，即可得解. 

【详解】令 ( ) ( )
10 2 10

0 1 2 101f x x a a x a x a x= − = + + + + ， 

则 ( ) ( ) ( )1 2 10 0 1 2 10 0 1 0 0 1 1a a a a a a a a f f+ + + = + + + + − = − = − = − ， 

故选：D. 

6. 【答案】B 

【解析】 

【分析】 ( )f x 的定义域为 R，求导得 ( ) ( 3)( 1) xf x x x e = + − ，分析 ( )f x 的符号， ( )f x 的单调性，极

值点，即可得出答案． 

【详解】解： ( )f x 的定义域为 R， 

2 2( ) 2 ( 3) ( 2 3) ( 3)( 1)x x x xf x xe x e x x e x x e = + − = + − = + − ， 

所以在 ( )3− −， 上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增， 

在 ( )31− ，上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减， 

在 ( )1 +， 上 ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增， 

所以 1x = 是 ( )f x 的极小值点， 

故选：B． 

7. 【答案】D 

【解析】 

【分析】根据随机变量服从正态分布 ( )22,N  ，求得其图象的对称轴 2x = ，再根据曲线的对称性，即可

求解答案． 

【详解】解：由题意，随机变量服从正态分布 ( )22,N  ，所以 2 = ，即图象的对称轴为 2x = ， 

又由 ( )0 2 0.3P   = ，则 ( )2 4 0.3P   = ， 

则 ( )
1 (0 4)

4 0.2
2

P
P




−  
 = = ， 

故选：D． 

8. 【答案】C 

【解析】 
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【分析】由题可求导函数，利用导函数与单调性的关系可得 2 2 0x ax−  在 1, 2 恒成立，即求. 

【详解】由题意， 0x a−  在 1, 2 恒成立，则 ( )1, 2a ， 

又 ( )
2 2

2 2

2 ( ) 2

( ) ( )

x x a x x ax
f x

x a x a

− − −
 = =

− −
， 

∴ ( ) 0f x  在 1, 2 恒成立， 

∴ 2 2 0x ax−  即
2

x
a  在 1, 2 恒成立，∴ 1a  ， 

综上， 2a  或 1a = . 

故选：C. 

9. 【答案】A 

【解析】 

【分析】易得函数 ( )g x 表示如图“心形线”中 x 轴下方的图象，再根据函数 ( )g x 的单调性及切线斜率的变

化情况即可得解. 

【详解】因为 2( ) 1 ( 1) 0f x x= − −  ， ( ) 3 1 0
2

x
g x = − −  ， 

所以函数 ( )g x 表示如图“心形线”中 x轴下方的图象， 

由 ( ) 3 1
2

x
g x = − − 得1 0

2

x
−  ，所以 2 2x−    

由图可知函数 ( )g x 在 ( )0, 2 上单调递增，可得 ( ) 0g x  ，故排除 BC， 

又函数 ( )g x 在 0x  时的图象的切线斜率先减小后增大，排除 D， 

故函数 ( )g x 的先减后增，故只有 A 选项符合题意. 

故选：A. 

10. 【答案】D 

【解析】 

【分析】利用等比数列前 n项和以及组合数问题可解 

【详解】根据题意得 
8 7 6 0

8 1 2 81 2 2 2 2m a a a=  +  +  ++   ，因为在 0 1 2 8a a a a， ， ， 中恰好有 2 个 0

的有
2

8C =28 种可能，即所有符合条件的二进制数 ( )0 1 2 8 2  a a a a  的个数为 28． 

所以所有二进制数 ( )0 1 2 8 2  a a a a 对应的十进制数的和中， 82 出现
2

8C =28 次， 72 ， 62 …，2， 02 均出现

2

7C =21 次，所以满足 0 1 2 8a a a a， ， ， 中恰好有 2 个 0 的所有二进制数 ( )0 1 2 8 2  a a a a 对应的十进制数的和

为
2 7 6 0 2 8

7 8C 2 +2 +...+2+2 +C 2 =21 255+28 256=12523 （ ）  

故选：D． 
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二、填空题：本大题共 6 小题，每小题 5 分，共 30 分． 

11. 【答案】20 

【解析】 

【分析】根据二项式的展开公式求解即可. 

【详解】二项式
61

( )x
x
+ 展开式的通项公式为

6 2 6

1 6 6

1
C ( ) Cr r r r r

rT x x
x

− −

+ =  = ， 

令 2 6 0r − = ，得 3r = ， 

所以展开式中的常数项是
3

6C 20= ． 

故答案为:20. 

12.【答案】6  

【解析】 

【分析】列举出不超过17 的质数，分析可知 2 必取，然后在剩余6个奇数中任选一个即可，即可得出不同

的选法种数. 

【详解】不超过17 的质数有： 2 、3、5、 7 、11、13、17 ，共 7 个， 

在这 7 个数中随机选取两个不同的数，其和为奇数，则 2 必取， 

然后在剩余6个奇数中任选一个即可， 

所以，不同的取法种数为6种. 

故答案为：6 . 

13. 【答案】 4.25% ## 0.0425  

【解析】 

【分析】根据条件，结合全概率公式求解即可. 

【详解】解：由全概率公式可得，任取一个零件，则该零件是次品的概率为 

( )0.25 0.05 0.3 0.04 0.45 0.04 100% 4.25% +  +   = . 

故答案为： 4.25%  

14. 【答案】1（答案不唯一，满足 ( )0, 2k 即可） 

【解析】 

【分析】根据题意分析可得原题意等价于 ( )y g x= 与
2e

k
y = 有两个交点，求导，利用导数判断

( )y g x= 的单调性与最值，结合图象分析运算. 

【详解】令
ln

( ) 0
2e

x k
f x

x
= − = ，则

ln

2e

x k

x
= ， 

构造 ( )
ln x

g x
x

= ，原题意等价于 ( )y g x= 与
2e

k
y = 有两个交点， 
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因为 ( ) 2

1 ln x
g x

x

−
 = ， 

令 ( ) 0g x  ，则0 ex  ；令 ( ) 0g x  ，则 ex  ； 

则 ( )g x 在 ( )0,e 上单调递增，在 ( )e,+ 上单调递减， 

可得 ( ) ( )
1

e
e

g x g = ， 

且当 x趋近于 0， ( )g x 趋近于−，当 x趋近于+， ( )g x 趋近于 0， 

结合 ( )g x 的图象可知：若 ( )y g x= 与
2e

k
y = 有两个交点，则

1
0

2e e

k
  ， 

解得0 2k  ， 

所以实数 k的取值范围为 ( )0, 2 ，且 ( )1 0, 2 . 

故答案为：1（答案不唯一，满足 ( )0, 2k 即可） 

【点睛】 

15. 【答案】    ①. 4    ②. 8 

【解析】 

【分析】根据图 2 可知第 7 行的数全部是奇数，再进一步得到第 15 行也全部是奇数，从而找到规律，即可

得答案； 

【详解】由杨辉三角可得如下表： 

第 1 行，2 个；第 2 行，2 个；第 3 行，4 个； 第 4 行，2 个； 第 5 行，4 个；  

第 6 行，4 个；第 7 行，8 个； 

第 8 行，2 个；第 9 行，4 个；第 10 行，4 个； 第 11 行，8 个； 第 12 行，4 个；  

第 13 行，8 个；第 14 行，8 个；第 15 行，16 个； 

第 16 行，2 个；第 17 行，4 个；第 18 行，4 个； 第 19 行，8 个； 第 20 行，4 个；  

第 21 行，8 个；第 22 行，8 个；第 23 行，16 个； 

 

第 96 行，4 个；第 97 行，8 个；第 98 行，8 个； 第 99 行，16 个； 第 100 行，8 个； 

故答案为：4；8. 

16. 【答案】①②④ 

【解析】 

【分析】①根据偶函数的定义，即可判断①正确； 
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②当 0x  时，求出 ( ) 4 xf x x e = − ，并分析其单调性，得 0f x 对
1

,1
2

x
 

 
 

恒成立，则函数 ( )f x 在

区间
1

,1
2

 
 
 

单调递增，②正确； 

③由②可知，当 0x  时 ( )f x 的单调性，并由零点存在定理可知其有两个零点，进而判断出 ( )f x 的单调

性，再根据零点存在定理可判断 ( )f x 在 (0, )+ 上有两个零点，由 ( )f x 为偶函数可知，其在 R 上存在四

个零点，故③错误； 

④由③可知， ( )f x 存在极大值和极小值，故④正确. 

【详解】①：定义域为 R ， ( ) ( )2 22( ) 2
x x

f x x e x e f x
−

− = − − = − = ， 

则函数为偶函数，故①正确； 

②：当 0x  时， ( ) 4 xf x x e = − ， 

令 ( ) ( )g x f x= ，则 ( ) 4 xg x e = − ， 

由 ( ) 0g x = 解得 ln 4x = ， 

则当 (0, ln 4)x 时 ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递增， 

又由
1

0
2

g
 

 
 

及
1

1 (0, ln 4)
2

 
 

 
， 可知， 

( ) 0g x  即 0f x 对
1

,1
2

x
 

 
 

恒成立， 

则函数 ( )f x 在区间
1

,1
2

 
 
 

单调递增，故②正确； 

③：由②可知， 

( ) 4 xf x x e = − 在 (0, ln 4)单调递增， (ln 4, )+ 单调递减， 

又 ( )0 1 0f  = −  ， ( ) 22 8 0f e = −  ， ( ) 33 12 0f e = −  ， 

由零点存在定理知， 1 2(0,2), (2,3)x x   ，使得 ( ) ( )1 2 0f x f x = = ， 

( )f x 在 1(0, )x 单调递减， 1 2( , )x x 单调递增， 2( , )x + 单调递减. 

又 ( )0 1 0f = −  ， ( ) 22 8 0f e= −  ， ( ) 33 18 0f e= −  ， 

由零点存在定理可知， ( )f x 在 (0, )+ 上有两个零点， 

又由 ( )f x 为偶函数可知，其在 R 上存在四个零点，故③错误； 

④：由③可知 ( )1f x 为极小值， ( )2f x 为极大值， 

又由偶函数可知， ( )1f x− 为极小值， ( )2f x− 为极大值， 
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故④正确. 

故答案为：①②④. 

【点睛】关键点点睛：本题的关键是对导函数继续进行求导，以及利用零点存在定理，找到导函数的单调

区间，则可求得原函数的单调性，同时又可以判断函数的零点个数和极值. 

三、解答题：本大题共 5 小题，共 70 分． 

17. 【答案】（1）列联表见解析     

（2）有 

【解析】 

【分析】（1）直接根据表中数据即可完成列联表； 

（2）根据公式求出 2 ，再对照临界值表，即可得出结论. 

【小问 1 详解】 

根据题意补全 2×2 列联表，如下： 

 选书法 选剪纸 共计 

男生 40 10 50 

女生 30 20 50 

共计 70 30 100 

【小问 2 详解】根据列联表中数据，得
( )

2

2
100 40 20 10 30

4.762 3.841
50 50 70 30


  − 

=  
  

， 

所以有95%的把握认为选“书法”或“剪纸”与性别有关. 

18. 【答案】（1）0.035      

（2）
9

10
     

（3）分布列见解析，
12

5
 

【解析】 

【分析】（1）根据频率和为 1 求a； 

（2）根据题意结合古典概型分析运算； 

（3）根据题意可得
4

3,
5

X B
 
 
 

，根据二项分布求分布列和期望. 

【小问 1 详解】 

由小矩形面积和等于 1 可得： (0.01 0.015 0.03 0.01) 10 1+ + + +  =a ，解得 0.035a = . 

【小问 2 详解】 

第 1 组总人数为 200×0.01×10＝20，第 2 组总人数为 200×0.015×10＝30 
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根据分层抽样可得：第 1 组抽取
20

5 2
50

 = 人，第 2 组抽取
30

5 3
50

 = 人 

再从这 5 人中抽取 3 人，设至少 1 人的年龄在第 1 组中的事件为 A，其概率为 ( )
3

3

3

5

C 9
1

C 10
P A = − = . 

【小问 3 详解】 

由题意可知：
4

3,
5

X B
 
 
 

，则有： 

31 1
( 0) ( )

5 125
P X = = = ， ( )

2

1

3

4 1 12
1 C

5 5 125
P X

 
= =   = 

 
， 

( )
2

2

3

4 1 48
2 C

5 5 125
P X

 
= =   = 

 
，

34 64
( 3) ( )

5 125
P X = = = .  

∴X的分布列为： 

X 0 1 2 3 

P 
1

125
 

12

125
 

48

125
 

64

125
 

可得 X 的数学期望
4 12

( ) 3
5 5

E X =  = . 

19. 【答案】（1） 3−      

（2）最大值为 2 ，最小值为 18−      

（3）答案见解析 

【解析】 

【分析】（1）求导，再令 0x = 即可得解； 

（2）利用导数求出函数的单调区间，在求出函数的极值和端点的函数值，即可得出函数的最值； 

（3）求导，再分 0a  和 0a  两种情况讨论即可得解. 

【小问 1 详解】 

2( ) 3 3f x x = − ，则 (0) 3f  = − ； 

【小问 2 详解】 

( )( )2( ) 3 3 3 1 1f x x x x = − = + − ， 

当 3 1x−   − 或
3

1
2

x  时， 0f x ，当 1 1x−   时， ( ) 0f x  ， 

所以函数 ( )f x 在 ( )
3

3, 1 , 1,
2

 
− −  

 
上单调递增，在 ( )1,1− 上单调递减， 

又 ( ) ( ) ( )
3 9

3 18, 1 2, 1 2,
2 8

f f f f
 

− = − − = = − = − 
 

， 
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所以 ( )f x 在区间
3

3,
2

 
− 
 

上的最大值为 2 ，最小值为 18− ； 

【小问 3 详解】 

3 3( ) ( ) ( ) 31 xg ax f x a xx == −+ − ， ( ) ( )23 1g x ax = − ， 

当 0a  时， ( ) 0g x  ，所以函数 ( )g x 在 ( ),− + 上单调递减， 

当 0a  时，
a

x
a

 或
a

x
a

 − 时， ( ) 0g x  ，当
a a

x
a a

−   时， ( ) 0g x  ， 

所以函数 ( )g x 在 , , ,
a a

a a

   
+ − −      

   
上单调递增，在 ,

a a

a a

 
−  
 

上单调递减， 

综上所述，当 0a  时， ( )g x 的单调减区间为 ( ),− + ，无增区间； 

当 0a  时， ( )g x 的单调增区间为 , , ,
a a

a a

   
+ − −      

   
，单调减区间为 ,

a a

a a

 
−  
 

； 

20. 【答案】（1）（i） 0a = ；（ii）证明见解析；（2）证明见解析. 

【解析】 

【分析】（1）（i）求出 ( )f x ，由直线平行的充要条件得到切线的斜率，根据导数的几何意义求出 a的

值，即可得到答案； 

（ii）求出 ( )f x ，令 ( ) ( )g x f x= ，利用导数研究 ( )g x 的单调性，从而得到 ( )g x 的取值情况，由此得

到 ( )f x 的单调性，结合极值的定义进行分析，即可证明； 

（2）利用（1）中的单调性，分 1a  − ， 1 1a−   两种情况，分别利用导数研究函数的单调性，确定函

数 ( )f x 的取值情况，由此证明结论. 

【详解】（1）（i）解：因为函数 ( ) 2sin cosf x x x x ax= − − ， 

所以 ( ) cos sinf x x x x a = + − ， 

因为曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )0, 0f 处的切线与直线 2y x= + 平行， 

所以切线的斜率为 1， 

则 ( )0 1f  = ，即1 1a− = ，解得 0a = ， 

检验：当 0a = 时， ( )0 0f = ，因此切线方程为 y x= ，符合题意， 

故 0a = . 

（ii）证明：由（i）可知， 0a = ，则 ( ) cos sinf x x x x = + ， 

令 ( ) ( ) cos sing x f x x x x= = + ，则 ( ) cosg x x x = ， 
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当
π

0,
2

x
 

 
 

时， ( ) 0g x  ，则 ( )g x 单调递增，即 ( )f x 单调递增， 

当
π

,π
2

x
 

 
 

时， ( ) 0g x  ，则 ( )g x 单调递减，即 ( )f x 单调递减， 

又 ( )0 1 0f  =  ，
π π

0
2 2

f
 
 =  
 

， ( )π 1 0f  = −  ， 

故存在唯一的 0

π
,π

2
x

 
 
 

，使得 ( )0 0f x = ， 

当 ( )00,x x 时， 0f x ，则 ( )f x 单调递增， 

当 ( )0 ,πx x 时， ( ) 0f x  ，则 ( )f x 单调递减， 

所以当 0x x= 时，函数 ( )f x 取得极大值 ( )0f x ， 

故函数 ( )f x 在区间 ( )0,π 内有唯一极值点. 

（2）证明：由（1）可知，当
π

0,
2

x
 

 
 

时， ( )f x 单调递增， 

当
π

,π
2

x
 

 
 

时， ( )f x 单调递减， 

因为 1a  ，则 ( )0 1 0f a = −  ，且 ( )π 1f a = − − ， 

①若 1 0a− −  ，即 1a  − 时，则 ( )π 0f   ， 

所以 0f x 在 ( )0,π 上恒成立，即 ( )f x 在 ( )0,π 上单调递增， 

故 ( ) ( )0 2sin 0 0f x f = = ，符合题意； 

②若 1 0a− −  ，即 1 1a−   时， ( )π 0f   ， 

因为
π π

0
2 2

f a
 
 = −  
 

， 

故存在 0

π
,π

2
x

 
 
 

，使得 ( )0 0f x = ， 

当 ( )00,x x 时， 0f x ， ( )f x 单调递增， 

当 ( )0 ,πx x 时， ( ) 0f x  ，则 ( )f x 单调递减， 

所以当 0x x= 时，函数 ( )f x 取得极大值 ( )0f x ， 

即 ( ) ( )0 0f x f = 且 ( ) ( ) ( )π π 1 0f x f a = −  ，符合题意. 

综上所述，当 1a  时，对任意 ( )0,πx ， ( ) 0f x  . 

21. 【答案】（1）{ }nb 是“G 数列”，{ }nt 不是“G 数列”；     
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（2）①9,10,12,16；②证明见解析． 

【解析】 

【分析】（1）根据“ G 数列”的定义验证即可； 

（2）①设公差为d ，利用“G 数列”定义得d 是 8 的正约数：1，2，4，8，分别求出 2a 并验证符合题意

即得； 

②利用 1 2 2 ka a S a+ = = ，求出公差d 与首项 1a 的关系，然后表示出通项公式 na ，再根据“G 数列”定义

证明． 

【小问 1 详解】 

2nb n= ，对任意的 , N*m n ，m n ， 2mb m= ， 2nb n= ， 2 2 2( )m nb b m n m n+ = + = + ， 

取 k m n= + ，则 m n kb b b+ = ，∴{ }nb 是“G 数列”， 

2 1nt n= + ，对任意的 , N*m n ，m n ， 2 1mt m= + ， 2 1nt n= + ，

2 2 2 2( 1)m nt t m n m n+ = + + = + + 为偶数，而 2 1nt n= + 为奇数，因此不存在 N *k   

使得 m n kt t t+ = ，∴{ }nt 不是“G 数列”； 

【小问 2 详解】 

数列 na 为等差数列， 

①若 na 是“ G 数列，
*

1 28, Na a=  ，且 2 1a a ， 2 1 0d a a= −  ， N *d  ， 

8 ( 1)na n d= + − ， 

对任意的 , N*m n ，m n ， 8 ( 1)ma m d= + − ， 8 ( 1)na n d= + − ， 

8 8 ( 2)m na a m n d+ = + + + − ，由题意存在 N *k  ，使得 m n ka a a+ = ， 

即8 8 ( 2) 8 ( 1)m n d k d+ + + − = + − ，显然 k m n + ， 

所以 ( 2) 8 ( 1)m n d k d+ − + = − ， ( 1) 8k m n d− − + = ， 

1k m n− − + N * ，所以d 是 8 的正约数，即 1d = ，2，4，8， 

1d = 时， 2 9a = ， 7k m n= + + ； 

2d = 时， 2 10a = ， 3k m n= + + ； 

4d = 时， 2 12a = ， 1k m n= + + ； 

8d = 时， 2 16a = ， k m n= + ． 

综上， 2a 的可能值为 9，10，12，16； 

②若对任意 *nN ，存在 *Nk ，使得 k na S= 成立， 

所以存在 N *t ， 1 2 2 ta a S a+ = = ， 3t  ， 

设{ }na 公差为d ，则 1 12 ( 1)a d a t d+ = + − ， 1 ( 2)a t d= − ， 



 

第17页/共17页 
 

( 2) ( 1) ( 3)na t d n d t n d= − + − = + − ， 

对任意的 , N*m n ，m n ， ( 3)ma t m d= + − ， ( 3)na t n d= + − ， 

(2 6)m na a t m n d+ = + + − ，取 3 N *k t m n= + + −  ，则

( 3 ) (2 6)k m na t k d t m n d a a= − + = + + − = + ， 

所以{ }na 是“G 数列”． 

【点睛】关键点点睛：本题考查数列新定义，解题关键是理解新定义并应用新定义求解．第（2）问中，

第一个问题是直接利用等差数列的通项公式根据新定义进行验证即可，第二个问题关键是确定数列的通项

公式，因此根据已知条件求得数列的首项与公差的关系，这样通项公式中相当于只含有一个参数d （或

1a ），然后利用通项公式进行检验． 
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