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2023北京师大实验中学高三 12月月考 

数    学 

2023.12 

班级__________姓名__________学号__________ 

一、选择题（本大题共 10小题，每小题 4分，共 40分） 

1.设集合    22, 1,0,1 , 2A B x x= − − = ∣ ，则 A B =（    ） 

A. 1,0−     B. 0,1     C. 1,0,1−     D. 2, 1,0,1− −  

2.设 lg2, lg4, lg5a b c= = = ，则下列结论中正确的是（    ） 

A. 2b a=     B. 1ac =  

C. 1b c a+ = +     D. 2 10b c+ =  

3.若复数
2 i

2 i

a
z

+
=

−
纯虚数，其中 a为实数，则 z 的虚部为（    ） 

A.-2    B.2    C.
6

5
−     D.

10

3
 

4.已知直角三角形的面积为 1，则关于该三角形的斜边，正确的结论是（    ） 

A.最小值为 2    B.最大值为 2 

C.最小值为 2     D.最大值为 2  

5.将函数 ( ) cos 2
6

f x x
 

= + 
 

的图像向右平移
3


个单位得到函数 ( )g x 的图像，则 ( )g x =（    ） 

A. sin2x     B. sin2x−  

C. cos 2
6

x
 

− 
 

    D. cos 2
3

x
 

− 
 

 

6.若双曲线
2 2

2 2
: 1( , 0)

x y
C a b

a b
− =  的一条渐近线方程为

4

3
y x= ，则该双曲线（    ） 

A.离心率为
5

4
，焦距为 10    B.离心率为

5

3
，焦距为 10 

C.离心率为
5

4
，焦距无法确定    D.离心率为

5

3
，焦距无法确定 

7.已知定义在R 上的奇函数 ( )f x 满足： ( )f x 在 ( )0, + 单调递增， ( )2 0f = ， ( ) ( )1 3 1,f f− = = 则不

等式 ( )1 0f x−   的解集为（    ） 

A. ( ) ( )1,0 2,3−      B. ( ) ( )3, 2 0,1− −   

C. ( ) ( )2, 1 2,3− −      D. ( ) ( )3, 2 1,2− −   
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8.设 na 是无穷数列，记 1n n nb a a += + ，则“ na 是等比数列”是“ nb 是等比数列”的（    ） 

A.充分不必要条件    B.必要不充分条件 

C.充分必要条件    D.既不充分也不必要条件 

9.已知正四棱锥 S ABCD− 的 8 条棱长均相等，O 为顶点 S 在底面内的射影，则（    ） 

A.侧棱 SA与底面 ABCD所成的角的大小为
3


 

B.侧面 SAB 与底面 ABCD所成的角的大小为
4


 

C.设 P 是正方形 ABCD边上的点，则直线 SP 与底面所成角的最大值是
4


 

D.设 ,M N 是正方形 ABCD边上的两点，则二面角 S MN O− − 的值大于
4


. 

10.平面直角坐标系 xOy 中，定点 A 的坐标为 ( )cos ,sin  ，其中0   .若当点 B 在圆

2 2( 2) 1x y− + = 上运动时，OA OB 的最大值为 0，则（    ） 

A. ,
3

OA OB


 =  的最小值为-2 

B. ,
3

OA OB


 =  的最小值为
3

2
−  

C.
2

,
3

OA OB


 =  的最小值为-2 

D.
2

,
3

OA OB


 =  的最小值为
3

2
−  

二､填空题（本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11.已知向量 ( ) ( )2,4 , 1,0a b= = ，若 ( )a kb b− ⊥ ，则 k = __________. 

12.设等差数列 na 的前 n项和为 nS ，若 4 52, 5a S= = − ，则 9S = __________. 

13.函数 ( ) sin2 2cosf x x x= + 在 ( )0, 上的单调递减区间为__________. 

14.已知点 ( )0 , 2 3M x 在抛物线 2: 2 ( 0)C y px p=  上，以M 为圆心作圆与抛物线C 的准线相切，且截

得 x轴的弦长为 4，则 p = __________. 

15.对于定义在R 上的函数 ( )f x ，及区间 1 2,I I  R ，记 ( ) ( )1,2k kS f x x I k=  =∣ ，若

1 2S S ，则称 1 2,I I 为 ( )f x 的“ 区间对”.已知函数 ( )
2 2 , 0,

2 , 0,x

x x x
f x

a x−

− −
= 

+ 
给出下列四个结论： 

①若 ( , 0− 和 ( )0, + 是 ( )f x 的“ 区间对”，则a的取值范围是 ( ,1− ； 
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②若 ( , 0− 和 ( )0, + 不是 ( )f x 的“ 区间对”，则对任意 ( 0, ,m m − 和 ( ),m + 也不是 ( )f x 的“

区间对”； 

③存在实数 0x ，使得对任意 ( 0, ,a x −R 和 ( )0 ,x + 都是 ( )f x 的“ 区间对”； 

④对任意 aR ，都存在实数 0x ，使得 ( 0, x− 和 ( )0 ,x + 不是 ( )f x 的“ 区间对”； 

其中所有正确结论的序号是__________. 

三､解答题（本大题共 6小题，共 85分） 

16.（本小题满分 12 分） 

已知函数 ( ) 2sin 2cos
4

f x x x
 

= − + 
 

. 

（1）求 ( )f x 的最小正周期及其图像的对称轴方程； 

（2）求 ( )f x 在 , 0− 上的最大值和最小值. 

17.（本小题满分 13 分） 

在 ABC 中，角 , ,A B C 所对边分别为 , ,a b c ，已知 sin sin ,sin 2sinb A c C B A= = . 

（1）求 cosB ； 

（2）已知 ABC 的面积为
7

4
，点 D 满足 3BD BC= ，求 AD 和 sin CAD 的值. 

18.（本小题满分 15 分） 

在三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， 1 12,AB AC AA AA AB= = = ⊥ ，平面 1 1B BCC ⊥平面 ABC ， , ,M N P 分

别为棱 1 1 1, ,AC BB BC 的中点，如图. 

 

（1）求证：MP∥平面 1 1ABB A ； 

（2）若 AB AC⊥ ， 

①求 1A P 与平面MPN 所成角的正弦值； 

②求线段 AP 在平面MPN 内的投影 HP的长. 

19.（本小题满分 15 分） 

已知椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)

x y
C a b

a b
+ =   的离心率为

2 5

5
，以椭圆C 的上､下顶点和右焦点 F 为顶点的三角形
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的面积为 2. 

（1）求椭圆C 的方程； 

（2）设O 为坐标原点，过点 F 的直线 l 交椭圆C 于点 ,A B ，直线 ,OA OB交直线 1x = 于点 ,M N ，若

AOB 与 MON 的面积相等，求直线 l 的方程. 

20.（本小题满分 15 分） 

已知函数 ( ) 2e e ,ax axf x x a= − R . 

（1）当 1a = 时，求曲线 ( )y f x= 在 0x = 处的切线方程； 

（2）当 1a = − 时，求 ( )f x 的极大值点和极小值点的个数； 

（3）若对任意 ( )0, 1x f x − 恒成立，求a的取值范围. 

21.（本小题满分 15 分） 

设m 为给定的正奇数，定义无穷数列 mA ：
( )

( )

*

1 1

1

1, , .2
n n

n

n n

a a
a a n

a m a
+




= = 
 +

N
为偶数

其中

为奇数
若 ka 是数列

mA 中的项，则记作 k ma A . 

（1）若数列 mA 的前 6 项各不相同，写出m 的最小值及此时数列的前 6 项； 

（2）求证：集合  * , 2k m kB k a A a m=   N∣ 是空集； 

（3）记集合   ,m mS x x A S x=  = ∣ ∣ 正奇数 , mm x S ，求集合 S . 

（若m 为任意的正奇数，求所有数列 mA 的相同元素构成的集合 S .） 
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参考答案 

一､选择题（本大题共 10小题，每小题 4分，共 40分） 

1.C 

2.C 

解析： lg4 lg5 lg20 lg2 1 1b c a+ = + = = + = + . 

22 lg2 2lg5 lg100 2 10. lg4 2lg2 2b c b a a+ = + = =  = = =   

3.B 

解析：
( )( )

( )( )

( ) ( )2 i 2 i 4 2 2 i2 i
2i 2

2 i 2 i 2 i 5

a a aa
z z

+ + − + ++
=  = = = −

− − +
. 

4.A 

解析： 2 2 1
2 4 2

2
a b ab ab

 
+  =  = 

 
. 

5.A 

解析： ( ) cos 2 cos 2 sin2
3 6 2

g x x x x
      

= − + = − =    
    

. 

6.D 

7.D 

解析： ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1f f f− = − =  = − ， 

当 0x  时， ( )f x 单调递增， ( ) ( ) ( )1 2 1 2f f x f x     . 

8.D 

解析：非充分性：   :1, 1,1, 1, , : 0,0,0,0,n na b− − ； 

非必要性：   :1,1,1,1, , :1,0,1,0,n na a . 

9.D 

10.C 

二､填空题（本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11.解析： ( ) 2 2 0 2a kb b a b kb k k−  =  −  − =  = . 

12.解析： 5 3 3 4 5 9 55 5 1, 2 5 9 45S a a a a S a= = −  = − =  =  = = . 

13.解析： ( ) ( )22cos2 2sin 2 1 2sin 2sin 0f x x x x x = − = − −  . 

2 1 5
2sin sin 1 0,sin 0 sin

2 6 6
x x x x x

 
+ −         

14.解析：
24 ,2 3 12 2 4 8 12 0 2

2 2

p p
M p p p p
   

−  = −  − + =  =   
   

或 6p = . 
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15.②③④ 

三､解答题（本大题共 6小题，共 85分） 

16.解：（1） ( )
2 2

2 sin cos 2cos sin cos 2sin
2 2 4

f x x x x x x x
   

= − + = + = +       
. 

( )f x 的最小正周期 2T = . 

对称轴方程： ,
4

x k k


= + Z . 

（2）  
3

,0 ,
4 4 4

x x
  


 

 −  +  − 
 

. 

当
3

4 2 4
x x

  
+ = −  = − 时， ( )min 2f x = − ； 

当 0
4 4

x x
 

+ =  = 时， ( )max 1f x = . 

17.解：（1）在 ABC 中由正弦定理得： 2 , 2 2ab c b a c a= =  = .（用一个字母表示）. 

在 ABC 中由余弦定理得： 

2 2 2 2 2 2

2

2 4 1 2
cos

2 42 2 2 2

a c b a a a
B

ac a

+ − + −
= = = − = − . 

（2） ( ) 2 2 14 14
0, ,sin 1 cos 1

16 16 4
B B B = − = − = = . 

2 21 2 14 7 7
sin 1, 2, 2

2 2 4 4 4
ac B a a a b c=  = =  = = =  

3 3 3 3.BD BC BD BC a=  = = =  

在 ABD 中，由余弦定理得： 

2 2 2
2 cos 2 9 2 2 3 14

4
AD AB BD AB BD B

 
= + −  = + −    − =  

 
 

在 ABD 中，由正弦定理得： 

2 14 2
sin

sin sin sin 414

4

AB AD
D

D B D
=  =  =

 

2
sin

4
AC CD CAD D CAD  =  =  =  

18.（2）求线段 AP 在平面MPN 内的投影 HP的长. 

解：（1）如图，取 AB 中点Q ，连接 1,QA QB， 

可证 PQ∥ 1 1, ,A M PQ A M=  
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判定四边形 1PQA M 为平行四边形. 

所以 PM ∥ 1AQ， 

又因为 1AQ 平面 1 1,ABB A MP 平面 1 1ABB A ， 

因此，MP∥平面 1 1ABB A  

 

（2）因为平面 1 1B BCC ⊥平面 ABC ， 

,AP BC AP⊥ 平面 ABC . 

所以 AP ⊥平面 1 1B BCC . 

所以 1AP BB⊥ . 

因为 1AA ∥ 1BB .所以 1AP AA⊥ . 

因为 1AA AB⊥ .所以 1AA ⊥平面 ABC . 

再由 AB AC⊥ ，得 1, ,AA AB AC 两两垂直，如图建系 A xyz− . 

有 ( ) ( ) ( ) ( )1 0,0,2 , 2,0,1 , 0,1,2 , 1,1,0A N M P ， 

( ) ( ) ( ) ( )11,1,0 , 1,1, 2 , 1,0,2 , 1, 1,1AP A P PM PN= = − = − = − . 

设平面 PMN 的一个法向量 ( ), ,n x y z= . 

( )
0 2 0

2,3,1
00

PM n x z
n

x y zPN n

  = − + =
  = 

− + = = 

. 

①设所求线面角为 ，则
1

1

1

21
sin cos ,

14

A P n
A P n

A P n



= = =



∣ ∣
. 

② 2 25 42
,

1414

AP n
AH HP AP AH

n


= = = − = . 

19.解：（1）依题意： 
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2 2 2

2

5

2 5, 1, 2.

c

a

bc a b c

a b c


=


=  = = =

 = +



 

椭圆
2

2: 1
5

x
C y+ = . 

（2）①当直线 l 的斜率不存在时，不合题意. 

②设 l 的方程为 ( )( ) ( ) ( )1 1 2 22 0 , , , ,y k x k A x y B x y= −  . 

( )
( )2 2 2 2

2 2

2
5 1 20 20 5 0.

5 5

y k x
k x k x k

x y

 = −
 + − + − =

+ =
 

由于点 F 在椭圆C 内，因此Δ 0 恒成立，
2

1 2 2

20 5

5 1

k
x x

k

−
=

+
. 

直线
1 1

1 1

: M

y y
AM y x y

x x
=  = ，同理

2

2

N

y
y

x
= . 

( )1 2 1 2

1
.

2
AOBS OF y y k x x=  − = −  

( ) ( ) ( )1 21 2 2 11 2

1 2 1 2 1 2

2 21 1 1
1 .

2 2 2
MON M N

k x xk x x k x xy y
S y y

x x x x x x

−− − −
=   − = − = =  

所以

2

1 2 2

20 5
1

5 1

k
x x

k

−
= =

+
. 

解得
10

5
k =  或

2

5
 . 

综上，直线 l 的方程为 ( )
10

2
5

y x=  − 或 ( )
2

2
5

y x=  − . 

20.解：（1）当 1a = 时， ( ) 2e ex xf x x= − ， 

( ) ( ) ( ) ( )21 e 2e , 0 1, 0 1, 1.x xf x x f f y x= + − = − = − = − −切线  

（2）当 1a = − 时， ( ) ( ) ( ) ( )2 2e e , 1 e 2e 1 2e ex x x x x xf x x f x x x− − − − − −= − = − + = − + . 

令 ( ) ( )1 2e , 1 2e 0x xg x x g x− −= − + = − −  ，则 ( )g x 在R 上单调递减. 

又因为 ( ) ( ) 2

2
0 3 0, 2 1 0

e
g g=  = − +  ， 

所以存在唯一 0x 使得 ( )0 0g x = ，且 ( )0 0,2x  . 

( ) ( ) ( ) ( )00, , 0 0x x g x f x f x     在 ( )00, x 单调递增； 
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( ) ( ) ( ) ( )0 , , 0 0x x g x f x f x  +     在 ( )0 ,x + 单调递减. 

所以， ( )f x 有 1 个极大值点，无极小值点. 

（3）结论：
1

,
2


 

+ 
 

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 2 e e , 1 2 e 2 e 1 2 e .ax ax ax ax axf x ax a h x ax a h x a a a a = + − = + − = − = −令  

①当
1

2
a 时， ( ) ( )1 e 0axh x a − 恒成立， ( )h x 在 )0, + 上单调递减， 

( ) ( )0 1, ;h x h − 符合题意  

②当
1

0
2

a  时，令 ( ) 0h x = ，得
ln2a

x
a

= − . 

x  
ln2

0,
a

a

 
− 

 
 

ln2a

a
−  

ln2
,

a

a


 
− + 
 

 

( )h x  + 0 - 

( )h x   极大值  

当
ln2

0
a

x
a

  − 时， ( ) ( )0 1 2 0h x h a = −  ， 

故 ( )f x 在
ln2

0,
a

a

 
− 

 
上单调递增，此时 ( ) ( )0 1f x f = − ，不合题意； 

③当 0a 时， ( ) 21 e e 0a af = − ，不合题意. 

综上， a的取值范围是
1

,
2


 

+ 
 

 

21.解：（1） min 5m = ，数列的前 6 项为：1,6,3,8,4, 2 . 

（2）证明：假设集合  * 2kB k a m=  N∣ 非空， 

设 B 中元素的最小值为 k （显然 3)k  .（关键技巧） 

因为 12k ka m a −  ，所以 1k ka a m−= + ，因此 1ka − 为奇数，且 1ka m−  . 

若 1 2k ka a m− −= + ，则 2ka − 为偶数， 

但此时应有 1 2

1

2
k ka a− −= ，与 1 2k ka a m− −= + 矛盾； 

若 1 2

1

2
k ka a− −= ，则 2 2ka m−  ，即 2k B−  ，与 k 的最小性矛盾. 

因此假设不成立，集合 B 为空集. 
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（3）猜想  1,2S = . 

因为  1 1,2S = ，以下只需证大于 1 的奇数 ,1, 2 mm S . 

若 1, 1ja j=  ，则 1 2ja − = ，故只需证必存在 1, 1ja j=  . 

由（2）知无穷数列 mA 中所有的项都属于集合 1,2, , 2m ， 

因此必存在 i j ，使得 i ja a= ，取其中 i 的值最小的一组. 

若 1ia  ，则 1i ja a K= =  . 

若 K m ，则必有 1 1 1i ja a K m− −= = −  ，与 i 的最小性矛盾； 

若 K m ，则必有 1 1 2i ja a K− −= = ，也与 i 的最小性矛盾. 

因此只能 1ia = ，因此 1 11, 1, 2j ja a j a −= =  = ，即1, 2 mS . 

综上，  1,2S = . 
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