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2023北京交大附中高二（下）期中 

数    学 

一、选择题：本大题共 10 小题，每小题 4分，共 40分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求

的一项。 

1．数列 1， ， ， ， …的一个通项公式是（  ） 

A．an＝  B．an＝  C．an＝  D．an＝  

2．若函数 f（x）＝3x+sin2x，则（  ） 

A．f′（x）＝3xln3+2cos2x B．f′（x）＝3x+2cos2x  

C．f′（x）＝3xln3+cos2x D．f′（x）＝3xln3﹣cos2x 

3．二项式（x+2）7的展开式中含 x5项的系数是（  ） 

A．21 B．35 C．84 D．280 

4．函数 f（x）＝x﹣2lnx+1 的单调递减区间为（  ） 

A．（0，2） B．（0，e） C．（ ，+∞） D．（2，+∞） 

5．汽车行驶的路程 s 和时间 t 之间的函数图象如图，在时间段[t0，t1]，[t1，t2]，[t2，t3]上的平均速度分别

为 ，则三者的大小关系为（  ） 

 

A．  B．   

C．  D．  

6．定义在区间 上的函数 f（x）的导函数 f'（x）的图象如图所示，则下列结论错误的是（  ） 

 

A．函数 f（x）在区间（0，4）单调递增  

B．函数 f（x）在区间 单调递减  

C．函数 f（x）在 x＝0 处取得极小值  
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D．函数 f（x）在 x＝3 处取得极小值 

7．已知曲线 y＝aex+xlnx在点（1，ae）处的切线方程为 y＝2x+b，则（  ） 

A．a＝e，b＝﹣1 B．a＝e，b＝1 C．a＝e
﹣1，b＝1 D．a＝e

﹣1，b＝﹣1 

8．设{an}是首项为正数的等比数列，公比为 q，则“q＜0”是“对任意的正整数 n，a2n﹣1+a2n＜0”的

（  ） 

A．充要条件 B．充分而不必要条件  

C．必要而不充分条件 D．既不充分也不必要条件 

9．已知函数 f（x）＝ ，若|f（x）|≥ax，则 a的取值范围是（  ） 

A．（﹣∞，0] B．（﹣∞，1] C．[﹣2，1] D．[﹣2，0] 

10．几位大学生响应国家的创业号召，开发了一款应用软件．为激发大家学习数学的兴趣，他们推出了

“解数学题获取软件激活码”的活动．这款软件的激活码为下面数学问题的答案：已知数列 1，1，2，

1，2，4，1，2，4，8，1，2，4，8，16，…，其中第一项是 20，接下来的两项是 20，21，再接下来的

三项是 20，21，22，依此类推．求满足如下条件的最小整数 N：N＞100且该数列的前 N项和为 2 的整数

幂．那么该款软件的激活码是（  ） 

A．440 B．330 C．220 D．110 

二、填空题：本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分． 

11．（5 分）用红、黄、蓝三种颜色对如图所示的三个方格进行涂色．若要求每个小方格涂一种颜色，且涂

成红色的方格数为偶数，则不同的涂色方案种数是        ．（用数字作答） 

 

12．（5 分）若等差数列{an}和等比数列{bn}满足 a1＝b1＝﹣1，a4＝b4＝8，则 ＝     ． 

13．（5 分）已知数列{an}是递增的等比数列，a1+a4＝9，a2a3＝8，则数列{an}的前 n项和等于         ． 

14．（5 分）函数 f（x）的定义域为 R，f（﹣1）＝2，对任意 x∈R，f′（x）＞2，则 f（x）＞2x+4 的解集

为            ． 

（多选）15．（5 分）设函数 f（x）＝ ，则下列选项正确的是（  ） 

A．f（x）为奇函数  

B．f（x）的图象关于点（0，1）对称  

C．f（x）的最小值为 e+1  

D．若 ＝k有两个不等实根，则 1﹣ ＜k＜1+ ，且 k≠1 

三、解答题：本大题共 5小题，共 55分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

16．已知等差数列{an}满足 a3＝﹣9，a10＝5． 
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（1）①求公差 d； 

②求数列{an}的通项公式； 

③设数列{an}的前 n项和为 Sn，求使得 Sn最小的 n的值． 

（2）若数列{an+bn}是首项为 1，公比为 2 的等比数列． 

①求数列{bn}的通项公式； 

②求数列{bn}的前 n项和 Tn． 

17．已知函数 f（x）＝2x3﹣ax2+b． 

（1）当 a＝3 时，求 f（x）的单调性和极值； 

（2）讨论 f（x）的单调性； 

（3）若 a＞0，求 f（x）在区间[0，1]的最小值． 

18．已知函数 f（x）＝x2﹣1 与函数 g（x）＝alnx（a≠0）． 

（1）若 f（x），g（x）的图像在点（1，0）处有公共的切线，求实数 a的值； 

（2）设 F（x）＝f（x）﹣2g（x）． 

①求函数 F（x）的极值； 

②试判断函数 F（x）零点的个数． 

19．已知 f（x）＝x﹣aex，a∈R． 

（1）求曲线 y＝f（x）在点（0，f（0））处的切线； 

（2）若函数 f（x）在区间（1，+∞）上存在极值，求 a的取值范围； 

（3）设 g（x）＝f（2﹣x），在（2）的条件下，试判断函数 g（x）在区间（1，+∞）上的单调性，并说

明理由． 

20．已知二次函数 f（x）＝x2﹣ax+a（x∈R）同时满足： 

①不等式 f（x）≤0 的解集有且只有一个元素； 

②在定义域内存在 0＜x1＜x2，使得不等式 f（x1）＞f（x2）成立．设数列{an}的前 n项和 Sn＝f（n）． 

（1）求 f（x）的表达式； 

（2）求数列{an}的通项公式； 

（3）设 bn＝（ ） ，cn＝ ，{cn}的前 n项和为 Tn，若 Tn＞2n+t对任意 n∈N，n

≥2 恒成立，求实数 t的取值范围． 
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参考答案 

一、选择题：本大题共 10 小题，每小题 4分，共 40分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求

的一项。 

1．【解答】解：1＝ ，由数列 ， ， ， ， …，观察到：分子为项数 n，分母为奇数 2n﹣1． 

可得的一个通项公式是 an＝ ． 

故选：B． 

2．【解答】解：因为 f（x）＝3x+sin2x，所以 f′（x）＝（3x）′+（sin2x）′＝3xln3+2cos2x． 

故选：A． 

3．【解答】解：二项式（x+2）7的展开式中含 x5项的系数 ×22＝84． 

故选：C． 

4．【解答】由题可知，函数定义域为（0，+∞）， 

由 ， 

解得 0＜x＜2， 

所以函数单调递减区间为（0，2）． 

故选：A． 

5．【解答】解： ， ， ， 

可以看作两点间连线的斜率， 

所以 ． 

故选：A． 

6．【解答】解：由题意可知 x∈（ ，0）时，f′（x）＜0，函数是减函数， 

x∈（0，4）时，f′（x）＞0，函数是增函数，所以 A、B、C正确， 

D不正确； 

故选：D． 

7．【解答】解：y′＝aex+lnx+1， 

k＝y′|x＝1＝ae+1＝2，∴a＝e
﹣1 

将（1，1）代入 y＝2x+b，得 2+b＝1，b＝﹣1． 

故选：D． 

8．【解答】解：{an}是首项为正数的等比数列，公比为 q， 

若“q＜0”是“对任意的正整数 n，a2n﹣1+a2n＜0”不一定成立， 
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例如：当首项为 2，q＝﹣ 时，各项为 2，﹣1， ，﹣ ，…，此时 2+（﹣1）＝1＞0， +（﹣ ）

＝ ＞0； 

而“对任意的正整数 n，a2n﹣1+a2n＜0”，前提是“q＜0”， 

则“q＜0”是“对任意的正整数 n，a2n﹣1+a2n＜0”的必要而不充分条件， 

故选：C． 

9．【解答】解：由题意可作出函数 y＝|f（x）|的图象，和函数 y＝ax的图象， 

 

由图象可知：函数 y＝ax的图象为过原点的直线，当直线介于 l和 x轴之间符合题意，直线 l为曲线的切

线，且此时函数 y＝|f（x）|在第二象限的部分解析式为 y＝x2﹣2x， 

求其导数可得 y′＝2x﹣2，因为 x≤0，故 y′≤﹣2，故直线 l的斜率为﹣2， 

故只需直线 y＝ax的斜率 a介于﹣2 与 0 之间即可，即 a∈[﹣2，0] 

故选：D． 

10．【解答】解：方法一、设该数列为{an}，设 bn＝  +…+ ＝2n﹣1，（n∈N+），则

＝ ai， 

由题意可设数列{an}的前 N 项和为 SN，数列{bn}的前 n 项和为 Tn，则 Tn＝21﹣1+22﹣1+…+2n+1﹣1＝

2n+1﹣n﹣2， 

可知当 N为 时（n∈N+），数列{an}的前 N项和为数列{bn}的前 n项和，即为 2n+1﹣n﹣2， 

容易得到 N＞100 时，n≥14， 

A项，由 ＝435，440＝435+5，可知 S440＝T29+b5＝230﹣29﹣2+25﹣1＝230，故 A项符合题意． 

B 项，仿上可知 ＝325，可知 S330＝T25+b5＝226﹣25﹣2+25﹣1＝226+4，显然不为 2 的整数幂，

故 B项不符合题意． 
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C项，仿上可知 ＝210，可知 S220＝T20+b10＝221﹣20﹣2+210﹣1＝221+210﹣23，显然不为 2的整

数幂，故 C项不符合题意． 

D项，仿上可知 ＝105，可知 S110＝T14+b5＝215﹣14﹣2+25﹣1＝215+15，显然不为 2的整数幂，

故 D项不符合题意． 

故选 A． 

方法二：由题意可知： ， ， ，… ， 

根据等比数列前 n项和公式，求得每项和分别为：21﹣1，22﹣1，23﹣1，…，2n﹣1， 

每项含有的项数为：1，2，3，…，n， 

总共的项数为 N＝1+2+3+…+n＝ ， 

所有项数的和为 Sn：21﹣1+22﹣1+23﹣1+…+2n﹣1＝（21+22+23+…+2n）﹣n＝ ﹣n＝2n+1﹣2

﹣n， 

由题意可知：2n+1为 2 的整数幂．只需将﹣2﹣n消去即可， 

则①1+2+（﹣2﹣n）＝0，解得：n＝1，总共有 +2＝3，不满足 N＞100， 

②1+2+4+（﹣2﹣n）＝0，解得：n＝5，总共有 +3＝18，不满足 N＞100， 

③1+2+4+8+（﹣2﹣n）＝0，解得：n＝13，总共有 +4＝95，不满足 N＞100， 

④1+2+4+8+16+（﹣2﹣n）＝0，解得：n＝29，总共有 +5＝440，满足 N＞100， 

∴该款软件的激活码 440． 

故选：A． 

方法三、要使 ＞100，有 k≥14，此时 k+2＜2k+1， 

∴k+2 是之后的等比数列 1，2，…，2k+1的部分和， 

即 k+2＝1+2+...+2s
﹣1＝2s﹣1，∴k＝2s﹣3≥14，s的最小值为 5， 

此时 k＝25﹣3＝29． 

对应最小的满足条件的 N＝ ． 

故选：A． 

二、填空题：本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分． 

11．【解答】解：因为涂成红色的方格数为偶数，即涂成红色的方格数为 0，或 2， 

3 个格涂一种颜色，有 2 种，（全黄或全蓝） 
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3 个格涂 2 颜色且涂 0 个红色时，C2
1C3

2＝6 种， 

3 格涂 2 颜色且涂 2 个红色时，C2
1C3

2＝6 种， 

根据分类计数原理，可得共有 2+6+6＝14 种， 

故答案为：14． 

12．【解答】解：等差数列{an}和等比数列{bn}满足 a1＝b1＝﹣1，a4＝b4＝8， 

设等差数列的公差为 d，等比数列的公比为 q． 

可得：8＝﹣1+3d，d＝3，a2＝2； 

8＝﹣q3，解得 q＝﹣2，∴b2＝2． 

可得 ＝1． 

故答案为：1． 

13．【解答】解：数列{an}是递增的等比数列，a1+a4＝9，a2a3＝8， 

可得 a1a4＝8，解得 a1＝1，a4＝8， 

∴8＝1×q3，q＝2， 

数列{an}的前 n项和为： ＝2n﹣1． 

故答案为：2n﹣1． 

14．【解答】解：设 F（x）＝f（x）﹣（2x+4）， 

则 F（﹣1）＝f（﹣1）﹣（﹣2+4）＝2﹣2＝0， 

又对任意 x∈R，f′（x）＞2，所以 F′（x）＝f′（x）﹣2＞0， 

即 F（x）在 R上单调递增， 

则 F（x）＞0 的解集为（﹣1，+∞）， 

即 f（x）＞2x+4 的解集为（﹣1，+∞）． 

故答案为：（﹣1，+∞） 

15．【解答】解：根据题意，f（x）＝ ＝ ， 

据此依次分析选项： 

对于 A，f（1）＝1+e，f（﹣1）＝1﹣e，f（﹣1）≠﹣f（1），f（x）不是奇函数，A错误； 

对于 B，f（x）＝ ，有 f（x）+f（﹣x）＝2，则 f（x）的图象关于点（0，1）对称，B

正确； 

对于 C，f（﹣1）＝1﹣e＜1+e，则 f（x）的最小值不是 e+1，C错误； 
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对于 D，f（x）＝ ，则 ＝ ＝1+ ， 

设 g（x）＝ ，（x≠0），则 g（﹣x）＝﹣ ＝﹣g（x），则函数 g（x）为奇函数， 

当 x＞0 时，g（x）＝ ，其导数 g′（x）＝ ， 

在区间（0，1）上，g（x）为增函数，在区间（1，+∞）上，g（x）为减函数， 

则在区间（0，+∞）上，有 0＜g（x）＜g（1）＝ ， 

则在区间（﹣∞，0）上，有﹣ ＜g（x）＜0， 

故在区间（0，+∞）上，有 1＜1+ ＜1+ ， 

则在区间（﹣∞，0）上，有 1﹣ ＜g（x）＜1， 

若若 ＝k有两个不等实根，则 1﹣ ＜k＜1+ ，且 k≠1，D正确； 

故选：BD． 

三、解答题：本大题共 5小题，共 55分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程． 

16．【解答】解：（1）①因为 a3＝﹣9，a10＝5，则 ； 

②an＝a3+（n﹣3）d＝﹣9+2（n﹣3）＝2n﹣15； 

③ ， 

由二次函数的基本性质可知，当 n＝7 时，Sn取最小值． 

（2）①因为数列{an+bn}是首项为 1，公比为 2 的等比数列，则 ， 

所以， ； 

②  

＝ ． 

17．【解答】解：（1）当 a＝3 时 f（x）＝2x3﹣3x2+b定义域为 R，且 f′（x）＝6x2﹣6x＝6x（x﹣1）， 

所以当 x＜0 或 x＞1 时 f′（x）＞0，当 0＜x＜1 时 f′（x）＜0， 

所以 f（x）的单调递增区间为（﹣∞，0），（1，+∞），单调递减区间为（0，1）， 

所以 f（x）在 x＝0 处取得极大值，在 x＝1 处取得极小值， 

即 f（x）极大值＝f（0）＝b，f（x）极小值＝f（1）＝﹣1+b． 
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（2）函数 f（x）＝2x3﹣ax2+b定义域为 R，则 f′（x）＝6x2﹣2ax＝2x（3x﹣a）， 

令 f′（x）＝0，解得 x＝0 或 ， 

①当 a＞0 时，则当 x＜0 或 时，f′（x）＞0， 

当 时，f′（x）＜0， 

所以 f（x）的单调增区间为（﹣∞，0）， ，单调减区间为 ； 

②当 a＝0 时，f′（x）≥0 恒成立，所以 f（x）在 R上单调递增； 

③当 a＜0 时，当 或 x＞0 时，f′（x）＞0，当 时，f′（x）＜0， 

所以 f（x）的单调递增区间为 ，（0，+∞），单调递减区间为 ． 

综上，当 a＞0 时 f（x）的单调增区间为（﹣∞，0）， ，单调减区间为 ； 

当 a＝0 时 f（x）在 R上单调递增； 

当 a＜0 时 f（x）的单调递增区间为 ，（0，+∞），单调递减区间为 ． 

（3）因为 a＞0，由（2）可得 f（x）的单调增区间为（﹣∞，0）， ，单调减区间为

， 

若 ，即 a≥3 时 f（x）在[0，1]上单调递减， 

所以 f（x）在[0，1]上的最小值为 f（x）min＝f（1）＝2﹣a+b； 

若 ，即 0＜a＜3 时，f（x）在 单调递减，在 单调递增， 

所以 f（x）在[0，1]的最小值为 ， 

所以 ． 

18．【解答】解：（1）因为 f（x）＝x2﹣1，g（x）＝alnx（a≠0），所以 f（1）＝0，g（1）＝0． 

所以点（1，0）同时在函数 f（x），g（x）的图像上， 

因为 f（x）＝x2﹣1，g（x）＝alnx，所以 f′（x）＝2x， ， 

由已知，得 f′（1）＝g′（1），所以 ，即 a＝2． 

（2）①因为 F（x）＝f（x）﹣2g（x）＝x2﹣1﹣2alnx，（x＞0）， 
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所以 ． 

i．当 a＜0 时， 

因为 x＞0，且 x2﹣a＞0，所以 F′（x）＞0 对 x＞0 恒成立， 

所以 F（x）在（0，+∞）上单调递增，F（x）无极值； 

ii．当 a＞0 时， 

令 F′（x）＝0，解得 （舍）． 

列表得： 

x    

F′（x） ﹣ 0 + 

F（x） 减函数 极小值 增函数 

所以当 时，F（x）取得极小值，且 ． 

综上，当 a＜0 时，函数 F（x）在（0，+∞）上无极值； 

当 a＞0 时，函数 F（x）在 处取得极小值 a﹣1﹣alna． 

②当 a＜0 时，F（x）在（0，+∞）上单调递增，F（1）＝12﹣1﹣2aln1＝0，函数 F（x）零点的个数为

1； 

当 a＞0 时，F（x）在 上单调递，F（x）在 上单调递增， 

函数 F（x）在 处取得极小值 a﹣1﹣alna． 

设 g（a）＝a﹣1﹣alna，g′（a）＝1﹣lna﹣1＝﹣lna，a∈（0，1），g′（a）＞0，g（a）单调递增，

a∈（1，+∞），g′（a）＜0，g（a）单调递减， 

又 g（1）＝1﹣1﹣ln1＝0，g（a）＝a﹣1﹣alna≤g（1）＝0， 

当 1＞a＞0 时，x趋近于 0 时，F（x）＝x2﹣1﹣2alnx趋近于正无穷大，

， 

，函数 F（x）零点的个数为 2； 

当 a＞1 时，x趋近于正无穷大时，F（x）＝x2﹣1﹣2alnx趋近于正无穷大，

， 

，函数 F（x）零点的个数为 2； 

当 a＝1 时，F（x）在（0，1）上单调递，F（x）在（1，+∞）上单调递增，函数 F（x）在 x＝1 处取

得极小值 a﹣1﹣alna＝1﹣1﹣ln1＝0， 

函数 F（x）零点的个数为 1； 

综上，当 a＜0 或 a＝1 时，函数 F（x）零点的个数 1；当 a＞1 或 1＞a＞0 时，函数 F（x）零点的个数

2． 

19．【解答】解：（1）因为 f（x）＝x﹣aex，所以 f（0）＝﹣a，f′（x）＝1﹣aex，则 f′（0）＝1﹣a， 
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所以函数 f（x）在（0，f（0））出的切线方程为 y+a＝（1﹣a）x，即 y＝（1﹣a）x﹣a． 

（2）由（1）得 f′（x）＝1﹣aex， 

因为函数 f（x）在区间（1，+∞）上存在极值， 

所以 f′（x）＝1﹣aex在区间（1，+∞）上有变号零点， 

当 a≤0 时，f′（x）＝1﹣aex在区间（1，+∞）上单调递增，f′（1）＝1﹣ae＞0，故不符合题意； 

当 a＞0 时，f′（x）＝1﹣aex 在区间（1，+∞）上单调递减，且当 x 趋近于+∞时，f′（x）趋近于﹣

∞， 

故要使 f′（x）＝1﹣aex在区间（1，+∞）上有变号零点，则 f′（1）＝1﹣ae＞0，即 ， 

综上， ，即 a的取值范围是 ． 

（3）函数 g（x）在区间（1，+∞）上单调递减，理由如下： 

g（x）＝f（2﹣x）＝2﹣x﹣ae2﹣x， ，x∈（1，+∞）， 

所以 g′（x）＝﹣1+ae2﹣x， 

令 y＝﹣1+ae2﹣x，x＞1，则 y′＝﹣ae2﹣x＜0 在 x∈（1，+∞）恒成立， 

所以函数 g′（x）＝﹣1+ae2﹣x在（1，+∞）上单调递减， 

由于 ， 

所以函数 g′（x）＝﹣1+ae2﹣x＜0 在（1，+∞）上恒成立， 

所以函数 g（x）在区间（1，+∞）上的单调递减． 

20．【解答】解：（1）由不等式 f（x）≤0 的解集有且只有一个元素得Δ＝a2﹣4a＝0， 

解得 a＝0 或 a＝4． 

当 a＝0 时，f（x）＝x2在（0，+∞）上单调递增，故不存在 0＜x1＜x2，使得不等式 f（x1）＞f（x2）成

立； 

当 a＝4 时，f（x）＝x2﹣4x+4 在（0，2）上单调递减，故存在 0＜x1＜x2，使得不等式 f（x1）＞f（x2）

成立． 

综上，f（x）＝x2﹣4x+4． 

（2）由（1）知： ． 

当 n＝1 时，a1＝S1＝1． 

当 n≥2 时，an＝Sn﹣Sn﹣1＝（n2﹣4n+4）﹣[（n﹣1）2﹣4（n﹣1）+4]＝2n﹣5． 

∴an＝ ． 

（3）∵ ＝ ，∴b1＝27，b2＝9， ， 
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∴当 n≥2 时， ＝ ， 

∴当 n≥2 时， ， 

Tn＞2n+t对 n∈N，n≥2 恒成立等价于 t＜ 对 n∈N，n≥2 恒成立， 

而 是关于 n的增函数，∴当 n＝2 时，（Tn）min＝16， 

∴实数 t的取值范围是 t＜16． 
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