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2023北京怀柔一中高二 10月月考 

数    学 
考试时间：120 分钟 

第一部分 （选择题  共 40 分）  

一、选择题（共 10小题，每小题 4分，共 40分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项） 

1.在复平面内，复数 z 对应的点的坐标为 ( )2, 1− − ，则复数 z 的共轭复数 z =（    ） 

A． 2 i− −  B． 2 i− +  C． 2 i+  D． 2 i−  

2．在空间直角坐标系中，已知 ( 1,0,2)M − ， (3,2, 4)N − ，则 MN 的中点 P 到坐标原点 O 的距离为（    ） 

A． 3  B． 2  C．2 D．3 

3. 如图，在平行六面体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1AB AD C C+ − =（    ） 

A． 1AC     B． CA1      C． BC1  D． 1DB  

4.已知 a R ， ( )1 3ai i i+ = + ，(i 为虚数单位)，则 =a （    ） 

A． 1−  B．1  C． 3−    

D．3 

5．如图，在三棱柱 1 1 1ABC A B C 中，M 为 1 1AC 的中点，若
→ →

=AB a ， BC b
→ →

= ，

1AA c
→ →

= ，则BM
→

可表示为（    ） 

A．
1 1

2 2
a b c
→ → →

− + +   B．
1 1

2 2
a b c
→ → →

+ +   C．
1 1

2 2
a b c
→ → →

− − +   D．
1 1

2 2
a b c
→ → →

− +  

6．若直线 l 的方向向量为 ( )2,1,a m= ，平面 α 的法向量为
1

1, ,2
2

n
 

=  
 

，且

 l ∥ ，则（    ） 

A．
4

5
−  B．

5

4
−   C．4  D．

5

2
 

7. i 为虚数单位，则
2023

1 i

1 i

+ 
= 

− 
（    ） 

A． i  B． i−   C． 1−    D．1  

8. 已知复数 ,21,2,21 321 iziziz −−=−=+= 在复平面上对应的点是一个正方形的 3 个顶点，则这个正方

形的第 4 个顶点所对应的复数 =4z  

A． 2 i−  B． 2 i− +   C．2 i+    D． 2 i− −  

9.已知复数 0z  ，则“ 1z = ”是“
1

Rz
z

+  ”的（    ）. 

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件 

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件 
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10．如图，在直三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， 1 1
2

BAC AB AC AA


 = = = =， ，已知G

与 E 分别为 1 1A B 和 1CC 的中点， D 与 F 分别为线 AC 和 AB 上的动点（不包括端

点），若 GD EF⊥ 、则线段DF 长度的取值范围为（    ） 

A．[ 
5

,1
5

)   B．[ 
2 2

,
4 5

]    C．[
2

, 2
5

)   D．[ 2，3 ] 

 

第二部分 （非选择题  共 110 分） 

二、填空题（共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

11.已知复数 z 满足
1 i

i
z

+
= ，则 z =           . 

12. 已知向量 (0,1, 1)a = − ， ( )1,1,0b = ，若 ( )a b b+ ⊥ ，则实数 等于        ． 

13. i 为虚数单位，则 2 3 20161 i i i i+ + + + + =           ． 

14．在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，P 是棱 1CC 上一动点，点 O 是面 AC 的中心，则 AP AO 的值

为      . 

15．如图，在平行四边形 ABCD中， 1, 2AB BD DC AD BC= = = = = ，将平行四边形 ABCD沿对角线BD

折成三棱锥 A BCD− ，使平面 A BD ⊥平面 BCD，在下列结

论中：①直线CD ⊥平面 A BD ；②平面 A BC ⊥平面BCD；   

③ BC 与 A D 成角的大小为 45 ； 

④棱 A C 上存在一点到顶点 A、 B 、C 、 D 的距离相等； 

⑤点 B 到平面 A CD 的距离为
2

4
； 

所有正确结论的编号是           . 

 

三、解答题（共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程） 

16.已知复数 1z a i= + ， 2 1z i= − ， a R ． 

（Ⅰ）当 1a = 时，求 1 2z z 的值； 

（Ⅱ）若 1 2z z− 是纯虚数，求 a 的值； 

（Ⅲ）若
1

2

z

z
在复平面上对应的点在第二象限，求 a 的取值范围． 

17.已知向量 ( )1,0 1a = −, ， ( )3, ,0b t= . 

(1)若 3t = ，求 ,a b ； 

(2)求证：对任意 tR ，2a b+ 与 2a b− 不垂直； 

(3)若 a b + 与 z 轴平行，求 、 t 的值 
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18.如图所示，在直三棱柱 ABC－A1B1C1中，CA＝CB＝1，∠BCA＝90°，棱 AA1＝

2，M，N 分别是 A1B1，A1A 的中点，以 C 为原点，建立如图所示空间直角坐标

系． 

(1)求BN
→

的长； 

(2)求 cos〈BA1
—→

，CB1
—→

〉的值； 

(3)求证：A1B⊥C1M. 

 

19．如图，在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，点 M 为线段 1AA 的中点． 

(1)求证： 1 1AC BC⊥ ； 

(2)求平面 1 1ADD A 与平面 1MCD 夹角的余弦值； 

(3)求点 D 到平面 1MCD 的距离． 

 

20．如图，在多面体 ABCDEF 中， ABCD为正方形，DE ⊥平面 ABCD，

//CF DE ， 2 2DE DC CF= = = . 

 

(1)求证： //BF ADE平面 ； 

(2)求直线 BD与平面 AEF 所成角的大小. 

 

21．如图，在四棱锥 P－ABCD 中，底面 ABCD 是边长为 2 的菱形，∠ABC＝60°， PAB 为正三角形，且

侧面 PAB⊥底面 ABCD， E 为线段 AB 的中点，M 在线段 PD上. 

 

（I）当M 是线段 PD的中点时，求证：PB // 平面 ACM； 

（II）求证： PE AC⊥ ； 

（III）是否存在点M ，使二面角M EC D− − 的大小为 60°，若存在，求出
PM

PD
的值；若不存在，请说明
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理由． 
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参考答案 

第一部分 （选择题  共 40 分）  

一、选择题（共 10小题，每小题 4分，共 40分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项） 

1.【答案】B 

2．【详解】 1,( , 2)0M − ， (3,2, 4)N − ，由中点坐标公式，得 (1,1, 1)P − ，所以 1 1 1 3OP = + + = . 

故选：A 

3.【答案】A 

【详解】 1AB AD C C+ − = 1 1 1AC C C AC CC AC− = + = .    故选：A 

4.【答案】C 

5．【答案】A 

【详解】由题意可知， 1 1 1 1 1 1

1 1

2 2
BM BC CC C M BC AA C A BC AA CA
→ → → → → → → → → →

= + + = + + = + + ， 

因为CA AB BC
→ → →

= − − ，
→ →

=AB a， BC b
→ →

= ，
1AA c

→ →

= ，所以
1 1 1

( )
2 2 2

BM b c a b a b c
→ → → → → → → →

= + + − − = − + + . 

故选：A. 

6．【答案】B 

【详解】若 l ∥ ，则有 a n⊥ ，即
1

2 2 0
2

a n m = + + = ，解得
5

4
m = − .故选：B 

7.【答案】B 

【分析】根据复数除法运算法则和 i 的幂运算的周期性直接求解即可. 

【详解】
( )

( )( )

2023
22023 2023

2023 4 505 3 3
1 i1 i 2i

i i i i
1 i 1 i 1 i 2

 +
 ++   

= = = = = = −    
− − +     

. 

故选：B. 

8.【答案】B 

设复数 1 2 31 2i, 2 i, 1 2iz z z= + = − = − − 在复平面上分别对应点 1,2 2, 1 1( ), ( ), ( ), 2A B C− − − ， 

设正方形的第四个顶点对应的坐标是 ( , )D x y ，则其对应的复数为 i, , Rx y x y+  ， 

结合对应点的位置特征知： AD BC= ，又 ( 1, 2), ( 3, 1)AD x y BC= − − = − − ， 

∴ ( ) 31, 2 ( , 1)x y− − −− = , 1 3, 2 1x y − = − − = − ， 

∴ 2, 1x y= − = ，故这个正方形的第四个顶点对应的复数是 2 i− + . 

故选：B 

9.【答案】A 

【详解】设 iz a b= + ， , Ra b ，当 2 2 1z a b= + = 时，即 2 2 1a b+ = ， 
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2 2

1 1 i
i i 2 R

i

a b
z a b a b a

z a b a b

−
+ = + + = + + = 

+ +
，充分性； 

取 2z = ，则
1 5

R
2

z
z

+ =  ， 2z = ，不必要性. 

综上所述：“ 1z = ”是“
1

Rz
z

+  ”的充分不必要条件. 

故选：A 

10．【答案】A 

【详解】建立如图所示的空间直角坐标系， 

则
1 1

1,0, , 0, ,1
2 2

E G
   
   
   

，设点 D 坐标为 ( ) ( ),0,0 , 0, ,0m F n ，

0 1,0 1m n    ， 

故
1 1

1, , , , , 1
2 2

EF n GD m
   

= − − = − −   
   

，因为GD EF⊥ ， 

故可得
1 1

0
2 2

EF GD m n = − − + = ，则 2 1n m= − + ，由 ( )0,1n 可得

1
0,

2
m

 
 
 

， 

又 ( ), ,0DF m n= − ，故
2

2 2 2 2 1
5 4 1 5

5 5
DF m n m m m

 
= + = − + = − + 

 
, 

故当
2

5
m = 时， DF 取得最小值

5

5
；又当 0m = 时， 1DF = ，但无法取到 0m = ，则 DF 无法取到1； 

综上，线段 DF 长度的取值范围为
5

,1
5

 
 

 
. 

故选：A 

第二部分 （非选择题  共 110 分） 

二、填空题（共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

11.【答案】 2  

12.【答案】
1

2
− /-0.5 

【分析】根据给定条件求出 a b 及
2

b ，再利用给定的垂直关系列式计算作答. 

【详解】因向量 (0,1, 1)a = − ， ( )1,1,0b = ，则 1a b = ，
2

2b = ， 

又 ( )a b b+ ⊥ ，则
2

( ) 0a b b a b b +  =  + = ，即1 2 0+ = ，解得
1

2
 = − ， 

所以实数 等于
1

2
− . 

故答案为：
1

2
−  
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13.【答案】1 

【详解】 2 3 2016 2 3 41 1i i i i 1 504(i i )i i+ + + + + = + + + + = ,  故答案为：1. 

14．【答案】4 

【详解】如图所示： 

 

因为 1 1 1 1ABCD A B C D− 是正方体，所以CP AC⊥ ， 4 4 2 2AC = + = ，所以 2AO = ， 

由图可知： AP AC CP= + ，所以 ( )A AC CP AOP AO = +  2 2 2 4AC AO CP AO=  +  =  = . 

故答案为：4 

15．【答案】①②④ 

【分析】利用面面垂直的性质可判断①的正误；利用面面垂直的判定定理可判断②的正误；利用直角三角

形的几何性质可判断④的正误；以点 B 为坐标原点，DC 、BD、BA的方向分别为 x、 y 、 z 轴的正方向

建立空间直角坐标系，利用空间向量法可判断③⑤的正误. 

【详解】对于①，因为 1BD CD= = ， 2BC = ，则 2 2 2BD CD BC+ = ，所以， BD CD⊥ ， 

平面 A BD ⊥平面 BCD，平面 A BD 平面 BCD BD= ，CD 平面BCD， 

所以，CD ⊥平面 A BD ，①对； 

对于②， 1A B BD = = ， 2 =A D ，则 2 2 2A B BD A B + = ，则 A B BD ⊥ ， 

CD ⊥平面 A BD ， A B 平面 A BD ，则 A B CD ⊥ ， 

BD CD D= ， A B ⊥平面 BCD， A B 平面 A BC ，故平面 A BC ⊥平面BCD，②对； 

以点 B 为坐标原点，DC 、BD、 BA的方向分别为 x、 y 、 z 轴的正方向建立如下图所示的空间直角坐标

系， 

 

则 ( )0,0,1A 、 ( )0,0,0B 、 ( )1,1,0C 、 ( )0,1,0D ， 
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对于③， ( )1,1,0BC = ， ( )0,1, 1A D = − ，
1

cos ,
2

BC A D
BC A D

BC A D


 = =


， 

所以，直线 BC 与 A D 成角的大小为60 ，③错； 

对于④，因为CD ⊥平面 A BD ， A D 平面 A BD ，则CD A D⊥ ，同理 A B BC ⊥ ， 

所以，线段 A C 的中点到顶点 A、 B 、C 、 D 的距离相等，④对； 

对于⑤， ( )0,1, 1A D = − ， ( )1,0,0DC = ， ( )0,0,1BA = ， 

设平面 A CD 的法向量为 ( ), ,n x y z= ，则
0

0

n A D y z

n DC x

  = − =


 = =
，取 1y = ，则 ( )0,1,1n = ， 

所以，点 B 到平面 A CD 的距离为
1 2

22

BA n
d

n

 
= = = ，⑤错. 

故答案为：①②④. 

三、解答题（共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程） 

16.【详解】（Ⅰ）由题意 1 2z z 2(1 )(1 ) 1 2 2i i i i i= + + = + + = ； 

（Ⅱ）由题意 1 2 ( 1) 2z z a i− = − + 为纯虚数，则 1 0a − = ，所以 1a = ； 

（Ⅲ）
2

1

2

( )(1 ) 1 1

1 (1 )(1 ) 2 2 2

z a i a i i a ai i i a a
i

z i i i

+ + + + + + − +
= = = = +

− − +
，对应点

1 1
( , )

2 2

a a− +
，它是第二象限点，则

1
0

2

1
0

2

a

a

−



+ 



，解得 1 1a−   ．故 a的范围是 ( 1,1)− ． 

17.【详解】（1）解：当 3t = 时， ( )3,3,0b = ，
3 1

cos ,
22 3 2

a b
a b

a b


 = = =


， 

因为0 , πa b  ，故
π

,
3

a b = . 

（2）解：对任意 tR ， ( ) ( ) ( )
2 2

2 22 2 4 4 2 9 1 0a b a b a b t t+  − = − =  − + = − −  ，故2a b+ 与2a b− 不垂直. 

（3）解： ( ) ( ) ( )1,0, 1 3, ,0 3, ,a b t t   + = − + = + − ，因为 a b + 与 z 轴平行，则
3 0

0t

 + =

=

，解得 3 = − ，

0=t . 

18.(1)解 B(0,1,0)，N(1,0,1)，∴BN
→

＝(1，－1,1)，∴|BN
→

|＝ 12＋(－1)2＋12＝ 3. 

(2)解 ∵A1(1,0,2)，B(0,1,0)，C(0,0,0)，B1(0,1,2)，∴BA1
—→

＝(1，－1,2)，CB1
—→

＝(0,1,2)， 

∴BA1
—→

·CB1
—→

＝3，| BA1
—→

|＝ 6，|CB1
—→

|＝ 5.    ∴cos〈BA1
—→

，CB1
—→

〉＝
BA1
—→

·CB1
—→

| BA1
—→

||CB1
—→

|

＝
30

10
. 

(3)证明 ∵C1(0,0,2)，M



1

2
，

1

2
，2 ，∴A1B

—→
＝(－1,1，－2)，C1M

—→
＝



1

2
，

1

2
，0 ，∴A1B

—→
 ·C1M
—→

＝－
1

2
＋

1

2
＋0＝
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0.∴A1B
—→

⊥C1M
—→

，∴A1B⊥C1M. 

19．【详解】（1）证明：如图建立空间直角坐标系 A xyz− ． 

因为正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 的棱长为 2 ，M 是 1AA 的中点， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 10,0,0 , 2,2,0 , 0,2,0 , 0,0,1 , 0,2,2 , 0,0,2 , 2,0,0A C D M D A B ， ( )1 2,2,2C ． 

所以 ( ) ( )1 12,2, 2 , 0,2,2AC BC= − = ， 

所以 ( )1 1 2 0 2 2 2 2 0AC BC =  +  + −  = ，所以 1 1AC BC⊥ ，即 1 1AC BC⊥ ； 

 

（2）解：由（1）可得 ( ) ( )1 0,2,1 , 2,2, 1MD MC= = − ．设平面 1MCD 的法向量为 ( ), ,u x y z= ， 

则
1 2 0

2 2 0

n MD y z

n MC x y z

  = + =


 = + − =
，令 1y = ，则 2z = − ， 2x = − ，所以 ( )2,1, 2u = − − ， 

显然平面 1 1ADD A 的法向量可以为 ( )1,0,0n = ， 

设平面 1 1ADD A 与平面 1MCD 夹角为 ，所以
2

cos
3

n u

n u



= =


，所以平面 1 1ADD A 与平面 1MCD 夹角的余弦

值为
2

3
. 

（3）解：因为 ( )1 0,0, 2D D = − ，设点 D 到平面 1MCD 的距离为d ，则
1 4

3

D D u
d

u


= = ，故点D 到平面

1MCD 的距离为
4

3
. 

20．【详解】（1）设 G 为 DE 的中点，连接 FG，AG，由已知 //CF DE ，且CF DG= ，所以四边形 CFGD

是平行四边形，又 ABCD 为正方形， 所以 ABFG 为平行四边形，所以 //BF AG，又 AG 平面 ADE ，

BF 平面 ADE ，所以 //BF ADE平面 . 

 

（2）因为 ABCD为正方形，DE ⊥平面 ABCD，以 D 为坐标原点建立如图空间直角坐标系， 

所以 ( ) ( )2,0,0 , 0,0,2A E ， ( ) ( )0,2,1 , 2,2,0F B ， ( )2,2,0DB = ， ( )2,0,2AE = − ， ( )2,2,1AF = − ， 
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设平面 AEF 的一个法向量为 ( ), ,n x y z= ， 则
0

0

n AE

n AF

  =


 =

，

，
即

2 2 0

2 2 0.

x z

x y z

− + =

− + + =

，
 

令 2z = ，得 2, 1x y= = .于是 ( )2,1,2n = .设直线BD与平面 AEF 所成角为 ，则 

sin cos ,
n DB

n DB
n DB




= =


，即
( ) ( )2,1,2 2,2,0 2

sin
23 2 2




= =


，   

所以直线 BD与平面 AEF 所成的角为
π

4
. 

21．试题解析：（I）证明：连接 BD 交 AC 于 H 点，连接 MH， 

因为四边形 ABCD 是菱形， 

所以点 H 为 BD 的中点.                   

又因为 M 为 PD 的中点， 

所以 MH // BP. 

又因为 BP 平面 ACM, MH 平面 ACM. 

所以 PB // 平面 ACM.  

（II）证明：因为 PAB 为正三角形，E 为 AB 的中点， 

所以 PE⊥AB .  

因为平面 PAB⊥平面 ABCD，平面 PAB∩平面 ABCD=AB，PE平面 PAB， 

所以 PE⊥平面 ABCD. 

又因为 AC 平面 ABCD， 

所以 PE AC⊥ .  

(Ⅲ) 因为 ABCD 是菱形，∠ABC＝60°，E 是 AB 的中点， 

所以 CE⊥AB . 

又因为 PE⊥平面 ABCD， 

以 E 为原点，分别以 , ,EB EC EP 为 , ,x y z 轴， 

建立空间直角坐标系 E xyz− ， 

则 ( )0,0,0E ， ( )1,0,0B ， 

( )0,0, 3P ， ( )0, 3,0C ， ( )2, 3,0D − ．  
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假设棱 PD上存在点M ，设点M 坐标为 ( ), ,x y z ， ( )0 1PM PD =   ， 

则 ( ) ( ), , 3 2, 3, 3x y z − = − − ， 

所以 ( )( )2 , 3 , 3 1M   − − ， 

所以 ( )( )2 , 3 , 3 1EM   = − − ， ( )0, 3,0EC = ， 

设平面CEM 的法向量为 ( ), ,n x y z= ，则 

( )2 3 3 1 0

3 0

n EM x y z

n EC y

    = − + + − =


 = =
，解得

( )

0

2 3 1

y

x z 

=


= −
． 

令 2z = ，则 ( )3 1x = − ，得 ( )( )3 1 ,0,2n  = − ． 

因为 PE⊥平面 ABCD， 

所以平面 ABCD 的法向量 ( )0,0,1m = ， 

所以
( )

2 22

2 2
cos ,

7 6 34 3 1

n m
n m

n m

 

  


  = = =

 − ++ −
． 

因为二面角M EC D− − 的大小为 60°， 

所以
2

2 1

27 6 3



 
=

− +
， 

即 23 2 1 0 + − = ， 

解得
1

3
 = ，或 1 = − （舍去） 

所以在棱 PD 上存在点M ，当
1

3

PM

PD
= 时，二面角M EC D− − 的大小为 60°． 
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