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2023北京十五中高二（上）期中 

数    学 

2023.11                        

考生注意：本试卷分第Ⅰ卷（选择题）和第Ⅱ卷（非选择题）两部分。全卷满分 150 分，考试时间为 120

分钟。请将答案作答在答题纸上。  

                      第Ⅰ卷 （选择题，共 50 分） 

一、选择题(本大题共 10 小题，每小题 5 分，共 50 分；每小题只有一个选项是正确的； 

请将答案填涂在答题纸上) 

1．已知直线经过点 A(0，4)和点 B(1，2)，则直线 AB的斜率为（      ） 

A．－2                      B．3                               C． 2                        D．不存在 

2．直线 l经过点 P(1，1)，且与直线 2 0x y− + = 平行，则直线 l的方程为（       ） 

A． 2 0x y− − =   B． 2 0x y+ − =     C． 0x y− =             D． 4 0x y+ − =  

3．已知圆 1C ： ( ) ( )
2 2

2 3 4x y− + − = 与圆 2C ： ( ) ( )
2 2

1 1 9x y+ + + = ，则圆 1C 与圆 2C 的位置关系为（       ） 

A．相交    B．外切     C．内切                    D．内含 

4．椭圆
2 2

1
9 25

x y
+ = 的焦点坐标是（       ） 

A．(0，3)，(0，－3)                B．(4，0)，(－4，0)  

C．(0，5)，(0，－5)                   D．(0，4)，(0，－4) 

5．若 (1 2)= ， ，a ， (2 10 4)= ， ，b ， a与 b 的夹角为90 ，则  的值为（      ） 

A．5 B．4                               C． 1−                          D．0 

6．焦点在 y轴上，且长轴长与短轴长之比为 2 :1，焦距为 2 3 的椭圆方程为（      ） 

A．
2 2

1
4 16

x y
+ =     B．

2 2

1
16 4

x y
+ =  

C．
2

2 1
4

x
y+ =     D．

2
2 1

4

y
x + =  

7．已知向量 ( 2 1 2)= − −， ，a ， ( 1 1 2)= − ，，b ， ( 2 2)x= ，，c ，若向量 c 与向量 a ， b 共面，则实数 x 的值为

（      ） 

A．1            B．
1

2
−                            C．

1

2
       D． 1−  

8．已知圆M 经过 ( ) ( ) ( )2 0 2 0 0 4A B C− ， ， ， ， ， 三点，则圆心M 到直线 : 3 4 9 0l x y− − = 的距离为（     ） 

A．
1

2
           B．1             C．2        D．3 

9．已知直线 2 ( 1)y k x= + − 与曲线 21y x= − 有两个不同公共点，则实数 k的取值范围是（     ） 

A． 3
( 1]
4
，                          B． 3

(0 )
4

，                           C． 5
( 1]
12

，          D． 5 3
( )
12 4

，  
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10．如图，在棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，P 为线段 1 1AC 的中点，Q 为线段 1BC 上的动点，则下

列四个命题中正确命题的个数是（    ） 

 

①存在点 Q，使得 / /PQ BD            ②不存在点 Q，使得PQ ⊥平面
1 1AB C D  

③三棱锥Q APD− 的体积是定值    ④不存在点 Q，使得 PQ与 AD所成角为 60° 

A．0           B．1                C．2             D．3 

第Ⅱ卷 （非选择题，共 100 分） 

二、填空题(本大题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分；请将答案填入答题纸的指定位置) 

11．以(－1，2)为圆心且与 x轴相切的圆的方程为_______________．  

12．直线 1y x= + 与圆 2 2 2 3 0x y y+ + − = 交于 A，B两点，则 AB = _________． 

13．若直线 0ax y+ = 与直线 24 2 0ax a y a+ + − = 平行，则 a=_________． 

14．已知点 A(2，0)，B(－2，0)，点 P在直线 2 8 0x y− + = 上，则 PA PB+ 最小值等于__． 

15．已知椭圆
2 2

2 2
1( 0)

x y
a b

a b
+ =   的两个焦点分别为

1F ，
2F ，过椭圆上顶点 A与左焦点

1F 的直线与椭圆的

另一个交点为 B，若
2AF B 是直角，则椭圆的离心率是________．  

三、解答题(本大题共 5小题，共 75分；解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤；请将答案写在答题

纸的指定位置上) 

16．(本小题 14 分) 

已知三角形的顶点为 ( ) ( ) ( )2 1 3 2 1 4A B C −，， ，， ， . 

（Ⅰ）求 BC 边上的中线所在直线方程； 

（Ⅱ）求 BC 边上的高线所在直线方程. 

17．(本小题 14 分) 

已知直线 l 经过点 ( )1 0P ， ，圆 2 2: 2 6 6 0C x y x y+ + − + = . 

（Ⅰ）若圆C 关于直线 l 对称，求直线 l 的方程； 

（Ⅱ）若直线 l 平行于直线 3 1 0x y+ − = ，求直线 l 关于点 ( )3 2M ， 的对称直线 l 的方程. 

8． (本小题 15 分) 
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如图，在四棱锥 P ABCD− 中，底面 ABCD是边长为 2 的正方形，侧

面 PAD 是正三角形， AD 的中点为O ， PO ⊥平面 ABCD . 

（Ⅰ）证明： AB ⊥平面 PAD ； 

（Ⅱ）求直线 PA 与平面 PBC 所成角的正弦值； 

（Ⅲ）求点D 到平面 PBC 的距离.                  

19． (本小题 16 分) 

如图，在四棱锥 P ABCD− 中，CD ⊥平面 PAD，△PAD为等边三角

形， AD  // BC ， 2 2AD CD BC= = = ，E、F 分别为棱 PD，PB 的中点，平面

PAD与平面 PBC的交线是 l． 

   （Ⅰ）求证： BC ∥直线 l ； 

（Ⅱ）求平面 AEF与平面 PAD所成锐二面角的余弦值； 

（Ⅲ）在棱 PC上是否存在点 G，使得DG ∥平面 AEF？若存在，求
PG

PC
的

值，若不存在，说明理由． 

20．(本小题 16 分) 

已知点 P(1，3)，圆 2 2: 1C x y+ = ． 

（Ⅰ）求圆 C过点 P的切线方程； 

（Ⅱ）Q 为圆C 与 x轴正半轴的交点，过点 P 作直线 l 与圆C 交于两点M N， ，设QM ，QN 的斜率分

别为
1 2k k， ，求证：

1 2k k+ 为定值． 
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参考答案 

                      第Ⅰ卷 （选择题，共 50 分） 

一、选择题(本大题共 10 小题，每小题 5 分，共 50 分；每小题只有一个选项是正确的； 

请将答案填涂在答题纸上) 

1．（   A   ） 

2．（   C    ） 

3．（    B   ） 

4．（    D   ） 

5．（   C   ） 

6．（   D   ） 

7．（   B   ） 

8．（   D   ） 

9．（  A   ） 

10．（  A  ） 

第Ⅱ卷 （非选择题，共 100 分） 

二、填空题(本大题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分；请将答案填入答题纸的指定位置) 

11． 
2 2( 1) ( 2) 4x y+ + − =   

 (或写成 2 2 2 4 1 0x y x y+ + − + =  )  

12． 2 2  

13．－2 

14． 8 

15． 
5

5
 

三、解答题(本大题共 5小题，共 75分；解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤；请将答案写在答题

纸的指定位置上) 

16．解：（Ⅰ）BC的中点坐标为 3 1 2 4
( ) (2 1)

2 2

+ −
= −， ， ，................................................3 分 

因为 ( )2 1A ， ，则边 BC上的中线所在直线的方程为 2x = ；..................................6 分 

（Ⅱ）边 BC的斜率为 ( )2 4
3

3 1

− −
=

−
，................................................................................8 分 

则其上的高的斜率为
1

3
− ，........................................................................................10 分 

又因为直线过 ( )2 1A ， ， 
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则边 BC上的高所在直线的方程为 ( )
1

1 2
3

y x− = − − ，............................................12 分 

即 3 5 0x y+ − = .............................................................................................................14 分 

           (直线方程也可以写成斜截式： 1 5

3 3
y x= − + ) 

17．解：（Ⅰ）由
2 2 2 22 6 6 0 ( 1) ( 3) 4x y x y x y+ + − + =  + + − = ..........................................2 分 

可得圆心 ( 1,3)C − ，半径 2r = ， 

因为圆C 关于直线 l对称，所以直线 l过圆心 ( 1,3)C − ，.............................................3 分 

又直线 l过点 (1,0)P ，所以直线 l斜率为
3 0 3

1 1 2
k

−
= = −
− −

，..........................................5 分 

由点斜式方程可得
3

0 ( 1)
2

y x− = − − ，即3 2 3 0x y+ − = .................................................7 分 

 (直线方程也可以写成斜截式： 3

2

3

2
y x= − + ) 

（Ⅱ）由题意知，直线 l斜率为 3k = − ，则由点斜式方程可得 0 3( 1)y x− = − − ， 

即3 3 0x y+ − = ，..........................................................................................................9 分 

因为直线 l与直线 l 关于点 (3,2)M 对称，所以 3l lk k = = − ，....................................10 分 

又因为点 (1,0)P 关于点 (3,2)M 对称的点 (5,4)P ，直线 l 过点P，..........................12 分 

 (也可以用直线 l上其他的点求其对称点) 

则由点斜式方程可得 4 3( 5)y x− = − − ，即3 19 0x y+ − = .............................................14 分 

 (直线方程也可以写成斜截式： 3 19y x= − + ) 

18．解：（Ⅰ）四边形 ABCD为正方形，则 AB AD⊥ ，...................................................1 分 

因为 PO ⊥平面 ABCD，所以 PO AB⊥ ，.......................................................................2 分 

因为 PO AD O= ，；.......................................................................................................3 分 

所以 AB ⊥平面 PAD ；......................................................................................................4 分 

（Ⅱ）如图，以O 为原点建立如图所示的空间直角坐标系 

O xyz− ，.......................................6 分 

则

(0,0,0) (1,0,0) (1,2,0) ( 1,2,0) ( 1,0,0) (0,0, 3)O A B C D P− −， ， ， ， ， ，........................7 分 

( 2,0,0) ( 1, 2, 3)BC BP = − = − −， ， (1,0, 3)PA = − ， 

设面 PBC 的一个法向量为 ( , , )m x y z= ， 

则
2 0

2 3 0

m BC x

m BP x y z

  = − =


 = − − + =
，令 2z = ，则 (0, 3,2)m = ，..........................................9 分 
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设直线 PA 与平面 PBC 所成角为 ， 

| | 2 3
cos

7| || |

1

7

2

4

m
P m

PA

PA
A

m


 = = =


， ，.....................................................................11 分 

21
sin

7
 = ，因此直线 PA 与平面 PBC 所成角的正弦值为

21

7
...............................12 分 

（Ⅲ）由（Ⅱ）知 (0,2,0)DC = ，.....................................................................................13 分 

设点D 到平面 PBC 的距离为d ， 

所以
| | 2 21

7| |

DC m
d

m


= = ....................................................................................................15 分 

19．解：（Ⅰ）因为 AD // BC ， AD 平面 PAD ，BC 平面 PAD ， 

所以 BC //平面 PAD ，............................................................................................................2 分 

又因为 BC 平面 PBC ，平面 PBC 平面 PAD =直线 l，.........................................3 分 

所以 BC ∥ l ......................................................................................................................4 分 

（Ⅱ）取 AD 的中点O ，连接 ,OP OB ， 

由题意可得： BC //OD，且 BC OD= ， 

则OBCD为平行四边形，可得OB //CD， 

且CD ⊥平面 PAD，则OB ⊥平面 PAD， 

由OP 平面 PAD，则OP OB⊥ ， 

又因为△PAD为等边三角形，则O 为 AB 的中点，可得OP AD⊥ ， 

OB AD O= ， ,OB AD  平 面 ABCD ， 则 OP ⊥ 平 面

ABCD，....................................6 分 

如图，以O 为坐标原点， , ,OA OB OP 分别为 , ,x y z 轴建立空间直角坐标系，............7 分 

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 3 3
1,0,0 , 0,2,0 , 1,2,0 , 1,0,0 , 0,0, 3 , ,0, , 0,1,

2 2 2
A B C D P E F

   
− − −      

   
， 

可得
3 3 1

,0, , ,1,0
2 2 2

AE EF
   

= − =       
，...........................................................................8 分 

设平面 AEF 的法向量 ( ), ,n x y z= ，则

3 3
0

2 2

1
0

2

n AE x z

n EF x y


 = − + =


  = + =


， 

令 2x = ，则 1, 2 3y z= − = ，即 ( )2, 1,2 3n = − ，.........................................................10 分 

由题意可知：平面 PAD的法向量 ( )0,1,0m = ，.............................................................11 分 

可得
1 17

cos ,
1717 1

n m
n m

n m

 −
= = = −

 
， 

所以平面 AEF与平面 PAD所成锐二面角的余弦值
17

17
...............................................12 分 
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（Ⅲ）由（Ⅱ）可得： ( )1,2, 3PC = − − ，.....................................................................13 分 

设 PG PC= ， ( ), ,G a b c ，则 ( ), , 3PG a b c= − ， 

可得 2

3 3

a

b

c







 = −


=


− = −

，解得

( )

2

3 1

a

b

c







 = −


=


= −

， 

即 ( )( ), 2 , 3 1G   − − ，可得 ( )( )1 ,2 , 3 1DG   = − − ，..........................................15 分 

若DG ∥平面 AEF，则 n DG⊥ ，可得 ( ) ( )2 1 2 6 1 0n DG    = − − + − = ，解得
4

=
5

 ， 

所以存在点G ，使得DG ∥平面 AEF，此时
4

5

PG

PC
= ...................................................16 分 

20．解：（Ⅰ）圆
2 2: 1C x y+ = ，圆心为 (0,0)，半径为1， 

当直线 l斜率不存在时，直线 l与圆 C相切；此时方程为 1x = ..................................2 分 

当直线 l斜率存在时，设斜率为 k， 

则直线 l方程为 3 ( 1)y k x− = − ，即 3 0kx y k− − + = ，..................................................3 分 

因为直线 l与圆相切，所以圆心到直线 l的距离与圆的半径相等， 

即
2

3
1

1

k

k

− +
=

+

，得 4

3
k = ，.................................................................................................5 分 

此时，切线方程为 4 3 5 0x y− + = ，.................................................................................6 分 

综上，切线方程为 1x = 或 4 3 5 0x y− + = .........................................................................7 分 

（Ⅱ）由题意知，过点 (1,3)P 的直线 l斜率存在， 

故可设方程为 3 ( 1)y k x− = − ，即 3y kx k= + − ， 

设 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y ，且 1 21, 1x x  ， 

由题意QM 的斜率
1

1

1 1

y
k

x
=

−
，QN 的斜率

2
2

2 1

y
k

x
=

−
，...................................................9 分 

则
( )

( )( )
1 21 2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

3 2( 1) 3 ( 1) 3
2

1 1 1 1 1 1

x xy y k x k x
k k k

x x x x x x

+ −− + − +
+ = + = + = +

− − − − − −
......................11 分 

联立
2 2 1

3

x y

y kx k

 + =


= + −
，整理得 ( )2 2 21 2 (3 ) 6 8 0k x k k x k k+ + − + − + = ,................................13 分 

则 2 2 2 24 (3 ) 4(1 )( 6 8) 8(3 4) 0k k k k k k = − − + − + = −  ，即
4

3
k  . 

由韦达定理知，
2

1 2 1 22 2

2 ( 3) 6 8
,

1 1

k k k k
x x x x

k k

− − +
+ = =

+ +
，.....................................................14 分 

则 1 2 2 2

2 ( 3) 6 2
2 2

1 1

k k k
x x

k k

− − −
+ − = − =

+ +
， 

2 2

1 2 1 2 1 2 2 2 2 2

6 8 2 ( 3) 1 9
( 1)( 1) ( ) 1

1 1 1 1

k k k k k
x x x x x x

k k k k

− + − +
− − = − + + = − + =

+ + + +
， 
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故
2

1 2

2

6 2
3

6 2 212 2
9 3 3

1

k

kkk k k k

k

− −

− −++ = + = + = −

+

， 

故 1 2k k+ 为定值
2

3
− ．............................................................................................................16 分 
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