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2023北京大兴一中高三 10月月考 

数    学 

一､选择题（每题 4分，共 40分） 

1.已知全集U = R ，集合 { 1 0}, { 3 0}A x x B x x= +  = − ∣ ∣ ，那么集合
( )U BA  =

（    ） 

A. { 1 3}x x−  ∣  B. { 1 3}x x−  ∣  

C. { 1}x x  −∣  D. { 3}x x ∣  

2. 某中学的学生积极参加体育锻炼，其中有 96%的学生喜欢足球或游泳，60%的学生喜欢足球，82%的学

生喜欢游泳，则该中学既喜欢足球又喜欢游泳的学生数占该校学生总数的比例是（    ） 

A. 62% B. 56% 

C. 46% D. 42% 

3. 不等式
1

0x
x

−  成立的充分不必要条件是（   ） 

A. 1x   B. 1x  −  C. 1x  − 或0 1x   D. 1 0x−   或 1x   

4. 函数 ( )
2 2 3, 0

2 ln , 0

x x x
f x

x x

 + − 
= 

− + 
的零点个数为（    ） 

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3 

5. 下列函数中，同时满足①对于定义域内的任意 x，都有 ( ) ( )f x f x− = − ，②存在区间D ， ( )f x 在区间

D 上单调递减的函数是（    ） 

A. siny x=  B. 
3y x=  C. 

2

1

1
y

x
=

+
 D. lny x=  

6. 将函数
5π

cos
6

y x
 

= − 
 

的图象上所有点的横坐标伸长到原来的 2 倍（纵坐标不变），再将所得图象向左

平移
π

3
个单位，则所得函数图象的解析式是（    ） 

A.
π

cos
2 4

x
y

 
= − 

 
 B. 

π
cos 2

6
y x

 
= − 

 
 

C. sin2y x= −  D. 
2π

cos
2 3

x
y

 
= − 

 
 

7. “ 2a  且 2b  ”是“ 4a b+  ”的（    ）条件 

A. 充要条件 B. 必要不充分条件 

C. 充分不必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

8. 若满足条件 60 , 3,C AB BC a= = = 的△ABC有两个，那么 a的取值范围是（    ） 

A. ( )1, 2  B. ( )2, 3  C. ( )3, 2  D. (1, 2)  
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9. 已知 ( )f x 是定义在R 上周期为 2 的奇函数，当 ( )0,1x 时， ( )
1

lg
1

f x
x

=
−

，则 ( )f x 在 ( )1, 2 上是

（    ）. 

A. 增函数且 ( ) 0f x   B. 增函数且 ( ) 0f x   

C. 减函数且 ( ) 0f x   D. 减函数且 ( ) 0f x   

10. 已知函数 ( ) ( )( )( )f x x a x b x c= − − − ，且 a b c  ，下面四个判断，正确的个数为（    ）个. 

① ( ) 0f b  ； 

②若
2

a c
b

+
= ，则 ( )f x 关于 ( ),0b 点对称； 

③若
2

a c
b

+
= ，则对于 x R， ( ) ( )f x f b   ； 

④若
2

a c
b

+
 ，则 ( ) ( )f c f a    

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

二､填空题（每题 5分，共 25分） 

11. 已知命题 p：∃x∈R，x2
＋2ax＋a≤0，则p 为_____________________． 

12. 已知角 的终边经过点 1, 2 ，则 sin = __________， cos2 = __________. 

13. 设2 5a b m= = ，且
1 1

2
a b
+ = ，则 m＝________. 

14. 函数 1 tany x= −  的定义域是________________． 

15. 设函数 ( )f x 的定义域为D ，若对于任意
1

x D ，存在
2

x D ，使得 ( ) ( )
1 2

1f x f x = ，则称函数

( )f x 具有性质 M，给出下列四个结论： 

①函数 3y x x= − 不具有性质 M； 

②函数
2

x xe e
y

−+
= 具有性质 M； 

③若函数 ( )8log 2y x= + ，  0,x t 具有性质 M，则 510t = ； 

④若函数
3sin

4

x a
y

+
= 具有性质 M，则 5a = . 

则正确的序号为__________. 

三､解答题（共 85分） 

16. 已知函数 ( ) ( )sin , 0, 0, πf x A x A   = +    ，若该函数的一个最高点的坐标为
π

,3
6

 
 
 

，与其
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相邻的对称中心坐标为
π

,0
12

 
− 
 

. 

（1）求函数 ( )f x 解析式； 

（2）求函数 ( )f x 的单调增区间. 

17. 在① 3ac = ，② sin 3c A = ，③ 3=c b 这三个条件中任选一个，补充在下面问题中，若问题中的三角

形存在，求 c的值；若问题中的三角形不存在，说明理由． 

问题：是否存在 ABC ，它的内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c ，且 sin 3 sinA B ，
6

C


= ，

________? 

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分． 

18. 已知 ( ) lnf x x= ， 

（1）求
( )f x

x
的极值； 

（2）若函数 ( )y f x ax= − 存在两个零点，求 a的取值范围. 

19. 某地政府为科技兴市，欲将如图所示的一块不规则的非农业用地规划建成一个矩形的高科技工业园区

以及相应配套设施，已知 AOC 为等腰直角三角形，且 1kmOA OB OC= = = ，曲线 BC 是以点C 为顶点

且开口向下的抛物线的一段.如果要使矩形 EFMN 的顶点 F N､ 分别在线段 AC 及曲线 BC 上，设矩形一边

长 kmEF x= ； 

 

（1）求出矩形面积S 与 x的解析式； 

（2）因规划要求，令 km(0 1)EF t t=   问应如何规划才能使矩形工业园区的用地面积最大？并求出相

应的用地面积. 

20.已知函数 ( ) 1 1 ( 0)f x a x ax a= + − +  ． 

（1）若 ( )f x 的图象在 1x = 处的切线 l的斜率为
4

a
，求直线 l的方程； 

（2）若对于任意的 [0, 2]x ， ( ) 0f x  恒成立，求实数 a的取值范围． 

21. 已知由实数组成的数组 ( )1 2 3, , , , nx x x x 满足下面两个条件： 

①
1

0
n

i

i

x
=

= ；②
1

1
n

i

i

x
=

= ． 



 

第4页/共16页 
 

（1）当 2n = 时，求 1
x ， 2

x 的值； 

（2）当 3n = 时，求证 1 2 33 2 1x x x+ +  ； 

（3）设 1 2 3 na a a a    ，且 ( )1 2na a n  ，求证： ( )1

1

1

2

n

i i n

i

a x a a
=

 − ． 

 

 

  



 

第5页/共16页 
 

参考答案 

一､选择题（每题 4分，共 40分） 

1. 【答案】A 

【分析】分别求得 { 1}, { 3}A x x B x x=  − = ∣ ∣ ，结合集合的补集与并集的运算，即可求解. 

【详解】由集合  { | +1 0} { | 1}, | 3 0 { | 3}A x x x x B x x x x=  =  − = −  =  ， 

可得 { | 1}U A x x=  − ，所以 ( ) { | 1 3}U A B x x= −   . 

故选：A. 

2. 【答案】C 

【分析】由容斥原理即可得解.. 

【详解】由题意，该中学既喜欢足球又喜欢游泳的学生数占该校学生总数的比例为 

0.6 0.82 0.96 0.46+ − =  

所以该中学既喜欢足球又喜欢游泳的学生数占该校学生总数的比例为 46% . 

故选：C. 

3. 【答案】A 

【分析】易知不等式
1

0x
x

−  的解集为 ( 1,0) (1, ) ,据此确定其成立的一个充分不必要条件即可. 

【详解】不等式
1

0x
x

−  即
2 1

0
x

x

−
 ，等价于 ( 1)( 1) 0xx x+ −  ， 

由穿根法可得不等式的解集为 ( 1,0) (1, ) , 

结合选项可知其成立的一个充分不必要条件是 1x  . 

本题选择 A选项. 

【点睛】本题主要考查分式不等式的解法，充分必要条件的判定方法等知识，意在考查学生的转化能力和

计算求解能力. 

4. 【答案】C 

【分析】结合分段函数，在各自的范围判断零点个数即可. 

【详解】当 0x  时，令 2 2 3 0x x+ − = ，解得： 3x = − ； 

当 0x  时， ( ) ln 2f x x= − 在 (0, )+ 上单调递增， 

又 ( )3(1) 2 0, e 1 0f f= −  =  ，所以 ( )3(1) e 0f f  ， 

所以 ( )f x 在 (0, )+ 上有且只有 1 个零点； 

综上， ( )f x 在R 上有 2 个零点. 

故选：C 

5. 【答案】A 

【分析】 
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分别判断每个函数的奇偶性和单调性即可. 

【详解】对于 A， ( ) ( ) ( )sin sinf x x x f x− = − = − = − ，且存在区间
3

,
2 2

  
 
 

， siny x= 单调递减，

故 A 正确； 

对于 B， 3y x= 是增函数，不存在减区间，故 B 错误； 

对于 C， ( ) ( )2

1

1
f x f x

x
− = =

+
，故 C 错误； 

对于 D， lny x= 在定义域 ( )0, + 是增函数，不存在减区间，故 D 错误. 

故选：A. 

6. 【答案】D 

【分析】根据图象平移过程写出解析式即可. 

【详解】将原函数所有点的横坐标伸长到原来的 2 倍（纵坐标不变），则
1 5π

cos
2 6

y x
 

= − 
 

， 

再将所得图象向左平移
π

3
个单位，则

1 π 5π 1 2π
cos[ ( ) ] cos( )

2 3 6 2 3
y x x= + − = − . 

故选：D 

7. 【答案】C 

【分析】根据题意，分别验证充分性以及必要性，即可得到结果. 

【详解】若 2a  且 2b  ，则 4a b+  ，故充分性满足； 

但是由 4a b+  推不出 2a  且 2b  ，例如 0, 3a b= = ，故必要性不满足； 

所以“ 2a  且 2b  ”是“ 4a b+  ”的充分不必要条件. 

故选：C 

8. 【答案】C 

【分析】根据正弦定理得出 sin
2

a
A = ，由于满足条件的△ABC有两个，则函数 ( )sin , 0 ,120y x x=    与

函数 , 0
2

a
y a=  的图象有两个交点，画出图象，即可得出 a的取值范围. 

【详解】根据正弦定理可知
sin sin

AB BC

C A
= ，代入可求得sin

2

a
A =  

因为满足条件的△ABC有两个，所以A 有两个角 

即函数 ( )sin , 0 ,120y x x=    与函数 , 0
2

a
y a=  的图象有两个交点，如下图所示 
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由图可知，
3

1
2 2

a
  ，所以 ( )3,2a  

故选：C 

【点睛】本题主要考查了根据三角形解的个数求参数的范围，属于中档题. 

9. 【答案】A 

【分析】根据题意，由函数的奇偶性可得 ( )1,0x − 的解析式，再由其周期即可得到 ( )1, 2x 的图像，即

可判断. 

【详解】因为 ( )f x 是定义在R 上的奇函数，所以 ( ) ( )f x f x− = − ， 

当 ( )0,1x 时， ( )
1

lg
1

f x
x

=
−

，设 ( )0,1x−  ，则 ( )1,0x − ， 

所以 ( ) ( )
1

lg
1

f x f x
x

− = = −
+

，则 ( ) ( )
1

lg lg 1
1

f x x
x

= − = +
+

， 

且0 1 1x +  ，所以 ( ) ( )lg 1 0f x x= +  ， 

又 ( )f x 是周期为 2 的函数， 

所以 ( )f x 在 ( )1, 2 的图像与 ( )1,0− 的图像相同，且为增函数，且 ( ) 0f x  . 

故选：A 

10. 【答案】D 

【分析】对于①，求函数 ( )f x ，代入 x b= 验证符号得出结果；对于②，根据对称性结论验证

( ) ( )2f b x f x− = − 是否成立；对于③展开 ( )f x ，根据二次函数最值进行计算得出结果；对于④利用作

差比较法得出结果. 

【详解】由已知 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )f x x a x b x b x c x c x a = − − − −+− −+ ， 

对于①， ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )f b b a b b b b b c b c b a b c b a= − − − − − =− − + −+ ， 

因为 a b c  ，所以 0, 0b c b a−  −  ， ( ) 0f b  ，故①正确； 
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对于②，若
2

a c
b

+
= ，则 ( ) ( ) ( )

2

a c
f x x a x x c

+ 
 
 

= − − − ，因为

( ) ( ) ( )2 2 2
2

2f b x b x a
a c

b x b x c− = − − − −
+ 

 


− −


 

( ) ( )
2

x a
a c

a c a c a cx x c
+ 

= + + + 
 

− − − − − −  

( ) ( ) ( )
2

x x
a

a x
c

c x f
+ 

= = − 


−


− − ， 

所以 ( )f x 关于 ( ),0b 点对称，故②正确； 

对于③，将 ( )f x 展开可得 ( ) ( )23 2f x x a b c x ab bc ac = − + + + + + ， 

又抛物线开口向上，故 ( )
min 3

f x
b c

f
a + + 

 


 =


 ，当
2

a c
b

+
= 时，

3

a b c
b

+ +
= ， 

所以 ( ) ( )
min

f x f b = ，则对于 x R， ( ) ( )f x f b   ，故③正确； 

对于④， ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2f a f c a b a c c a c b a c a c b − = − − − − − + −− = ， 

因为由
2

a c
b

+
 得 2b a c + ，即 2 0a c b− −  ，由 a c 得 0a c−  ， 

所以 ( ) ( ) 0f a f c −  ，即 ( ) ( )f c f a   ，故④正确. 

故选：D. 

二､填空题（每题 5分，共 25分） 

11. 【答案】 x∈R，x2＋2ax＋a﹥0. 

【分析】把存在量词改为全称量词，然后再对后面的命题进行否定． 

【详解】由题意得p 为“ x∈R，x2＋2ax＋a﹥0”． 

【点睛】本题考查含有量词的命题的否定，解题时注意否定的方法，即改变量词并同时对命题进行否定． 

12. 【答案】    ①. 
2 5

5
    ②. 

3

5
## 0.6−  

【分析】根据题意，由三角函数的定义可得 sin ，再由二倍角公式即可得到 cos 2 . 

【详解】因为角 的终边经过点 1, 2 ，则
( )

2 2

2 2 2 5
sin

551 2
 = = =

− +
， 

2

2 2 8 3
cos2 1 2sin 1 2 1

5 55
 

 
= − = −  = − = − 

 
 

故答案为：
2 5

5
；

3

5
 

13. 【答案】 10  
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【分析】首先指数式化为对数式，再根据对数运算公式计算. 

【详解】因为 2 5 0a b m= =  ，所以 2loga m= ， 5logb m= ， 

所以
1 1

log 2 log 5 log 10 2m m m
a b
+ = + = = .所以 2 10m = ，所以 10m = . 

故答案为： 10  

【点睛】本题考查指对数运算，重点考查计算能力，属于基础题型. 

14. 【答案】 ( , ]
2 4

k k
 

 − + + ( )k Z  

【 详 解 】试 题 分 析： 由 1 tan 0x−  得 ： <x ,
2 4

k k k Z
 

 − +  +  ， 所 以函数 的 定 义域为

( , ]
2 4

k k k Z
 

 − + +  ． 

考点：函数定义域的求法． 

点评：求函数定义域的最后结果一定要写成集合或区间的形式．比如此题，要是写成

<x ,
2 4

k k k Z
 

 − +  +  不得分． 

15. 【答案】①③ 

【分析】对每个选项中的具体函数，先求定义域和值域，再结合题中函数性质M 的定义进行判断或特殊值

验证进行说明，即可判断得到答案． 

【详解】解：由题意，函数 ( )y f x= 的定义域为D ，若对任意 1x D ，存在 2x D ，使得

1 2( ) ( ) 1f x f x = ，则称函数 ( )y f x= 具有性质M ． 

对于①，函数
3y x x= − ，定义域为 R ，当 1 0x R=  时，显然不存在 2x R ，使得 1 2( ) ( ) 1f x f x = ，故

不具备性质M ，故选项①正确； 

对于②，函数 ( )
2

x xe e
y f x

−+
= = ，定义域为 R ，关于原点对称，且满足 ( ) ( )f x f x− = ，故函数为偶函

数， 1
2

x x
x xe e

y e e
−

−+
=   = ，当且仅当 0x = 时等号成立，即值域为[1， )+ ， 

对任意的 1 > 0x ， 1( ) 1f x  ，要使得 1 2( ) ( ) 1f x f x = ，则需 2( ) 1f x  ， 

而不存在 2x R ，使得 2( ) 1f x  ，故不具备性质M ，故选项②错误； 

对于③，函数 8log ( 2)y x= + 在 [0 ， ]t 上是单调递增函数，定义域为 [0 ， ]t ，其值域为 8[log 2 ，

8log ( 2)]t + ， 

要使得其具有M 性质，则对任意的 1 [0x  ， ]t ， 1 8( ) [log 2f x  ， 8log ( 2)]t + ，总存在 2 [0x  ， ]t ，

2 8

1 8 8

1 1 1
( ) [ , ] [log 2

( ) (log 2) log 2
f x

f x t
=  

+
， 8log ( 2)]t + ， 
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即

8

8

8

8

1
log 2

log ( 2)

1
log ( 2)

log 2

t

t


 +

 +


，即
8 8

8 8

log 2 log ( 2) 1

log 2 log ( 2) 1

t

t

 +


 +
，所以 8 8log 2 log ( 2) 1t + = ， 

故 8 2

8

3
lo

1
log ( 2) log 8

2g
t + = = = ，所以 32 8t + = ，故 510t = ，故选项③正确； 

对于④，函数
3sin

4

x a
y

+
= 具有性质M ，定义域为 R ，使得 sin [ 1x − ，1]， 

一方面函数值不可能为零，即3sin 0x a+  对任意的 x恒成立，而3sin [ 3x − ， 3] ，故 3a  或 3a  − ， 

另一方面，
4

3sin
y

x a
=

+
的值域是

3sin

4

x a
y

+
= 值域的子集，

3sin

4

x a
y

+
= 的值域为

3 3
[ , ]

4 4

a a− +
，

4

3sin
y

x a
=

+
的值域为

4 4
[ , ]

3 3a a+ −
， 

要满足题意，只需

4 3

3 4

4 3

3 4

a

a

a

a

−
 +


+ 

 −

， 

当 3a  − 时，
4 4

1
3 3a a
 

+ −
，

4 4
1

3 3a a
 

+ −
，即

44
1

3 3a a
 =

+ −
； 

当 3a  时，
4 4

1
3 3a a
 

+ −
，

4 4
1

3 3a a
 

+ −
，即

44
1

3 3a a
 =

+ −
； 

故
44

1
3 3a a
 =

+ −
，即 ( 3)( 3) 16a a− + = ，即 2 9 16a − = ，解得 5a =  ，故选项④错误． 

故正确结论的序号是①③． 

故答案为：①③． 

三､解答题（共 85分） 

16. 【答案】（1） ( )
π

3sin 2
6

f x x
 

= + 
 

     

（2）
π π

π , π ,
3 6

k k k
 

− +   
Z  

【分析】（1）根据题意，由条件可得A 以及周期T ，从而得到，再代入点的坐标即可得到； 

（2）根据题意，由正弦型函数的单调区间代入计算，即可得到结果. 

【小问 1 详解】 

由题意可得， 3A = ，且
π π π

4 6 12 4

T  
= − − = 

 
，则

π π
π

2 2
T

 
= = = ，所以 2 = ， 

所以 ( ) ( )3sin 2f x x = + ，将点
π

,3
6

 
 
 

代入，可得
π

3sin 2 3
6


 

 + = 
 

， 
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即
π π

2 π,
3 2

k k+ = + Z，解得
π

2 π,
6

k k = + Z，且 π ，则
π

6
 = ， 

所以 ( )
π

3sin 2
6

f x x
 

= + 
 

. 

【小问 2 详解】 

由（1）可得 ( )
π

3sin 2
6

f x x
 

= + 
 

，令
π π π

2 π 2 2 π
2 6 2

k x k−  +  + ， k Z ， 

解得
π π

π π
3 6

k x k−   + ， k Z ，所以 ( )f x 的单调增区间为
π π

π , π ,
3 6

k k k
 

− +   
Z . 

17. 【答案】详见解析 

【分析】方法一：由题意结合所给的条件，利用正弦定理角化边，得到 a,b的比例关系，根据比例关系，

设出长度长度，由余弦定理得到 c的长度，根据选择的条件进行分析判断和求解. 

【详解】［方法一］【最优解】：余弦定理 

由 sin 3 sinA B 可得： 3
a

b
= ，不妨设 ( )3 , 0a m b m m= =  ， 

则： 2 2 2 2 2 23
2 cos 3 2 3

2
c a b ab C m m m m m= + − = + −    = ，即c m=  

若选择条件①： 

据此可得： 23 3 3ac m m m=  = = ， 1m = ，此时 1c m= = . 

若选择条件②： 

据此可得：
2 2 2 2 2 2

2

3 1
cos

2 2 2

b c a m m m
A

bc m

+ − + −
= = = − ， 

则：

2
1 3

sin 1
2 2

A
 

= − − = 
 

，此时：
3

sin 3
2

c A m=  = ，则： 2 3c m= = . 

若选择条件③： 

可得 1
c m

b m
= = ，c b= ，与条件 3=c b 矛盾，则问题中的三角形不存在. 

［方法二］：正弦定理 

由 ,
6

C A B C


= + + = ，得
5

6
A B


= − ． 

由 sin 3 sinA B ，得
5

sin 3 sin
6

B B
 
− = 

 
，即

1 3
cos sin 3 sin

2 2
B B B+ = ， 

得
3

tan
3

B = ．由于0 B   ，得
6

B


= ．所以
2

,
3

b c A


= = ． 

若选择条件①： 
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由
sin sin

a c

A C
= ，得 2

sin sin
3 6

a c

 
=

，得 3a c= ． 

解得 1, 3c b a= = = ．所以，选条件①时问题中的三角形存在，此时 1c = ． 

若选择条件②： 

由 sin 3c A = ，得
2

sin 3
3

c

= ，解得 2 3c = ，则 2 3b c= = ． 

由
sin sin

a c

A C
= ，得 2

sin sin
3 6

a c

 
=

，得 3 6a c= = ． 

所以，选条件②时问题中的三角形存在，此时 2 3c = ． 

若选择条件③： 

由于 3=c b 与b c= 矛盾，所以，问题中的三角形不存在． 

【整体点评】方法一：根据正弦定理以及余弦定理可得 , ,a b c 的关系，再根据选择的条件即可解出，是本

题的通性通法,也是最优解； 

方法二：利用内角和定理以及两角差的正弦公式，消去角A ，可求出角 B ，从而可得

2
, ,

3 6
b c A B C

 
= = = = ，再根据选择条件即可解出． 

18. 【答案】（1）极大值为
1

(e)
e

g = ，无极小值；     

（2）
1

(0, )
e

. 

【分析】（1）利用导数研究
( )

( ) =
f x

g x
x

的单调性，即可求极值； 

（2）问题化为 y a= 与
( )

( ) =
f x

g x
x

有两个交点，结合（1）结论及 ( )g x 性质确定参数范围. 

【小问 1 详解】 

令
( ) ln

( )
f x x

g x
x x

= = 且 ,( )0x + ，则
2

1 ln
( )

x
g x

x

−
 = ， 

当0 ex  时 ( ) 0g x  ，当 ex  时 ( ) 0g x  ， 

所以 ( )g x 在 (0,e)上递增， (e, )+ 上递减， 

故
( )

( ) =
f x

g x
x

的极大值为
1

(e)
e

g = ，无极小值. 

【小问 2 详解】 

由题设，
ln x

a
x

= 有两个根，即 y a= 与
( )

( ) =
f x

g x
x

有两个交点， 
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由（1）知： ( )g x 在 (0,e)上递增， (e, )+ 上递减， 

在 0,1)( 上 ( ) 0g x  ，在 (1, )+ 上 ( ) 0g x  ，且当 x趋向正无穷时 ( )g x 趋向于 0， 

综上，只需
1

0 (e)
e

a g  = ，即
1

(0, )
e

a . 

19. 【答案】（1） ( ) 3 23 2 (0 1)== − +  x x x xS x      

（2）当 ( )m1
3

k
3

= −t 时，矩形工业园区的用地面积最大，面积的最大值为 22 3
km

9
. 

【分析】（1）先利用待定系数法求出抛物线 BC 段方程，再表示边 ,EF EM 长，得出矩形面积； 

（2）利用导数求函数的最值得出结果. 

【小问 1 详解】 

以O 为坐标原点，为OC 所在直线为 x轴建立平面直角坐标系， 

因为 BC段曲线方程为抛物线， ( )1,0C ，所以设曲线方程为 ( )
2

1y a x= − ， 

因为 1OB = km，所以， ( )0, 1B − ， 

将点的坐标代入得，解得 1a = − ， 

所以 ( )
2

1y x= − − ， [0,1]x . 

由题意： 1kmOA OC= = ， kmAE EF x= = ， 1EO x= − ； 

( ) ( )
2 2

1 1OM x x= − − = − ， ( )
2

1 1EM EO OM x x= + = − + − ， 

( ) ( )
2

1 1S x EF EM x x x =  = − + −
 

3 23 2= − +x x x (0 1)x  ， 

所以 ( ) 3 23 2 (0 1)= − +  x x x xS x . 

【小问 2 详解】 

已知 km(0 1)EF t t=   ， ( ) 3 23 2 (0 1)= − +  t t t tS t . 

2( ) 3 6 2 = − +S t t t ，令 ( ) 0S t = ，解得
1 2

3 3
0 1 1, 1 1

3 3
 = −  = + t t ， 

t  
3

0,1
3

 
−  

 
 

3
1

3
−  

3
1 ,1

3

 
−  

 
 

( )S t  +  0  

( )S t  增 极大值 减 

所以当 ( )m1
3

k
3

= −t 时，矩形工业园区的用地面积最大，面积的最大值为 22 3
km

9
. 
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20. 【答案】（1）
3 5

:
4 4

l y x= + ；（2）1 2 0a−   . 

【分析】（1）求导，由 (1)
4

a
f  = 可得 3a = ，可求得 (1) 2f = ，即得解； 

（2）先由 (1) 0f  且 (2) 0f  ，求得1 2 0a−   ，求导分析单调性可得 ( )f x 在
1

0,
1 a

 
 − 

上单调递

减，在
1

,2
1 a

 
 − 

上单调递增， max( ) max{ (0), (2)}f x f f= ，要使 ( ) 0f x  恒成立，只需 max( ) 0f x  ，

即
(0) 0

(2) 0

f

f





，解不等式即可 

【详解】（1）
1 1

( )
2 1

a
f x

x ax

 
 = − 

+ 
， 

1
(1) 1

2 41

a a
f

a

 
 = − = 

+ 
， 

0a  ，
1 1

1
21 a

 − =
+

， 

解得 3a = ；     

(1) 2f = ，切点为 (1, 2) ，斜率为
3

4
， 

所以切线
3 5

:
4 4

l y x= + ．     

（2）因为 [0, 2]x ， ( ) 0f x  恒成立 

所以 (1) 0f  且 (2) 0f  ，解得1 2 0a−   ， 

1 1
( )

2 1

a
f x

x ax

 
 = − 

+ 
 

令
1

( ) 0
1

f x x
a

 =  =
−

，因为1 2 0a−   ，所以
1 2

,1
1 2a

 
  −  

， 

令
1

( ) 0 1 (1 ) 1
12 2 1

a a
f x ax x a x x

ax ax
     +   −   

−+
， 
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令
1

( ) 0
1

f x x
a

   
−

 

所以 ( )f x 在
1

0,
1 a

 
 − 

上单调递减，在
1

,2
1 a

 
 − 

上单调递增， 

max( ) max{ (0), (2)}f x f f = ， 

要使 ( ) 0f x  恒成立，只需 max( ) 0f x  ， 

即
(0) 0

(2) 0

f

f





，所以1 2 0a−   ． 

21. 【答案】（1）
1

2

1

2

1

2

x

x


=


 = −


或
1

2

1

2

1

2

x

x


= −


 =


     

（2）证明见解析    （3）证明见解析 

【分析】（1）解方程组，求出答案； 

（2）方法一：变形得到 1 2 3 1 3 1 3 23 2 1 1x x x x x x x x+ + = −  + = −  ； 

方法二：变形得到 1 2 3 1 3 1 3 1 2 33 2 1x x x x x x x x x x+ + = −  +  + + = ； 

（3）方法一：先利用绝对值三角不等式得到 1 12n i na a a a a+ −  − ，再结合
1

0
n

i

i

x
=

= ，
1

1
n

i

i

x
=

= 证明

出不等式； 

方法二：令 ( )
1

1,2, ,
i

i k

k

S x i n
=

= = ，则
1 1

2 2
iS−   ， 0nS = ，由阿贝尔恒等式进行证明. 

【小问 1 详解】 

根据题意，得
1 2

1 2

0

1

x x

x x

+ =


+ =
，故 2 1x x= − ， 1 1 12 1x x x+ − = = ， 

解得 1

1

2
x = 或

1

2
− ， 

故
1

2

1

2

1

2

x

x


= −


 =


或
1

2

1

2

1

2

x

x


=


 = −


； 

【小问 2 详解】 

解法一： 

当 3n = 时，有 1 2 3 0x x x+ + = ， 1 2 3 1x x x+ + = ， 

则 1 2 3 1 2 1 3 1 3 23 2 2 1 1x x x x x x x x x x+ + = + = −  + = −  ，所以 1 2 33 2 1x x x+ +  ， 
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当且仅当 2 0x = 时，等号成立； 

解法二：当 3n = 时，有 1 2 3 0x x x+ + = ， 1 2 3 1x x x+ + = ， 

则 1 2 3 1 2 1 3 1 3 1 2 33 2 2 1x x x x x x x x x x x x+ + = + = −  +  + + = ，当且仅当 2 0x = 时，等号成立； 

【小问 3 详解】 

解法一（一般解法）： 

依题意，得
1

0
n

i

i

x
=

= ，
1

1
n

i

i

x
=

= ，由于 1 2 3 na a a a    ，且 1 na a ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1,2,3, ,i i n i i n na a a a a a a a a a i n− − −  − + − = − = ， 

即 1 12n i na a a a a+ −  − ，因为 1

1 1 1 1

1 1

2 2

n n n n

i i i i i n i

i i i i i

a x a x a x a x
= = = =

= − −     

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1
2 2

2 2 2 2

n n n

i n i n i i n i n

i i i

a a a x a a a x a a x a a
= = =

= − −  + −  − = −   ． 

解法二（阿贝尔恒等式证法）： 

根据
1

0
n

i

i

x
=

= ，
1

1
n

i

i

x
=

= ，可知正项之和为
1

2
，负项之和为

1

2
− ． 

令 ( )
1

1,2, ,
i

i k

k

S x i n
=

= = ，则
1 1

2 2
iS−   ， 0nS = ． 

由阿贝尔变换，得 ( ) ( )
1 1

1 1 1

1 1 1

1 1
0

2 2

n n n

i i n n i i i i i n

i i i

a x S a S a a a a a a
− −

+ +

= = =

 + −  + − = −   ． 

【点睛】方法点睛：阿贝尔恒等式：对于实数序列 ( ) ( )1 2 1 2, , , , ,n na a a b b b ，在计算过程中，我们可以

采用如下的变换过程： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 3 1 2 1 1 2 1 1 2

1

n

i i n n n n n

i

a b a a b a a b b a a b b b a b b b− −

=

= − + − + + + − + + + + + + + ， 

若记 1 2k kS b b b= + + + ，则上式可简记为： ( )
1

1

1 1

n n

k k k k k n n

k k

a b a a S a S
−

+

= =

= − +  ， 

阿贝尔恒等式可推导出排序不等式，是证明不等式中的利器之一. 
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