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2023北京八中高三 10月月考 

数    学 

年级：高三   科目：数学 

考试时间 120 分钟，满分 150 分 

一、选择题（本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分） 

1. 如图，I为全集，M、P、S是 I的三个子集，则阴影部分所表示的集合是（    ） 

 

A. ( )M P S  B. ( )M P S  

C. ( ) IM P S  D. ( ) IM P S  

2. 复数
2 i

1 i
z

+
=

+
，则 z 对应点在第几象限（    ） 

A. 四 B. 三 C. 二 D. 一 

3. 已知命题 ( ): 1,3p x  − ， 2 2 0x a− −  .若 p 为假命题，则a的取值范围为（    ） 

A. ( ), 2− −  B. ( ), 1− −  C. ( ), 7−  D. ( ), 0−  

4. 在△ABC中，cosC=
2

3
，AC=4，BC=3，则 cosB=（    ） 

A. 
1

9
 B. 

1

3
 C. 

1

2
 D. 

2

3
 

5. 设 3log 2a = ， 5log 3b = ，
2

3
c = ，则（    ） 

A. a c b   B. a b c   C. b<c<a  D. c<a<b  

6. 已知 10 个产品中有 3 个次品，现从其中抽出若干个产品，要使这 3 个次品全部被抽出的概率不小于

0.6，则至少应抽出的产品个数为（    ） 

A. 7 B. 8 C. 9 D. 10 

7. 在平面直角坐标系中，O为坐标原点，已知两点 1,0A ， ( )1,1B ，且 90BOP =  .设

( )OP OA kOB k= + R ，则 OP =（    ） 

A. 
1

2
 B. 

2

2
 C. 2  D. 2 

8. 在 ABC 中，“ sin cosA B ”是“ ABC 为钝角三角形”的 

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件 
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C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件 

9. 在一次调查中，甲、乙、丙、丁四名同学阅读量有如下关系：同学甲、丙阅读量之和与乙、丁阅读量之

和相同，同学丙、丁阅读量之和大于甲、乙阅读量之和，乙的阅读量大于甲、丁阅读量之和.那么这四名同

学中阅读量最大的是（    ） 

A. 甲 B. 乙 C. 丙 D. 丁 

10. 设

2log (0 2)

( )
sin (2 10)

4

x x

f x x
x



  


=   
  

 

，若存在实数 1 2 3 4, , ,x x x x 满足 1 2 3 4x x x x   ，且

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4f x f x f x f x= = = ，则
( )( )3 4

1 2

2 2x x

x x

− −
的范围是（   ） 

A. (0,12)  B. (4,16)  C. (9,21)  D. (15,25)  

二、填空题（本大题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

11. 已知单位向量 a
→

, b
→
的夹角为 45°， k a b

→ →

− 与 a
→
垂直，则 k=__________. 

12. 已知数列 na 的前 n项和为 2lognS n= ，则 5 6 7 8a a a a+ + + = ___________ 

13. 已知3sin2 2sinx x= ， ( )0,πx ，则 sinx = ______. 

14. 已知函数 ( ) 2 sinf x x= ， ( ) 2 cos=g x x，A，B，C是这两个函数图象的交点，若 ABC 是等腰

三角形，则 ABC 面积的最小值为______. 

15. 已 知 向 量 序 列 ：
1 2 3, , , , ,na a a a 满 足 如 下 条 件 ： 1 4 2a d= = ，

12 1da = − 且

( )1 2,3,4,n na a d n−− = = ．若
1 0ka a = ，则 k =  ________； 1 2 3, , , , ,na a a a 中第________项最

小． 

三、解答题（本大题共 6 小题，共 85 分） 

16. 已知函数 ( ) 2cos 3 sin cos 1
4 4 4

x x x
f x

 
= + − 

 
， xR 的部分图象如图所示. 

 

（1）求函数 ( )f x 的最小正周期和单调递增区间； 

（2）设点 B是图象上的 y轴右侧的第一个最高点，点 A是图象与 x轴交点，求点 A和点 B的坐标. 

17. 在 ABC 中，角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，若 4c = ，再从下列三个条件中选择一个作为已

知，使得 ABC 存在且唯一，然后解决下列问题： 
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（1）求角 B和 ABC 的面积； 

（2）求 AC边上的高线 BD的长. 

条件①： sin 2 sina B b A= ， 15b = ； 

条件②： ( )2 cos cosc a B b A− = ， 6a = ； 

条件③： 4a = ， 2 2 2 2b c a bc+ = − . 

18. 如图，在三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， 90ACB = ，D是线段 AC的中点，且 1A D ⊥平面 ABC. 

 

（1）求证：平面 1A BC ⊥平面 1 1AAC C ； 

（2）求证： 1 //B C 平面 1A BD ； 

（3）若 1 1A B AC⊥ ， 2AC BC= = ，求三棱柱 1 1 1ABC A B C 的表面积. 

19. 2014 年 12 月 28 日开始，北京市公共电汽车和地铁按照里程分段计价.具体如下表.（不考虑公交卡折扣

情况） 

乘公共电汽车方案 
10 公里（含）内 2 元； 

10 公里以上部分，每增加 1 元可乘坐 5 公里（含）. 

乘坐地铁方案（不含机场线） 

6 公里（含）内 3 元； 

6 公里至 12 公里（含）4 元； 

12 公里至 22 公里（含）5 元； 

22 公里至 32 公里（含）6 元； 

32 公里以上部分，每增加 1 元可乘坐 20 公里（含）. 

已知在北京地铁四号线上，任意一站到陶然亭站的票价不超过 5 元，现从那些只乘坐四号线地铁，且在陶

然亭站出站的乘客中随机选出 120 人，他们乘坐地铁的票价统计如图所示． 
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（1）如果从那些只乘坐四号线地铁，且在陶然亭站出站的乘客中任选 1 人，试估计此人乘坐地铁的票价

小于 5 元的概率； 

（2）从那些只乘坐四号线地铁，且在陶然亭站出站的乘客中随机选 2 人，记 X 为这 2 人乘坐地铁的票价

和，根据统计图，并以频率作为概率，求 X 的分布列和数学期望； 

（3）小李乘坐地铁从 A地到陶然亭的票价是 5 元，返程时，小李乘坐某路公共电汽车所花交通费也是 5

元，假设小李往返过程中乘坐地铁和公共电汽车的路程均为 s公里，试写出 s的取值范围．（只需写出结

论） 

20. 已知函数
ln

( ) ( 0)
x

f x a
ax

=  ． 

（1）求 ( )f x 的单调区间； 

（2）若
1

( )f x x
a

 − 对 ,( )0x + 恒成立，求 a的取值范围； 

（3）若 ( )2 1 1 2 1 2ln ln 0x x x x x x+ =  ，证明： 1 2 2x x+  ． 

21. 有限数列 nA ： 1a ， 2a ，…， na ．（ 3n  ）同时满足下列两个条件： 

①对于任意的 i ， j （1 i j n   ）， i ja a ； 

②对于任意的 i ， j ， k （1   i j k n ）， i ja a ， j ka a ， i ka a ，三个数中至少有一个数是数列 nA 中的

项． 

（1）若 4n = ，且 1 1a = ， 2 2a = ， 3a a= ， 4 6a = ，求a的值； 

（2）证明： 2 ，3，5不可能是数列 nA 中的项； 

（3）求n的最大值． 
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参考答案 

一、选择题（本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分） 

1. 【答案】C 

【分析】分析出阴影部分为M P 和 I S 的子集，从而选出正确答案. 

【详解】题图中的阴影部分是M P 的子集，不属于集合 S，故属于集合 S的补集，即是 I S 的子集，则

阴影部分所表示的集合是 ( ) IM P S  

故选：C 

2. 【答案】D 

【分析】利用复数运算求出复数，再根据共轭复数及几何意义即可判断选择. 

【详解】因为
( ) ( )

( ) ( )

2+i 1 i 3 i 3 i2 i

1 i 1 i 2i 21 2
z

 − −
= = = −

+  −

+
=

+
， 

则
3 1

= + i
2 2

z ， 

则 z 对应的点
3 1

,
2 2

 
 
 

，位于第一象限. 

故选：D. 

3. 【答案】A 

【分析】 

由题可得命题 p的否定为真命题，即可由此求解. 

【详解】 p 为假命题， 

 ( ): 1,3p x   − ， 2 2 0x a− −  为真命题， 

故 2 2a x − 恒成立， 

2 2y x= − 在 ( )1,3x − 的最小值为 2− ，  

∴ 2a  − . 

故选：A. 

4. 【答案】A 

【分析】根据已知条件结合余弦定理求得 AB ，再根据
2 2 2

cos
2

AB BC AC
B

AB BC

+ −
=


，即可求得答案. 

【详解】 在 ABC 中，
2

cos
3

C = ， 4AC = ， 3BC =  

根据余弦定理： 2 2 2 2 cosAB AC BC AC BC C= + −    

2 2 24 3 2
2

4 3
3

AB = + −     



 

第6页/共18页 
 

可得 2 9AB =  ，即 3AB =  

由
2 2 2 9 9 16 1

cos
2 2 3 3 9

AB BC AC
B

AB BC

+ − + −
= = =

  
 

故
1

cos
9

B = . 

故选：A. 

【点睛】本题主要考查了余弦定理解三角形，考查了分析能力和计算能力，属于基础题. 

5. 【答案】A 

【分析】分别将 a , b 改写为
3

3

1
log 2

3
a = ，

3

5

1
log 3

3
b = ，再利用单调性比较即可. 

【详解】因为
3

3 3

1 1 2
log 2 log 9

3 3 3
a c=  = = ，

3

5 5

1 1 2
log 3 log 25

3 3 3
b c=  = = ， 

所以 a c b  . 

故选：A. 

【点晴】本题考查对数式大小的比较，考查学生转化与化归的思想，是一道中档题. 

6. 【答案】C 

【分析】根据题意，设至少应抽出 x个产品，由题设条件建立不等式

3 3

3 7

10

0.6
x

x

C C

C

−

 ，由此能求出结果. 

【详解】解：要使这 3 个次品全部被抽出的概率不小于 0.6，设至少抽出 x个产品， 

则基本事件总数为 10

xC ，要使这 3 个次品全部被抽出的基本事件个数为
3 3

3 7

xC C −
， 

由题设知：

3 3

3 7

10

0.6
x

x

C C

C

−

 ， 

所以
( )( )1 2 3

10 9 8 5

x x x− −


 
，即 ( )( )1 2 432x x x− −  ， 

分别把 A，B，C，D 代入，得 C，D 均满足不等式， 

因为求 x的最小值， 

所以 9x = . 

故选：C. 

【点睛】本题考查概率的应用，解题时要认真审题，仔细解答，注意合理的进行等价转化. 

7. 【答案】B 

【分析】利用已知条件表示出向量OP ，通过 90BOP  = ，求出 k，然后求出 OP 即可. 

【详解】由题意，可得 (1,0), (1,1)OA OB= = ，则 ( 1, )OP OA kOB k k= + = + ， 

又由 90BOP = ，可得OB OP⊥ ， 

则 (1,1) ( 1, ) 2 1 0OB OP k k k =  + = + = ，解得
1

2
k = − ， 
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即
1 1

( , )
2 2

OP = − ，所以 2 21 1 2
( ) ( )
2 2 2

OP = + − = . 

故选：B. 

8. 【答案】A 

【分析】先由诱导公式将正弦化余弦，利用余弦函数的单调性得到角 A 或角C 为钝角，再举反例说明必要

性不成立即可. 

【详解】∵ sin cos cos cos
2

A B A B
 

  −  
 

，且 B 必为锐角， 

可得
2

A B

−  或

2
A B


−  ，即角A 或角C 为钝角； 

反之，当 100A = ， 30B = 时， 

3
cos

2
B = ，而

3
sin sin120

2
A   = = cosB ，所以 sin cosA B 不成立， 

所以“ sin cosA B ”是“ ABC 为钝角三角形”的充分不必要条件， 

故选A . 

【点睛】本题考查充分必要条件的判定，考查了三角形形状的判定，考查诱导公式及三角函数的单调性，

属于综合题． 

9. 【答案】C 

【分析】 

设甲、乙、丙、丁的阅读量分别为 1
x 、 2

x 、 3x 、 4x ，根据题意得出等式与不等式，利用不等式的基本性

质可得出 1
x 、 2

x 、 3x 、 4x 的大小关系，进而可得出结论. 

【详解】设甲、乙、丙、丁的阅读量分别为 1
x 、 2

x 、 3x 、 4x ，则 1 0x  ， 2 0x  ， 3 0x  ， 4 0x  . 

由于同学甲、丙阅读量之和与乙、丁阅读量之和相同，则 1 3 2 4x x x x+ = + ，① 

同学丙、丁阅读量之和大于甲、乙阅读量之和，则 1 2 3 4x x x x+  + ，② 

乙的阅读量大于甲、丁阅读量之和，则 2 1 4x x x + ，③ 

②−①得 ( )2 3 3 2 2 3 2 32 0x x x x x x x x−  −  −    ， 

②+①得 1 2 3 2 3 4 1 42 2x x x x x x x x+ +  + +   ， 

由③得 2 1x x ， 2 4x x ，所以， 1 4 2 3x x x x   . 

即阅读量最大的是丙. 

故选：C. 

【点睛】本题考查推理案例的问题，关键是将语句之间的关系转化为等式与不等式关系，考查推理能力，

属于基础题． 

10. 答案】A 
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【分析】首先画出函数的图象，利用函数的性质可知 1 2 1=x x ， 3 4 12x x+ = ，并且代入化简

( )( )3 4

1 2

2 2x x

x x

− −
( ) ( )

2

3 3 312 20 6 16x x x= − − = − − + ，利用二次函数求取值范围. 

【详解】函数的图象如图所示， 

 

( ) ( )1 2f x f x= ， 2 1 2 2log logx x− = ， 1 2 1x x = ， 

( ) ( )3 4f x f x= ， 3 4 12x x + = ， 32 4x  ， 48 10x   

( )( )
( )3 4

3 4 3 4 3 4

1 2

2 2
2 4 20

x x
x x x x x x

x x

− −
 = − + + = −  

( ) ( )
2

3 3 312 20 6 16x x x= − − = − − + ， 

又因为 32 4x  ，所以 ( )
2

30 6 16 12x − − +  . 

故选：A． 

二、填空题（本大题共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

11. 【答案】
2

2
 

【分析】首先求得向量的数量积，然后结合向量垂直的充分必要条件即可求得实数 k的值. 

【详解】由题意可得：
2

1 1 cos 45
2

a b
→ →

 =   = ， 

由向量垂直的充分必要条件可得： 0k a b a
→ → → 
−  = 

 
， 

即：
2

2
0

2
k a a b k

→ → →

 −  = − = ，解得：
2

2
k = . 

故答案为：
2

2
． 

【点睛】本题主要考查平面向量的数量积定义与运算法则，向量垂直的充分必要条件等知识，意在考查学

生的转化能力和计算求解能力. 

12. 【答案】1  
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【分析】求得 4 8,S S ，由此求得正确答案. 

【详解】 4 2 8 2log 4 2, log 8 3S S= = = = ， 

所以 5 6 7 8 8 4 3 2 1a a a a S S+ + + = − = − = . 

故答案为：1  

13. 【答案】
2 2

3
##

2
2

3
 

【分析】先根据二倍角公式化简方程求出余弦值，再结合同角三角函数关系根据角的范围求出正弦值. 

【详解】 3sin2 2sin 3 2sin cos 2sinx x x x x=   =， , 

( )
1

0,π ,sin 0 3 2cos 2, cos
3

x x x x    =  = , 

2 2 2 8 2 2
sin +cos 1, sin sin

9 3
x x x x=  =  = . 

故答案为: 
2 2

3
. 

14. 【答案】2π  

【分析】利用函数的图象和性质的应用求出三角形的底和高，进一步求出三角形的面积． 

【详解】 ( ) 2 sinf x x= ， ( ) 2 cos=g x x，画出两函数图象，如下：  

 

当 , ,A B C 为如图所示的三个相邻的交点时， ABC 面积最小， 

其中
π 9π 5π

,1 , ,1 , , 1
4 4 4

A B C
     

−     
     

， 

过点C 作CD ⊥ AB 于点D ， 

故
9π π

2π
4 4

AB = − = ， 2CD = ， 

所以
1 1

2π 2 2π
2 2

ABCS AB CD=  =   = ； 

故答案为： 2π  

15. 【答案】    ①. 9    ②. 3 

【分析】由 ( )1 2,3,4,n na a d n−− = = 可得 ( )1 1na a n d= + − ，根据条件计算即可得 k 的值；根据数量

积与模的关系将 na 转化为关于 n的函数求何时取得最小值即可. 
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【详解】因为 ( )1 2,3,4,n na a d n−− = = ，所以
1 1 2 12, ,..., ,n n n na a d a a d a a d− − −− = − = − =  

累加得 ( )1 1na a n d= + − ，所以 ( )1 1ka a k d= + − ， 

则 ( )
2

1 1 1

1
1 0 4 0, 9

2
k

k
a a a k a kd

−
 = + −  ==  − =  ； 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

2 22

1 1

1
1 1 1 4 N

4
n n n

n
a a n d a a a n d n n 

−
 = + −  = = + − = − − + 
 

, 

易知当

1
1 2

1
2

4

n
−

− = − =


时取得最小值，此时 3n = . 

故答案为：9；3. 

三、解答题（本大题共 6 小题，共 85 分） 

16. 【答案】（1）4π ;
4π 2π

4 π , 4 π , Z
3 3

k k k
 

− +  
 

     

（2）
11π

3
A
 
 
 

,0 ，
2π

2
3

B
 
 
 
,  

【分析】（1）利用三角恒等变换化简 ( )f x 得 ( )
π

2sin
2 6

x
f x

 
= + 

 
，由周期公式求得最小正周期，由

π π π
2 π 2 π

2 2 6 2

x
k k−  +  + 可解得单调递增区间； 

（2）分别令 ( ) ( )2, 0f x f x= = ，求得点 A和点 B的坐标. 

【小问 1 详解】 

化简可得
2( ) 2 3 sin cos 2cos 1

4 4 4

x x x
f x = + －

π
3 sin cos 2sin

2 2 2 6

x x x 
= + = + 

 
, 

由周期公式可得

2π
4π

1

2

T = =
. 

∴函数 ( )f x 的最小正周期为4π， 

由
π π π

2 π 2 π
2 2 6 2

x
k k−  +  + 可解得

4π 2π
4 π 4 π

3 3
k x k−   + ， 

∴函数 ( )f x 的单调递增区间为
4π 2π

4 π , 4 π
3 3

k k
 

− + 
 

， ( )k Z ; 

【小问 2 详解】 

令 ( )
π

2sin 2
2 6

x
f x

 
= + = 

 
得

2π
4 π

3
x k= + ， ( )k Z ， 

因为点 B是图象上的 y轴右侧的第一个最高点， 
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所以令 0k = 得
2π

2
3

B
 
 
 
, ， 

令 ( )
π

2sin 0
2 6

x
f x

 
= + = 

 
得

π
2 π

3
x k= − ， ( )k Z ， 

由图知点 A是图象上的 y轴右侧与 x轴的第二个交点， 

所以令 2k = 得
11π

3
A
 
 
 

,0 ， 

故
11π

3
A
 
 
 

,0 ，
2π

2
3

B
 
 
 
, . 

17. 【答案】（1）选②：
π

3
B = ， 6 3ABCS =△

.     

（2）
6 21

7
 

【分析】（1）选②：由正弦定理及三角恒等变换得
π

3
B = ，代入面积公式求解. 

（2）由面积公式求高线 BD的长 

【小问 1 详解】 

选②：由 ( )2 cos cosc a B b A− = 及正弦定理得，  

( )2sin sin cos sin cosC A B B A− = ， 

所以 ( )2sin cos sin cos sin cos sinC B A B B A A B= + = + ， 

即 ( )2sin cos sin π sinC B A B C= − − = ， 

因为 sin 0C  ，所以 
1

cos
2

B = ， 

又因为 ( )0,πB ，所以
π

3
B = . 

又 4c = ， 6a = ，所以 2 2 2 2 cos 36 16 24 28b a c ac B= + − = + − = ，即 2 7b = ，  

故 ABC 存在且唯一， 

所以
1 1 π

sin 6 4sin 6 3
2 2 3

ABCS ac B= =   = ，  

综上：
π

3
B = ， 6 3ABCS =△

. 

下面说明条件①③不满足的理由： 

条件①：因为 sin 2 sina B b A= ，所以 2 sin cos sina B B b A= ， 

由正弦定理得 2 cosab B ba= ，所以
1

cos
2

B = ， 
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又因为 ( )0,πB ，所以
π

3
B = . 

又 15b = ， 4c = ，由余弦定理得 2 2 2 2 cosb a c ac B= + − ， 

所以 215 16 4a a= + − ，即 2 4 1 0a a− + = ，此方程有两解， 

故满足条件的 ABC 有两解，所以①不满足. 

条件③：由 2 2 2 2b c a bc+ = − 得 ( )
2 2b c a+ = ，即b c a+ = ，不成立， 

所以满足条件的 ABC 不存在，所以③不满足. 

【小问 2 详解】 

由（1）得
1 1

2 7 6 3
2 2

ABCS AC BD BD=  =   = ， 

所以
6 3 6 21

77
BD = = . 

18. 【答案】（1）证明见解析     

（2）证明见解析    （3）8 2 3 14+ +  

【分析】（1）由 BC ⊥平面 1 1AAC C 证得平面 1A BC ⊥平面 1 1AAC C ； 

（2）连接 1AB ，设 1 1AB A B E= ，连接 DE ，由 1//DE B C 证得 1 //B C 平面 1A BD ； 

（3）证得四边形 1 1AAC C 为菱形，求得其面积，证得 1BC CC⊥ ，求得
1 1BCC B

S
四边形 ，作 DF AB⊥ 于 F ，

证得 AB ⊥ 1A F ，求得
1 1ABB A

S
四边形 ，从而求得三棱柱 1 1 1ABC A B C 的表面积. 

【小问 1 详解】 

因为 90ACB = ，所以 BC AC⊥ ， 

根据题意， 1A D ⊥平面 ,ABC BC 平面 ABC ，所以 1A D BC⊥ ， 

因为 1A D AC D = ， 1 ,A D AC 平面 1 1AAC C ，所以 BC ⊥平面 1 1AAC C ， 

又因为 BC  平面 1A BC ， 

所以平面 1A BC ⊥平面 1 1AAC C . 

【小问 2 详解】 

 

连接 1AB ，设 1 1AB A B E= ，连接 DE ， 

根据棱柱的性质可知， E 为 1AB 的中点， 
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因为D 是 AC 的中点， 

所以 1//DE B C ， 

又因为 DE  平面 1 1,A BD B C  平面 1A BD ， 

所以 1 //B C 平面 1A BD 。 

【小问 3 详解】 

由（1）可知， BC ⊥平面 1 1AAC C ， 1AC 平面 1 1AAC C ，所以 1BC AC⊥ ， 

又因为 1 1 1,A B AC BC A B B⊥  = ， 1, BC A B 平面 1A BC ， 

所以 1AC ⊥平面 1A BC ， 

又 1AC 平面 1A BC ，所以 1 1AC AC⊥ ， 

所以四边形 1 1AAC C 为菱形，边长为 2， 

又因为 1A D ⊥平面 ABC ， AC  平面 ABC ，所以 1A D AC⊥ ， 

又 D为 AC 中点，所以
1 3A D = ， 

1 1 1 2 3
AA C C

S AC A D=  =
菱形 ， 

由已知 2AC BC= = ，所以
1 1

2 2 2
2 2

ABCS AC BC=  =   =  ， 

由（1）可知， BC ⊥平面 1 1AAC C ， 1CC 平面 1 1AAC C ，所以 1BC CC⊥ ， 

所以
1 1 1 2 2 4

BCC B
S BC CC=  =  =
四边形 ， 

如图，作 DF AB⊥ 于 F ，连接 1A F ， 

因为 2AC BC= = ， 90ACB = ， 

所以
2

2
DF =  ， 

 

又因为 1A D ⊥平面 ABC ， ,AB DF 平面 ABC ， 

所以 1A D AB⊥ ， 1A D DF⊥ ， 

所以 2 2

1 1

1 7
3

2 2
A F A D DF= + = + = ， 

又 1 1, ,DF A D D DF A D= 面 1A DF ，所以 AB ⊥面 1A DF ， 
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又 1A F 面 1A DF ，所以 AB ⊥ 1A F ， 

所以
1 1 1

7
2 2 14

2
ABB A

S AB A F=  =  =
四边形

， 

所以
1 11 1 1 1

2 4 4 2 3 14 8 2 3 14
AA CABC BCC B B AC AB

S S S S+ + + = + + + = + +
四边形 菱形 四边形 ， 

所以三棱柱 1 1 1ABC A B C 的表面积为 8 2 3 14+ + . 

19. 【答案】（1）
5

6
     

（2）分布列见解析；
22

( )
3

E X =      

（3） (20,22]s  

【分析】（1）由票价统计图求票价小于 5 元的人数．从而利用古典概型即可得解； 

（2）根据题意求得 X 的可能取值，再分别计算其概率，从而得解； 

（3）分别计算花费 5 元乘坐公共电汽车与地铁的公里数，从而得解. 

【小问 1 详解】 

记事件 A为“此人乘坐地铁的票价小于 5 元”， 

由统计图知，得 120 人中票价为 3 元、4 元、5 元的人数分别为 60，40，20， 

所以票价小于 5 元的有60 40 100+ = （人) 

故 120 人中票价小于 5 元的概率是
100 5

120 6
 

故估计此人乘坐地铁的票价小于 5 元的概率
5

( )
6

P A = ． 

【小问 2 详解】 

X 的所有可能取值为 6，7，8，9，10. 

根据统计图，可知 120 人中地铁票价为 3 元、4 元、5 元的频率分别为
60

120
，

40

120
，

20

120
，即

1

2
，

1

3
，

1

6
， 

以频率作为概率，知乘客地铁票价为 3 元、4 元、5 元的概率分别为
1

2
，

1

3
，

1

6
． 

所以
1 1 1

( 6)
2 2 4

P X = =  = ，
1 1 1 1 1

( 7)
2 3 3 2 3

P X = =  +  = ， 

1 1 1 1 1 1 5
( 8)

2 6 6 2 3 3 18
P X = =  +  +  = ，

1 1 1 1 1
( 9)

3 6 6 3 9
P X = =  +  = ， 

1 1 1
( 10)

6 6 36
P X = =  = ， 

所以随机变量 X 的分布列为： 
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X  6 7 8 9 10 

P  
1

4
 

1

3
 

5

18
 

1

9
 

1

36
 

所以
1 1 5 1 1 22

( ) 6 7 8 9 10
4 3 18 9 36 3

E X =  +  +  +  +  = . 

【小问 3 详解】 

乘公共电汽车方案的里程：10 公里内（含)2 元，10 公里以上部分，每增加 1 元可乘坐 5 公里（含)； 

则10 5 2 10 5 3s+    +  ，即 20 25s  ； 

乘坐地铁的里程：12 公里至 22 公里（含)5 元，则12 22s  ； 

综上， 20,22s ． 

20.  【答案】（1） ( )0,ex  时单调递增， ( )e,x +  时，单调递减；     

（2） 1a   ；     

（3）证明见解析. 

【分析】（1）求导，根据导数的符号确定单调区间； 

（2）运用参数分离的方法，构造函数求导，计算函数最大值即可； 

（3）作图，根据函数图像确定 1 2,x x  的范围，再构造函数，利用函数的单调性证明. 

【小问 1 详解】 

( )'

2

1 1 ln x
f x

a x

−
=  ，显然有 ( )' e 0f =  ，当 ( )0,ex  时， ( )' 0f x   ，单调递增， 

当 ( )e,x +  时， ( )' 0f x   ，单调递减； 

【小问 2 详解】 

由
ln 1x

x
ax a

 −  得： 2 ln 0ax x x− −   ，
2

lnx x
a

x

+
  ， 

令 ( ) 2

lnx x
g x

x

+
=  ，则有 ( )'

3

2ln 1x x
g x

x

− − +
=  ，令 ( ) 2ln 1k x x x= − − +  ， 

显然 ( )k x  是减函数， ( )1 0k =  ， 当 ( )0,1x  时， ( ) 0k x   ， ( )g x  单调递增， ( )1,x +  时，

( ) 0k x   ， ( )g x  单调递减； 

 ( ) ( )
max

1 1g x g= =  ，a的取值范围是 1a   ； 

【小问 3 详解】 

当 1a =  时， ( )
ln x

f x
x

=  ，由（1）的结论作函数图像如下： 
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( ) ( )
max

1
e

e
f x f= =  ， 

对于 1 2 2 1ln ln 0x x x x+ =  ，得
1 2

2 2

ln lnx x

x x
− =  ，不妨设 2 1x x  ，则有 ( ) ( )1 2f x f x− =  ， 

由图可知当 ( )
1

0
e

f x   时，对应的自变量有 2 个值 2 3,x x  ，其中 3 2e,1 ex x    ， 

要证明 1 2 2x x+   ，只需 2
x  取 2 3,x x  中较小的数 2

x  即可， 

( )2

1
0

e
f x   ， ( )1

1
0

e
f x−    ， ( )1 0,1x   ， ( )12 1,2x−   ， 

要证明 1 2 2x x+   ，只需证明 2 12x x −  ，在 ( )0,ex  时， ( )f x  单调递增， 

 只需证明 ( ) ( )2 12f x f x −  ， ( ) ( )2 1f x f x= −  ， 只需证明 ( ) ( )1 12f x f x−  −  ， 

即 ( ) ( )1 12 0f x f x+ −   ，构造函数 ( )
( )

( )( )
ln 2ln

0,1
2

xx
p x x

x x

−
= + 

−
 ， 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

22

'

2 22 2

1 ln 2 ln 2 2 ln 4 11 ln

2 2

x x x x x xx
p x

x x x x

− + − − − − + −−
= + =

− −
 ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
220,1 , 2 1,2 , ln 2 0, 2 ln 0,4 1 0x x x x x x x  −  −  − −  −   ， 

( )' 0p x   ， ( )p x  是增函数，又 ( )1 0,p =  当 ( )0,1x  时， ( ) 0p x   ， 

即 ( ) ( )1 12 0f x f x+ −  ，命题得证； 

综上，（1）当 ( )0,ex  时，单调递增，当 ( )e,x +  时，单调递减；（2） 1a   . 

【点睛】本题的难点是第三问，根据函数的图像确定 1
x 和 2

x   的范围，再将原问题转化为函数的单调性问

题. 

21. 【答案】（1） 3a =      

（2）证明见解析    （3）9  

【分析】（1）利用①推出 a的范围．利用②求解 a的值即可； 

（2）利用反证法：假设 2 ，3，5是数列 nA 中的项，利用已知条件②①，推出 2 3n na a− −= 得到矛盾结

果． 
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（3）n的最大值为9，一、令 9A ：
1 1 1

4, 2, 1, , ,0, ,1,2
2 4 2

− − − − − ，则 9A 符合①②，二、设 nA ： 1a ，

2a ，…， na （ 3n  ）符合①②，（i） nA 中至多有三项，其绝对值大于1． 

利用反证法证明假设 nA 中至少有四项，其绝对值大于 1，不正确；（ii） nA 中至多有三项，其绝对值大于

0 且小于1．利用反证法推出矛盾结论、（iii） nA 中至多有两项绝对值等于1．（iv） nA 中至多有一项等于

0 ．推出 n的最大值为9． 

【小问 1 详解】 

由①得： 2 6a  ， 

由②得：当 2i = ， 3j = ， 4k = 时， 2a ，6a ，12中至少有一个是数列1， 2 ，a，6中的项，但

6 6a  ，12 6 ，故 2 6a = ，解得： 3a = ， 

经检验，当 3a = 时，符合题意， 

【小问 2 详解】 

假设 2 ，3，5是数列 nA 中的项，由②可知：6，10，15中至少有一个是数列 nA 中的项，则有限数列 nA

的最后一项 5na  ，且 4n  ， 

由①， 1 2 3 1n n n na a a a− − −    ， 

对于数 2na − ， 1na − ， na 由②可知： 2 1n n na a a− − = ， 

对于数 3na − ， 1na − ， na ，由②可知： 3 1n n na a a− − = ， 

所以 2 3n na a− −= ，这与①矛盾． 

所以 2 ，3，5不可能是数列 nA 中的项． 

【小问 3 详解】 

n的最大值为9，证明如下： 

一、令 9A ：
1 1 1

4, 2, 1, , ,0, ,1,2
2 4 2

− − − − − ，则 9A 符合①②， 

二、设 nA ： 1a ， 2a ，…， na （ 3n  ）符合①②，则： 

（i） nA 中至多有三项，其绝对值大于1． 

假设 nA 中至少有四项，其绝对值大于1，不妨设 ia ， ja ， ka ， la 是 nA 中绝对值最大的四项，其中

1 i j k la a a a    ，则对 ia ， ka ， la 有 i l la a a ， k l la a a ，故 i la a ， k la a 均不是数列 nA 中

的项，即 i ka a 是数列 nA 中的项， 

同理： j ka a 也是数列 nA 中的项．但 i k ka a a ， j k ka a a ， 

所以 i k j k la a a a a= = ，所以 i ja a= ，这与①矛盾． 

（ii） nA 中至多有三项，其绝对值大于 0 且小于1， 
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假设 nA 中至少有四项，其绝对值大于 0 且小于1，类似（i）得出矛盾， 

（iii） nA 中至多有两项绝对值等于1． 

（iv） nA 中至多有一项等于 0． 

综合（i），（ii），（iii），（iv）可知 nA 中至多有9项， 

由一、二可得， n的最大值为9． 
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