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2023北京四中高三 10月月考 

数    学 

（试卷满分为 150分，考试时间为 120分钟） 

一、选择题（本大题共 10小题，每小题 4分、共 40分） 

1. 已知集合
 | 0A x x= 

，
 0,1,2B =

，则（    ） 

A. A  B  B. BA  C. A B B =  D. A B =  

2. 在复平面内，复数
5

2 i+
对应的点位于（    ） 

A. 第一象限 B. 第二象限 C. 第三象限 D. 第四象限 

3. 设 2lg , (lg ) , lg ,a e b e c e= = = 则 

A. a b c   B. a c b   

C. c a b   D. c b a   

4. 下列函数中，既是偶函数，又在区间 ( )0, + 上单调递减的是（    ） 

A. 
3y x=  B. cosy x=  C. 

2

1
lny

x
=  D. 2

x
y =  

5. 若不等式 3 4x x a− + −  的解集为 R，则实数 a的取值范围是（    ） 

A. ( ),1−  B. ( )1,+  C.  )1,+  D. ( ,1−  

6. 设 xR ，且 0x  ，“
1

( ) 1
2

x  ”是“
1

1
x
 ”的 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

7. 若 ( ) ( )2log 1f x x= − 在区间M 上单调递增，则M 可以是（    ） 

A. ( ), 2− −  B. ( )2, 1− −  C. ( )1,0−  D. ( )0,1  

8. 设偶函数 ( )f x 对任意 xR ，都有 ( ) ( )1 4f x f x+ + = ，当 ( 3, 2x − − 时， ( ) 4 12f x x= + ．则

( )12.5f =（    ） 

A. 2  B. 3  C. 4  D. 5  

9. 已知定义在 R 上的函数 ( )f x 满足 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + ，且当 0x  时， ( ) 0f x  ．给出以下四

个结论： 

① ( )0 0f = ； 

② ( )f x 可能是偶函数； 
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③ ( )f x 在 ,m n 上一定存在最大值 ( )f n ； 

④ ( )1 0f x −  的解集为 1x x  ． 

其中正确的结论为（    ） 

A. ①② B. ①③ C. ①④ D. ②④ 

10. 下图展示了一个由区间(0,1)到实数集 R 的映射过程：区间(0,1)中的实数m 对应数轴上的点M （如图

1）；将线段 AB 围成一个圆，使两端点A 、 B 恰好重合（从A 到 B 是逆时针，如图 2）；再将这个圆放在平

面直角坐标系中，使其圆心在 y轴上，点A 的坐标为(0,1)（如图 3），图 3 中直线 AM 与 x轴交于点

( ), 0N n ，则m 的象就是 n，记作 ( )f m n= ． 

 

则下列命题中正确的是（   ） 

A. 
1

1
4

f
 

= 
 

 B. ( )f x 是奇函数 

C. ( )f x 在其定义域上单调递增 D. ( )f x 的图象关于 y 轴对称 

二、填空题（本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11. 命题“
3R, 2x x   ”的否定是________． 

12.计算： 3 9 3
log 75 2log 5 log 5− − = ______. 

13. 函数 y=
2

ln( 1)

3 4

x

x x

+

− − +
的定义域为___________________________． 

14. 若存在 0x  使得
1

e
1

x a
x

− =
−

成立，则实数 a的取值范围是________． 

15. 已知函数 ( )
2

2 , 0

3 , 0

x a x
f x

x ax a x

 − 
= 

− + 
． 

①若 0a = ，则函数 ( )f x 的值域为________； 

②若函数 ( )f x 有三个不同的零点，则实数 a的取值范围是________． 

三、解答题（本大题共 6小题，共 85分） 

16.  

已知函数 2( ) 3 sin 2 2sinf x x x= − . 
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（Ⅰ）若点 (1, 3)P − 在角 的终边上，求 ( )f  的值；  

（Ⅱ）若 [ , ]
6 3

x
 

 − ，求 ( )f x 的值域. 

17. 已知函数 ( ) 3 2f x x ax bx c= + + + 在 0x 处取得极小值
3

2
− ，其导函数为 ( )f x ．当 x 变化时， ( )f x

变化情况如下表： 

x  
2

,
3

 
− − 
 

 
2

3
−  

2
,1

3

 
− 
 

 1 ( )1,+  

( )f x  + 0 - 0 + 

 

（1）写出 0x 的值，并说明理由； 

（2）求 , ,a b c 的值． 

18. 国家发展改革委、住房城乡建设部于 2017 年发布了《生活垃圾分类制度实施方案》，规定 46 个城市在

2020 年底实施生活垃圾强制分类，垃圾回收、利用率要达 35%以上．截至 2019 年底，这 46 个重点城市生

活垃圾分类的居民小区覆盖率已经接近 70%．某企业积极响应国家垃圾分类号召，在科研部门的支持下进

行技术创新，新上一种把厨余垃圾加工处理为可重新利用的化工产品的项目．已知该企业日加工处理量 x

（单位：吨）最少为 70 吨，最多为 100 吨．日加工处理总成本 y （单位：元）与日加工处理量 x之间的函

数关系可近似地表示为 21
40 3200

2
y x x= + + ，且每加工处理 1 吨厨余垃圾得到的化工产品的售价为 100

元． 

（1）该企业日加工处理量为多少吨时，日加工处理每吨厨余垃圾的平均成本最低？此时该企业处理 1 吨

厨余垃圾处于亏损还是盈利状态？ 

（2）为了该企业可持续发展，政府决定对该企业进行财政补贴，补贴方式共有两种． 

① 每日进行定额财政补贴，金额为 2300 元； 

② 根据日加工处理量进行财政补贴，金额为30x ． 

如果你是企业的决策者，为了获得最大利润，你会选择哪种补贴方式进行补贴？为什么？ 

19. 已知函数 ( ) 2 1

ax b
f x

x

+
=

+
是定义域为 ( )1,1− 的奇函数，满足

1 2

2 5
f
 

= 
 

． 

（1）求函数 ( )f x 的解析式； 

（2）用定义证明 ( )f x 在 ( )1,1− 上是增函数； 

（3）求不等式 ( )( ) ( )2 2log 2 1 log 0f t f t− +  的解集． 

20. 已知函数
2( ) 2 ln 1f x a x x= − + ． 

（1）若 =1a ，求函数 ( )f x 的单调递减区间； 
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（2）若 0a  ，求函数 ( )f x 在区间[1, )+ 上的最大值； 

（3）若 ( ) 0f x  在区间[1,+ ) 上恒成立，求 a的最大值. 

21. 已知无穷数列 na 满足    1 2 1 2max , min , ( 1,2,3, )n n n n na a a a a n+ + + += − = ，其中max{ , }x y 表示 x，

y中最大的数，min{ , }x y 表示 x，y中最小的数. 

（1）当 1 1a = ， 2 2a = 时，写出 4a 的所有可能值； 

（2）若数列 na 中的项存在最大值，证明：0 为数列 na 中的项； 

（3）若 0( 1,2,3, )na n = ，是否存在正实数 M，使得对任意的正整数 n，都有 na M ？如果存在，写

出一个满足条件的 M；如果不存在，说明理由. 
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参考答案 

一、选择题（本大题共 10小题，每小题 4分、共 40分） 

1. 【答案】B 

【分析】判定出两集合的关系判断选项 AB；求得 A B A = 否定选项 C；求得 A B   否定选项 D. 

【详解】由  | 0A x x=  ，  0,1,2B = ，可得 BA  

故选项 A 判断错误；选项 B 判断正确； 

     0| |0 ,1,2 0A B x x x x B= =    ，则选项 C 判断错误； 

     0 0,1,2 0,1| , 2A B x x =   =  ，则选项 D 判断错误. 

故选：B 

2. 【答案】D 

【分析】根据复数的乘、除法运算可得
5

2 i
2 i

= −
+

，结合复数的几何意义即可求解. 

【详解】
5 5(2 i) 10 5i

2 i
2 i (2 i)(2 i) 5

− −
= = = −

+ + −
， 

所以该复数在复平面内的点的坐标为 (2, 1)− ，位于第四象限. 

故选：D. 

3. 【答案】B 

【详解】：因为1 10e  ，所以
1

0 lg lg 10
2

e  = ，那么 ( )
2 1

lg lg lg lg
2

e e e e =  ， 

所以 a c b  . 

4. 【答案】C 

【分析】根据幂函数，余弦函数，对数函数及指数函数的奇偶性与单调性逐一判断即可. 

【详解】对于 A，函数 ( ) 3y f x x= = ， 

因为 ( ) ( )3f x x f x− = − = − ，所以函数
3y x= 为奇函数，故 A 不符题意； 

对于 B，因为
π 3π

cos cos 0
2 2
= = ， 

所以函数 cosy x= 在 ( )0, + 上不是减函数，故 B 不符题意； 

对于 C，函数 ( ) 2

1
lny f x

x
= = ， 

因为 ( ) ( )2

1
lnf x f x

x
− = = ，所以函数

2

1
lny

x
= 为偶函数， 

令
2

1

x
 = ， 
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令 2t x= 在区间 ( )0, + 上单调递增， 

而函数
1

y
t

= 在区间 ( )0, + 上单调递减， 

所以函数
2

1

x
 = 在区间 ( )0, + 上单调递减， 

又函数 lny = 为增函数， 

所以函数
2

1
lny

x
= 在区间 ( )0, + 上单调递减，故 C 符合题意； 

对于 D，当 ( )0,x + 时， 2 2xx
y = = 为增函数，故 D 不符题意. 

故选：C. 

5. 【答案】A 

【分析】令 ( ) 3 4f x x x= − + − ，由题意可得 min( )a f x 恒成立，结合 3 4 ( 3) ( 4)x x x x− + −  − − − 即

可求解. 

【详解】令 ( ) 3 4f x x x= − + − ， 

则 ( ) 3 4 ( 3) ( 4) 1f x x x x x= − + −  − − − = ， 

当且仅当 ( )( )3 4 0x x− −  等号成立，所以 min( ) 1f x = ， 

又 3 4x x a− + −  的解集为 R， 

所以 min( )a f x 恒成立，故 1a  ， 

即实数 a的取值范围是 ( ,1)− . 

故选：A. 

6. 【答案】A 

【详解】由
1

1
2

x

 
 

 
解得：x<0. 

由
1

1
x
 化为：

1
0

x

x

−
 ,即 ( )1 0x x −  ，解得 x>1 或 x<0. 

∴“
1

1
2

x

 
 

 
”是“

1
1

x
 ”的充分不必要条件， 

故选 A 

7. 【答案】D 

【分析】根据复合函数的单调性可知函数 2log (1 )y x= − 在 ( ,1)− 上单调递减，且过原点 (0,0) ，进而得

2( ) log (1 )f x x= − 在(0,1)上单调递增，即可求解. 

【详解】函数 1y x= − 在 R 上单调递减，函数 2logy x= 在 (0, )+ 上单调递增， 
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又函数 ( )f x 的定义域为 ( ,1)− ， 

所以函数 2log (1 )y x= − 在 ( ,1)− 上单调递减，且过原点 (0,0) ， 

所以函数 2( ) log (1 )f x x= − 在 ( ,0)− 上单调递减，在(0,1)上单调递增. 

故选：D. 

8. 【答案】A 

【分析】根据偶函数的性质以及已知条件的等式，即可将 ( )12.5f 转化为 ( )2.5f − 求解. 

【详解】因为 ( )f x 是偶函数，所以 ( ) ( )f x f x− = ， 

又 ( ) ( )1 4f x f x+ + = ， 

则 ( ) ( ) ( )12.5 4 11.5 4 4 10.5f f f= − = − +  

( ) ( ) ( )4 9.5 4 4 8.5 4 7.5f f f= − = − + = −  

( ) ( ) ( )4 4 6.5 4 5.5 4 4 4.5f f f= − + = − = − +  

( ) ( ) ( ) ( )4 3.5 4 4 2.5 2.5 4 2.5 12 2f f f= − = − + = − =  − + = . 

故选：A 

9. 【答案】C 

【分析】令 0x = ，即可判断①；令 y x= − ，结合奇偶性得定义即可判断②；设 x y ，结合当 0x  时，

( ) 0f x  ，判断出函数的单调性，即可判断③④. 

【详解】对于①，令 0x = ，则 ( ) ( ) ( )0 0 0f f f= + ，所以 ( )0 0f = ，故①正确； 

对于②，令 y x= − ，则 ( ) ( ) ( )0 0f f x f x= + − = ， 

所以 ( ) ( )f x f x− = − ，所以 ( )f x 为奇函数， 

又当 0x  时， ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 不是常函数，不可能是偶函数，故②错误； 

对于③，设 x y ，则 0x y−  ， 

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0f x y f x f y f x f y− = + − = −  ， 

所以 ( ) ( )f x f y ，所以 ( )f x 是减函数， 

所以 ( )f x 在 ,m n 上一定存在最大值 ( )f m ，故③错误； 

对于④，因为 ( )f x 为减函数， ( )0 0f = ， 

由 ( ) ( )1 0 0f x f−  = ，得 1 0x −  ，解得 1x  ， 

所以 ( )1 0f x −  的解集为 1x x  ，故④正确. 

故选：C. 

10. 【答案】C 
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【分析】借助于图形来看四个选项，先由
1

( ) 1
4

f = − 可判断 A，实数m 所在区间(0,1)不关于原点对称，知

B 错，从图形上可得 ( )f x 在定义域上单调递增，C 对，先找到
1

( ) 0
2

f = ，再利用图形判断 D 错， 

【详解】如图，因为点M 在以
1

0,1
2

 
− 

 
为圆心，

1

2
为半径的圆上运动， 

对于 A，当
1

4
m = 时，M 的坐标为

1
(

2
− ，

1
1 )

2
− ， 

直线 AM 的方程为

1 0

1 1
1 1 0

2 2

y x

 

− −
=

− − − −
，即 1y x= + ，所以点 N 的坐标为 ( 1,0)− ， 

故
1

( ) 1
4

f = − ，即 A 错. 

对于 B，因为实数m 所在区间(0,1)不关于原点对称，所以 ( )f x 不存在奇偶性．故 B 错． 

对于 C，当实数m 越来越大时，直线 AM 与 x轴的交点 ( ,0)N n 也越来越往右，即 n也越来越大，所以 ( )f x

在定义域上单调递增，即 C 对． 

对于 D，当实数
1

2
m = 时，对应的点在点A 的正下方，此时点 (0,0)N ，所以

1
( ) 0
2

f = ， 

再由图形可知 ( )f x 的图象关于点
1

(
2
， 0) 对称，而非关于 y 轴对称，即 D 错． 

 

故选：C． 

二、填空题（本大题共 5小题，每小题 5分，共 25分） 

11. 【答案】 3R, 2x x    

【分析】根据存在量词命题的否定为全称量词命题即可得解. 

【详解】因为存在量词命题的否定为全称量词命题， 

所以命题“
3R, 2x x   ”的否定是 3R, 2x x   . 

故答案为： 3R, 2x x   . 

12. 【答案】1 
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【分析】根据对数运算法则即可求解． 

【详解】 3 9 3 3 3 3 33

75
l 1og 75 2log 5 log 5 log 75 log 5 log 5 log log

5
3

5
− − = − = =


=−  

故答案为：1 

13. 【答案】 ( )1,1−  

【分析】根据函数表达式得到使得函数有意义只需要 2

1 0

3 4 0

x

x x

+ 

− − + 

,解这个不等式取得交集即可. 

【详解】由 2

1 0

3 4 0

x

x x

+ 

− − + 

得－1<x<1. 

故答案为 ( )1,1− . 

【点睛】求函数定义域的类型及求法:(1)已知函数解析式：构造使解析式有意义的不等式(组)求解;(2)抽象

函数：①若已知函数 f(x)的定义域为[a，b]，其复合函数 f[g(x)]的定义域由 a≤g(x)≤b求出;②若已知函数

f[g(x)]的定义域为[a，b]，则 f(x)的定义域为 g(x)在 x∈[a，b]上的值域． 

14. 【答案】 ( )0, 2  

【分析】利用当 ( ,0)x − 时，由函数 exy = 与
1

1
y

x
=

−
的单调性可得函数

1
( ) e

1

xf x
x

= −
−

单调性，进而

得出 a的取值范围． 

【详解】当 ( ,0)x − 时，函数 exy = 与
1

1
y

x
=

−
在 0x  分别具有单调递增与单调递减． 

函数
1

( ) e
1

xf x
x

= −
−

在 0x  上单调递增． 

0 1
( ) (0) 2 2

0 1
f x f  = − =

−
， 

又当 x→−时， ( ) 0f x → ， 

0 ( ) 2f x   ． 

存在 ( ,0)x − 使得方程
1

2 0
1

x a
x

− − =
−

成立， 

(0,2)a  ． 

故答案为： ( )0, 2  

15. 【答案】    ①. ( )0,+  

    ②. 
4

,1
9

 
 
 

 

【分析】根据二次函数和指数函数的性质即可求出函数 ( )f x 的值域；根据零点和对应方程的解得关系可知，

当 0x  时方程 ( ) 0f x = 有 1 个解，当 0x  时方程 ( ) 0f x = 有 2 个解，结合 0  即可求解. 
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【详解】若 0a = ，
2

2 , 0
( )

, 0

x x
f x

x x

 
= 


， 

当 0x  时， ( ) 2 (0,1]xf x =  ， 

当 0x  时，
2( ) (0, )f x x=  + ， 

所以 ( ) (0, )f x  + ，即函数 ( )f x 的值域为 (0, )+ ； 

若函数 ( )f x 有三个零点， 

当 0x  时，令 ( ) 2 0 2 (0,1]x xf x a a= − =  =  ， 

当 0x  时，方程 ( ) 0f x = 有 2 个解，则 0  ， 

即 29 4 0a a−  ，由 0a  解得
4

9
a ， 

综上，
4

1
9

a  ，即实数 a的取值范围为
4

( ,1]
9

. 

故答案为： (0, )+ ；
4

( ,1]
9

. 

三、解答题（本大题共 6小题，共 85分） 

16. 【答案】（Ⅰ） 3− （Ⅱ）[ 2,1]−  

【分析】（Ⅰ）利用三角函数定义得正余弦值，再代入计算即可；（Ⅱ）化简函数解析式，再整体代入求值域

即可 

【详解】（Ⅰ）因为点 (1, 3)P − 在角 的终边上，  

所以
3

sin
2

 = − ，
1

cos
2

 = ，  

所以 2 2( ) 3 sin 2 2sin 2 3 sin cos 2sinf      = − = −  

23 1 3
2 3 ( ) 2 ( ) 3

2 2 2
=  −  −  − = −  

（Ⅱ） 2( ) 3 sin 2 2sinf x x x= − 3sin2 cos 2 1x x= + −   

2sin(2 ) 1
6

x


= + − ，  

因为 [ , ]
6 3

x
 

 − ，所以
5

2
6 6 6

x
  

−  +  ，  

所以
1

sin(2 ) 1
2 6

x


−  +  ，  

所以 ( )f x 的值域是[ 2,1]−  

17. 【答案】（1） 0 1x = ，理由见解析；     
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（2）
1

, 2, 0
2

a b c= − = − =  

【分析】（1）根据函数极小值点的定义求解即可； 

（2）根据题意得

( )

( )

1 0

2
0

3

3
1

2

f

f

f


 =

  

− =  








= −



，进而解方程即可得答案. 

【小问 1 详解】 

解： 0 1x = ，理由如下： 

由表格中的数据可知， 

当
2

,
3

x
 

 − − 
 

时， 0f x ， ( )f x 单调递增； 

当
2

,1
3

x
 

 − 
 

时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减； 

当 ( )1,x + 时， 0f x ， ( )f x 单调递增； 

所以，当
2

3
x = − 时，函数 ( )f x 取得极大值

2

3
f
 
− 
 

， 

      当 1x = 时，函数 ( )f x 取得极小值 ( )
3

1
2

f = − . 

所以， 0 1x = 为函数 ( )f x 的极小值点. 

【小问 2 详解】 

解：由题知 ( ) 23 2f x x ax b = + + ， 

所以，结合（1）有：

( )

( )

1 0

2
0

3

3
1

2

f

f

f


 =

  

− =  








= −



，即

3 2 0

4 4
0

3 3

3
1

2

a b

a b

a b c


 + + =



− + =


+ + + = −

，解得
1

, 2, 0
2

a b c= − = − = . 

所以，
1

, 2, 0
2

a b c= − = − =  

18. 【答案】（1）加工处理量为80吨时，每吨厨余垃圾的平均加工成本最低，此时该企业处理 1 吨厨余垃

圾处于亏损状态；（2）选择两种方案均可，理由见解析. 

【分析】 

（1）根据条件写出每吨厨余垃圾的平均成本表达式，利用基本不等式求解出其最小值，并判断处理1吨厨
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余垃圾处于亏损还是盈利状态； 

（2）根据两种补贴方式分别列出企业日获利的函数表达式，并求解出最大值，将最大值进行比较确定出

所选的补贴方式. 

【详解】解：（1）由题意可知，每吨厨余垃圾平均加工成本为
3200

40
2

y x

x x
= + + [70,100]x .  

又
3200

40
2

x

x
+ +

3200

2
40

x

x
 +≥2 2 40 40=  + 120= .  

当且仅当
3200

2

x

x
= ，即 80x = 吨时，每吨厨余垃圾的平均加工成本最低.  

因为100 120 ，所以此时该企业处理 1 吨厨余垃圾处于亏损状态； 

（2）若该企业采用第一种补贴方式，设该企业每日获利为 1y ，由题可得 

2

1

1
100 ( 40 3200) 2300

2
y x x x= − + + + 21

60 900
2

x x= − + − 21
( 60) 900

2
x= − − +  

因为 [70,100]x ,所以当 70x = 吨时，企业最大获利为 850 元. 

若该企业采用第二种补贴方式，设该企业每日获利为 2y ，由题可得 

2

2

1
130 ( 40 3200)

2
y x x x= − + + 21

90 3200
2

x x= − + − 21
( 90) 850

2
x= − − +   

因为 [70,100]x ,所以当吨 90x = 吨时, 企业最大获利为 850 元.  

结论：选择方案一，因为日加工处理量处理量为 70 吨时，可以获得最大利润；选择方案二，日加工处理

量处理量为 90 吨时，获得最大利润，能够为社会做出更大贡献；由于最大利润相同，所以选择两种方案

均可. 

【点睛】易错点睛：利用基本不等式求最值时，要注意其必须满足的三个条件： 

（1）“一正二定三相等”“一正”就是各项必须为正数； 

（2）“二定”就是要求和的最小值，必须把构成和的二项之积转化成定值；要求积的最大值，则必须把构成

积的因式的和转化成定值； 

（3）“三相等”是利用基本不等式求最值时，必须验证等号成立的条件，若不能取等号则这个定值就不是所

求的最值，这也是最容易发生错误的地方. 

19. 【答案】（1）
2

( )
1

x
f x

x
=

+
     

（2）证明见解析    （3）
3

1
4

x t
 

  
 

 

【分析】（1）由 (0) 0
1

b
f = = ，即 0b = ，又

1 2
( )
2 5

f = ，解得 1a = ，则可得 ( )f x 的解析式， 

（2）由函数的单调性定义，即可得出答案． 

（3）根据函数的奇偶性以及单调性，即可结合对数函数的单调性求解. 

【小问 1 详解】 
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因为
2

( )
1

ax b
f x

x

+
=

+
是定义在R 上的奇函数， 

所以 (0) 0
1

b
f = = ，所以 0b = ， 

又因为

1

1 22( )
52 5

4

a

f = = ，解得 1a = ，所以
2

( )
1

x
f x

x
=

+
， 

( )2
( )

1

x
f x f x

x

−
− = = −

+
，故当 1a = ， 0b = 时， ( )f x 是奇函数， 

故
2

( )
1

x
f x

x
=

+
 

【小问 2 详解】 

设 1 21 1x x−    ， 

则
1 2 1 2 1 2

1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

( )(1 )
( ) ( )

1 1 ( 1)( 1)

x x x x x x
f x f x

x x x x

− −
− = − =

+ + + +
， 

因为 1 21 1x x−    ， 

所以 1 2 0x x−  ， 1 21 0x x−  ，
2 2

1 2( 1)( 1) 0x x+ +  ， 

所以 1 2( ) ) 0(f x f x−  ， 

即 1 2( ) ( )f x f x ，所以
2

( )
1

x
f x

x
=

+
在 ( )1,1− 上为增函数． 

【小问 3 详解】 

由于
2

( )
1

x
f x

x
=

+
是 ( )1,1− 上的函数， 

所以

( )2

2

1<log 2 1 1

1 log 1

2 1 0

0

t

t

t

t

− − 

−  


− 
 

，解得
3 3

4 2
t  ， 

由 ( )f x 为奇函数以及 ( )( ) ( )2 2log 2 1 log 0f t f t− +  得 ( )( ) ( ) ( )1

2 2 2log 2 1 log logf t f t f t−−  − = ， 

又
2

( )
1

x
f x

x
=

+
在 ( )1,1− 上为增函数．所以 ( ) 1

2 2log 2 1 logt t−−  ， 

故
1

0 2 1t
t

 −  ，解得
1

1
2

t  ， 

故 
3

1
4

t  ， 

因此解集为
3

1
4

x t
 

  
 
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20. 【答案】（1） (1, )+      

（2）答案见详解    （3）1 

【分析】（1）求导，利用导数求原函数单调递减区间；（2）分类讨论判断导函数符号，进而确定原函数的

单调性及最大值；（3）根据恒成立理解可得 
max

( ) 0f x  ，分类讨论，结合（2）运算求解. 

【小问 1 详解】 

当 =1a 时， 2( ) 2 ln 1f x x x= − + ，则
22 2( 1)

( ) 2
x

f x x
x x

− −
 = − = ， 0x   

令
22( 1)

( ) 0
x

f x
x

− −
 =  ．因为 0x  ，则 1x   

所以函数 ( )f x 的单调递减区间是 (1, )+  

【小问 2 详解】 

( )
( )22 a x

f x
x

−
 = ． 

令 ( )=0f x ，由 0a  ，解得
1x a= ，

2x a= − （舍去）． 

当 1a  ，即0 1a  时，在区间[1, )+ 上 ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在[1, )+ 上是减函数． 

所以函数 ( )f x 在区间[1, )+ 上的最大值为 (1)=0f ； 

当 1a  ，即 1a  时， x在[1, )+ 上变化时， ( ), ( )f x f x 的变化情况如下表 

x 1  (1, )a  a  ( , )a +  

( )f x  + + 0  - 

( )f x  0  ↗ ln 1a a a  ↘ 

所以函数 ( )f x 在区间[1, )+ 上的最大值为 ( ) ln 1f a a a a= − + ． 

综上所述： 

当0 1a  时，函数 ( )f x 在区间[1, )+ 上的最大值为 (1)=0f ； 

当 1a  时，函数 ( )f x 在区间[1, )+ 上的最大值为 ( ) ln 1f a a a a= − + ． 

【小问 3 详解】 

当 0a  时，则 ( ) 0f x  在[1,+ ) 上恒成立 

∴函数 ( )f x 在[1, )+ 上是减函数，则 ( ) (1) 0f x f =  

∴ 0a  成立 

当 >0a 时，由（2）可知： 

①当0 1a  时， ( ) (1) 0f x f = 在区间[1,+ ) 上恒成立，则0 1a  成立； 

②当 1a  时，由于 ( )f x 在区间[1, ]a 上是增函数， 
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所以 ( ) (1) 0f a f = ，即在区间[1,+ ) 上存在 =x a 使得 ( ) 0f x  ， 1a  不成立 

综上所述： a的取值范围为 1a  ，即 a的最大值为1． 

21. 【答案】（1）{1,3,5}      

（2）证明见解析    （3）不存在，理由见解析 

【分析】（1）根据定义知 0na  ，讨论 3 2a  、 3 2a  及 3 4,a a 大小求所有 4a 可能值； 

（2） 由 0na  ， 假 设 存 在
*

0 Nn  使
0n na a ， 进 而 有

0 0 0 01 2max{ , }n n n na a a a+ +  ， 可 得

0 01 2min{ , } 0n na a+ + = ，即可证结论； 

（3）由题设 1n na a + ( 2,3, )n = ，令 1{ | , 1}n nS n a a n+=   ，讨论 S =  、 S  求证 na M 即可

判断存在性. 

【小问 1 详解】 

由    1 2 1 2max , min , 0n n n n na a a a a+ + + += −  ， 1 3 3max{2, } min{2, } 1a a a= − = ， 

若 3 2a  ，则 3 2 1a − = ，即 3 3a = ，此时 2 4 4max{3, } min{3, } 2a a a= − = ， 

当 4 3a  ，则 4 3 2a − = ，即 4 5a = ； 

当 4 3a  ，则 43 2a− = ，即 4 1a = ； 

若 3 2a  ，则 32 1a− = ，即 3 1a = ，此时 2 4 4max{1, } min{1, } 2a a a= − = ， 

当 4 1a  ，则 4 1 2a − = ，即 4 3a = ； 

当 4 1a  ，则 41 2a− = ，即 4 1a = − （舍）； 

综上， 4a 的所有可能值为{1,3,5}. 

【小问 2 详解】 

由（1）知： 0na  ，则  1 2min , 0n na a+ +  ， 

数列 na 中的项存在最大值，故存在
*

0 Nn  使
0n na a ， ( 1,2,3, )n = ， 

由
0 0 0 0 0 0 0 01 2 1 2 1 2max{ , } min{ , } max{ , }n n n n n n n na a a a a a a a+ + + + + += −   ， 

所以
0 01 2min{ , } 0n na a+ + = ，故存在 0 0{ 1, 2}k n n + + 使 0ka = ， 

所以 0 为数列 na 中的项； 

【小问 3 详解】 

不存在，理由如下：由 0( 1,2,3, )na n = ，则 1n na a + ( 2,3, )n = ， 

设 1{ | , 1}n nS n a a n+=   ， 

若 S = ，则 1 2a a≤ ， 1i ia a + ( 2,3, )i = ， 

对任意 0M  ，取 1

1

[ ] 2
M

n
a

= + （[ ]x 表示不超过 x的最大整数）， 
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当 1n n 时， 1 1 2 3 2 2( ) ( ) ... ( )n n n n na a a a a a a a− − −= − + − + + − +  

2 3 1 2 1... ( 1)n na a a a n a M− −= + + + +  −  ； 

若 S  ，则S 为有限集， 

设 1max{ | , 1}n nm n a a n+=   ， 1m i m ia a+ + + ( 1, 2,3, )i = ， 

对任意 0M  ，取 2

1

[ ] 1
m

M
n m

a +

= + + （[ ]x 表示不超过 x的最大整数）， 

当 2n n 时， 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ... ( )n n n n n m m ma a a a a a a a− − − + + += − + − + + − +  

2 3 1 1... ( )n n m m ma a a a n m a M− − + += + + + +  −  ； 

综上，不存在正实数 M，使得对任意的正整数 n，都有 na M . 

【点睛】关键点点睛：第三问，首选确定 1n na a + ( 2,3, )n = ，并构造集合 1{ | , 1}n nS n a a n+=   ，讨

论 S = 、 S  研究存在性. 
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