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2023北京杨镇一中高三 10月月考 

数    学 

（满分 150，考试时间 120分钟） 

一、选择题：共 10小题，每小题 4分，共 40分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项. 

1. 已知集合
 1,0,1A = −

，集合
 1 2B x x= −  

，则 A B =（    ） 

A.  1,0,1,2−  B.  1,0,1−  C.  0, 2  D.  1−  

2. 下列函数中，是奇函数且在定义域上为增函数是（    ） 

A. 
2 1y x= +  B. tany x=  C. 2xy =  D. siny x x= +  

3. 二项式

6
2

x
x

 
− 

 
的展开式中含 4x 项的系数是（    ）． 

A. 6 B. 6−  C. 12−  D. 12 

4. 化简 AB BC AD+ − 等于（    ） 

A. DC  B. CD  C. AD  D. CB  

5. 已知 x y ，则下列各式中一定成立（    ） 

A. 
1 1

x y
  B. ( )ln 0x y−   

C. 
1 1

2 2

x y

   
   

   
 D. 2 2 2x y−+   

6. 在 ABC 中，内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c ，若 2 2 3 ,sin 2 3 sina b bc C B− = = ，则角A 为 

A. 30  B. 60  C. 120  D. 150  

7. 关于函数 ( ) 23 sin 2 2cos 1f x x x= − + 有下述四个结论，其中结论错误的是（    ） 

A. 
π

2
3

f
 

= 
 

 B. ( )f x 的图象关于直线
π

3
x = 对称 

C. ( )f x 的图象关于
7
π,0

24

 
 
 

对称 D. ( )f x 在
π

0,
3

 
 
 

上单调递增 

8. 已知函数 ( ) | 2 2 |xf x = − ，若 ( ) ( )f a f b= （ a b ），则a b+ 的取值范围是（    ） 

A. ( ,1)−  B. ( , 2)−  C. (1, )+  D. (2, )+  

9. 在 ABC 中，内角 , ,A B C 的对边分别为 a，b ， c，则“
cos

cos

A b

B a
= ”是“ A B= ”的（    ）条件 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 
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C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

10. 17 世纪德国著名的天文学家开普勒曾经这样说过：“几何学里有两件宝，一个是勾股定理，另一个是黄

金分割.如果把勾股定理比作黄金矿的话，那么可以把黄金分割比作钻石矿.”黄金三角形有两种，其中底与

腰之比为黄金分割比的黄金三角形被认为是最美的三角形，它是一个顶角为36的等腰三角形(另一种是顶

角为 108°的等腰三角形).例如，五角星由五个黄金三角形与一个正五边形组成，如图所示，在其中一个黄

金 ABC 中，
5 1

2

BC

AC

−
= .根据这些信息，可得 sin 234 =（    ） 

 

A. 
1 2 5

4

−
 B. 

3 5

8

+
−  C. 

5 1

4

+
−  D. 

4 5

8

+
−  

二、填空题：共 5小题，每小题 5分，共 25分. 

11. 已知 i 为虚数单位，若
1 i

2 i
z

−
=

+
，则 z = __________. 

12. 函数 ( ) ( )1 ln 2f x x x= − + + 的定义域为___________. 

13. 函数 ( )
π

2sin 0,
2

y x   
 

= +   
 

在一个周期内的图象如图所示，则 =__________， =

__________. 

   

14. 函数 ( ) 2sin cos 2f x x x= − 的最大值为__________，最小值为__________. 

15. 设函数 ( )f x 和 ( )g x 的定义域为D ，若存在非零实数 c D ，使得 ( ) ( ) 0f c g c+ = ，则称函数 ( )f x

和 ( )g x 在D 上具有性质 P .现有四组函数：① ( )f x x= ， ( ) 2g x x= ；② ( ) 2 xf x −= ， ( ) exg x = − ；③
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( ) 2f x x= − ， ( ) 2xg x = ；④ ( )f x x= ， ( ) sing x x= .其中具有性质 P 的是__________.（写出所有满足

条件的函数的序号） 

三、解答题：共 6小题，共 85分.解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程. 

16.设函数 ( ) 2π
cos 2 2cos

3
f x x x

 
= − + 

 
. 

（1）求函数 ( )f x 的最小正周期和单调减区间； 

（2）求函数 ( )f x 在区间
π

,0
2

 
− 
 

上的最值. 

17. 在 ABC 中， 7a = ， 6 3ABCS =△ ，
1

cos
7

B = − . 

（1）求b ， c； 

（2）求 AC 边上中线的长. 

18. 已知函数 ( ) ( ) ( )
2

e 1 0
2

x m
f x x x m= − +  . 

（1）当 0m = 时，求函数 ( )f x 的最小值； 

（2）当 0m  时，讨论 ( )f x 的单调性. 

19. 如图，在四边形 ABCD中， //AB CD ， 2 6AB = ， 6CD = ，
6

cos
3

A = ，
1

cos
3

ADB = . 

 

（1）求 cos BDC ； 

（2）求 BC 的长. 

20.已知函数 2( ) ln( 1)f x x x ax= + − . 

(I)求曲线 ( )y f x= 在点 (0, (0))f 处的切线方程； 

(Ⅱ)当 a<0时，求证：函数 ( )f x 存在极小值； 

(Ⅲ)请直接写出函数 ( )f x 的零点个数． 

21. 对于数列 na ，定义
1*

1

1, ,

1, .

n n

n

n n

a a
a

a a

+

+


= 

− 
设 *

na 的前 n项和为 *

nS ． 

（1）设
2

n n

n
a = ，写出 *

1a ， *

2a ， *

3a ， *

4a ； 

（2）证明：“对任意 *nN ，有 *

1 1n nS a a+= − ”的充要条件是“对任意 *nN ，有 1 1n na a+ − = ”； 
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（3）已知首项为 0，项数为 ( )1 2m m+  的数列 na 满足： 

①对任意1 n m  且 *nN ，有  1 1,0,1n na a+ −  − ； 

② *

m mS a= ． 

求所有满足条件的数列 na 的个数． 
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参考答案 

一、选择题：共 10小题，每小题 4分，共 40分.在每小题列出的四个选项中，选出符合题目

要求的一项. 

1. 【答案】B 

【分析】根据交集含义即可得到答案. 

【详解】根据交集含义即可得到  1,0,1A B = − ， 

故选：B. 

2. 【答案】D 

【分析】根据函数奇偶性的判断和单调性的判断方法一一分析即可. 

【详解】对 A， ( ) 2 1f x x= + ， ( ) ( )
2 21 1f x x x− = − + = + ，其定义域为R ，故其为偶函数，故 A 错

误； 

对 B，正切函数为奇函数，但其在定义域上不是增函数，故 B 错误； 

对 C，根据指数函数的图象与性质知其不具有奇偶性，故 C 错误； 

对 D，对于 D，设 ( ) sinh x x x= + ，其定义域为R ，且

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sinh x x x x x h x− = − + − = − + = − ，故其为奇函数， 

而 ( ) 1 cos 0h x x = +  ，即函数在定义域内为增函数，符合题意； 

故选：D. 

3. 【答案】C 

【分析】根据二项式展开式的通项即可求解. 

【详解】因为二项式

6
2

x
x

 
− 

 
的展开式通项为

6 6 2

1 6 6

2
C ( ) ( 2) Cr r r r r r

rT x x
x

− −

+ = − = − ， 

令6 2 4r− = ，则 1r = ， 

所以二项式

6
2

x
x

 
− 

 
的展开式中含 4x 项的系数为

1 1

6( 2) C 12− = − ， 

故选：C . 

4. 【答案】A 

【分析】根据向量加减运算法则计算出结果. 

【详解】 AB BC AD AC AD DC+ − = − = . 

故选：A 

5. 【答案】D 

【分析】结合指数函数，基本不等式的性质逐项判断即可. 

【详解】选项 A: 令 1, 1,x y= = − 不满足，选项错误； 
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选项 B: 只有当 1− x y 时， ( )ln 0x y−  .令 1, 0x y= = ，不满足，选项错误； 

选项 C: 
1

2

x

y
 

=  
 

是定义域内的减函数， x y ，故有
1 1

2 2

x y

   
   

   
，选项错误； 

选项 D: 2xy = 是定义域内的增函数， ,2 2 2 2yx y y− −+ + 又因为 ,2 22y y−+  当 0y = 时等号成立，故

,2 22x y−+  选项正确； 

故选：D. 

6. 【答案】A 

【详解】试题分析： 

因为 sin 2 3 sin 2 3C B c b=  = ， 

那么结合 2 2 2 23 6a b bc a b− =  = ， 

所以 cosA=

2 2 2

2

c b a

cb

+ −
=

3

2
， 

所以 A= 030 ，故答案为 A 

考点：正弦定理与余弦定理 

点评：本题主要考查正弦定理与余弦定理的基本应用，属于中等题. 

7. 【答案】C 

【分析】首先根据三角函数的恒等变换化简函数 ( )
π

2sin 2
6

f x x
 

= − 
 

，然后根据三角函数图像判断求解. 

【详解】 ( ) 2 π
3 sin 2 2cos 1 3 sin 2 cos 2 2sin 2

6
f x x x x x x

 
= − + = − = − 

 
, 

选项 A:
π 2π π

2sin 2,
3 3 6

f
   

= − =   
   

选项正确； 

选项 B:令 
π

3
x = ，

π π
2

6 2
x − = ，故有 ( )f x 的图象关于直线

π

3
x = 对称，选项正确； 

选项 C: 令 
7π

,
24

x =
π 5π

2
6 12

x − = ，结合三角函数图像性质， ( )f x 的图象不关于
7
π,0

24

 
 
 

对称，选项错

误； 

选项 D: 
π π π π

0, ,2 , ,
3 6 6 2

x x
   

 −  −   
   

结合三角函数图像性质， ( )f x 在
π

0,
3

 
 
 

上单调递增. 

故选；C. 

8. 【答案】B 

【分析】由 ( )
2 2 , 1

2 2
2 2, 1

x

x

x

x
f x

x

 − 
= − = 

− 
，可知 1 ,a b  由 ( ) ( )f a f b= 可得2 2 4,a b+ =  

根据基本不等式可求 a b+ 的取值范围. 
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【详解】 ( )
2 2 , 1

2 2
2 2, 1

x

x

x

x
f x

x

 − 
= − = 

− 
 若1 ,a b  由 ( ) ( )f a f b= ，则 2 2 2 2,a b a b− = −  =  与

a b 矛盾；同理 1,a b   也可导出矛盾，故 1 , 2 2 2 2, 2 2 4,a b a ba b   − = −  + =  而

22 2 2 2 2 2 2 , 2 4 2 ,a b a b a b a b+ ++   =   =   

即 2.a b+    

故选 B 

【点睛】本题考查分段函数的性质以及基本不等式的应用，属中档题. 

9. 【答案】B 

【分析】先由正弦定理得到 2 2A B= 或 2 2 πA B+ = ，从而判断出“
cos

cos

A b

B a
=  ”是“ A B=  ”的必要而不充

分条件. 

【详解】
cos

cos

A b

B a
= 变形为 cos cosa A b B= ，由正弦定理得sin cos sin cosA A B B= ， 

即
1 1

sin 2 sin 2
2 2

A B= ，所以 sin 2 sin 2A B= ， 

因为 ( ), 0,πA B ，所以 2 2A B= 或 2 2 πA B+ = ， 

故 A B= 或
π

2
A B+ = ， 

所以“
cos

cos

A b

B a
= ”是“ A B= ”的必要而不充分条件. 

故选：B 

10. 【答案】C 

【分析】先求出
5 1

cos
4

ACB
−

 = ，再根据二倍角余弦公式求出 cos144 ，然后根据诱导公式求出

sin 234 . 

【详解】由题意可得： 72ACB  = ，且

1
5 12cos
4

BC

ACB
AC

−
 = =

， 

所以

2

2 5 1 5 1
cos144 2cos 72 1 2 1

4 4

 
 − +

= − =  − = −  
 

， 

所以 ( )
5 1

sin 234 sin 144 90 cos144
4

    +
= + = = − ， 

故选：C 

【点睛】本题考查了二倍角的余弦公式和诱导公式，属于基础题. 

二、填空题：共 5小题，每小题 5分，共 25分. 
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11. 【答案】
10

5
##

1
10

5
 

【分析】利用复数的运算法则、模的计算公式即可得出． 

【详解】复数
1 i (1 i)(2 i) 1 3i 1 3

i
2 i (2 i)(2 i) 5 5 5

z
− − − −

= = = = −
+ + −

， 

则

2 2
1 3 10

| |
5 5 5

z
   

= + − =   
   

． 

故答案为：
10

5
． 

12. 【答案】 ( 2,1− . 

【分析】根据二次根式中被开方数非负以及对数真数大于零列不等式，可得出函数 ( )y f x= 的定义域． 

【详解】由题意可得
1 0

2 0

x

x

− 


+ 
，解得 2 1x−   ，因此，函数 ( )y f x= 的定义域为 ( 2,1− . 

故答案为 ( 2,1− . 

【点睛】本题考查具体函数定义域的求解，求解原则如下： 

（1）分式中分母不为零； 

（2）偶次根式被开方数非负； 

（3） ( )nx n N−  、 0x 中底数不为零； 

（4）对数函数真数为正数，底数大于零且不等于1； 

（5）正切函数 tany x= 中， ( )
2

x k k Z


 +  ； 

（6）求函数定义域应在原式中求，不能对解析式变形后再求． 

13. 【答案】    ①. 2    ②. 
π

4
##

1
π

4
 

【分析】根据图象可得 T，然后根据周期公式即可得，最后代点的坐标可求得 . 

【详解】由图可知，
5π π

2 π
8 8

T
 

= − = 
 

，所以
2π 2π

2
πT

 = = = ， 

又因为图象过点
π

, 2
8

 
 
 

，所以
π

2sin 2 2
8


 

 + = 
 

， 

所以
π π

2 π,
4 2

k k+ = + Z ，即
π

2 π,
4

k k = + Z， 

又
π

2
  ，所以

π

4
 = . 

故答案为：2；
π

4
. 
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14. 【答案】    ①. 3     ②. 
3

2
− ## 1.5−  

【分析】利用二倍角公式变形，然后利用换元法，结合二次函数性质可解. 

【详解】 ( ) 22sin cos 2 2sin 2sin 1f x x x x x= − = + − ， 

令 sin x t= ，则

2

2 1 3
2 2 1 2

2 2
y t t t

 
= + − = + − 

 
，  1,1t − ， 

由二次函数性质可知，当
1

2
t = − 时， min

3

2
y = − ，当 1t = 时， max 3y = . 

故答案为：3；
3

2
− . 

15. 【答案】①③. 

【分析】根据性质 P 定义，逐项判断求解； 

【详解】① ( )f x x= ， ( ) 2g x x= ，定义域 RD = ,令 ( ) ( ) 2 0,g x xf x x= ++ =  

解得： 0x = （舍去）或 = 1x − ， 

所以存在非零实数 1c D= −  ，使得 ( ) ( ) 0f c g c+ = ； 

② ( ) 2 xf x −= ， ( ) exg x = − ，定义域 RD = ，令 ( ) ( ) ( ) ,2 exxG f gx x x −= + −=  

结合指数函数的单调性， ( )G x 在定义域内单调递减， ( )0 0,G = 故无其他零点， 

所以不存在非零实数 c D ，使得 ( ) ( ) 0f c g c+ = ； 

③ ( ) 2f x x= − ， ( ) 2xg x = ，定义域 RD = ，令 ( ) ( ) ( ) 2 ,2xg xG x f x x= −=+  

存在 2c = ，使得 ( ) ( ) 0f c g c+ = ； 

④ ( )f x x= ， ( ) sing x x= ，定义域 RD = ， ( ) ( ) ( ) ,sinG x g x xx xf = += +  

( ) 01 cosx xG + = ，函数单调递增，又 ( )0 0,G = 故无其他零点， 

所以不存在非零实数 c D ，使得 ( ) ( ) 0f c g c+ = ； 

故答案为：①③. 

三、解答题：共 6小题，共 85分.解答应写出文字说明、演算步骤或证明过程. 

16. 【答案】（1） πT = ，
π 5π

π, π ,
12 12

k k k
 

+ +  
 

Z      

（2）最小值为1 3− ，最大值为
5

2
 

【分析】（1）利用和差公式、二倍角公式和辅助角公式化简，然后由周期公式和正弦函数单调性求解可得； 

（2）先求
π

2
3

x + 的范围，然后由正弦函数性质可得. 
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【小问 1 详解】 

因为 ( ) 2π 1 3
cos 2 2cos cos 2 sin 2 cos 2 1

3 2 2
f x x x x x x

 
= − + = + + + 

 
 

3 3 π
sin 2 cos 2 1 3 sin 2 1

2 2 3
x x x

 
= + + = + + 

 
. 

所以 ( )f x 的最小正周期
2π

π
2

T = = ， 

由
π π 3π

2 π 2 2 π,
2 3 2

k x k k+  +  + Z，解得
π 7π

π π,
12 12

k x k k+   + Z ， 

所以 ( )f x 的单调减区间为
π 7π

π, π ,
12 12

k k k
 

+ +  
 

Z . 

【小问 2 详解】 

因为
π

,0
2

x
 

 −  
，所以

2
2 ,

3 3 3

π π π
x

 
+  − 

 
， 

所以
π 3

1 sin 2
3 2

x
 

−  +  
 

，所以
π 5

1 3 3 sin 2 1
3 2

x
 

−  + +  
 

， 

所以函数 ( )f x 在区间
π

,0
2

 
− 
 

上，当
π π

2
3 2

x + = − ，即
5π

12
x = − 时取得最小值1 3− ； 

当
π π

2
3 2

x + = ，即
π

12
x = 时取得最大值

5

2
. 

17. 【答案】（1） 8b = ， 3c = .     

（2） 13AD = . 

【分析】（1）根据三角形面积公式和余弦定理求解； 

（2）根据向量求解; 

【小问 1 详解】 

1
cos

7
B = − ，根据三角函数的关系，求得：

4 3
sin

7
B = ， 

1
sin 6 3,

2
ABCS ac B= =△ 解得： 3c = ， 

根据余弦定理，
2 2 2

cos
2

a c b
B

ac

+ −
= ，解得： 8b = . 

【小问 2 详解】 
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在三角形 ABD 中， ,
2

BA BC
BD

+
=  

2 2
2

2

1
9 49 2 3 72 7

13,
2 4 4

BA BC BA BCBA BC
BD

 
+ +    − + + +  = = = =

 

故 13BD = . 

18. 【答案】（1）
1

e
−      

（2）答案见解析 

【分析】（1）直接代入，求出导数，令导函数为 0 求出最小值； 

（2）分
1

e
m = ，

1

e
m  和

1
0

e
m  讨论即可. 

【小问 1 详解】 

当 0m = 时： ( ) ( 1)exf x x = + ，令 ( ) 0f x = 解得 = 1x − ， 

又因为当 ( ), 1x − − ， ( ) 0f x  ，此时函数 ( )f x 单调递减； 

当 ( )1,x − + ， 0f x ，此时函数 ( )f x 单调递增. 

所以 ( )f x 的最小值为 ( 1)f − =
1

e
− . 

【小问 2 详解】 

( )( ) ( 1) exf x x m = + − ， 

当 0m  时，由 ( ) 0f x = ，得 = 1x − 或 lnx m= . 

①若
1

e
m = ，则

1
( ) ( 1) e 0

e

xf x x
 

 = + −  
 

，故 ( )f x 在 ( ),− + 上单调递增； 

②若
1

e
m  ，则 ln 1m  − .故当 0f x 时， 1x  − 或 lnx m ； 

当 ( ) 0f x  时， 1 lnx m−   . 

所以 ( )f x 在 ( ), 1− − ， ( )ln ,m + 上单调递增，在 ( )1, ln m− 上单调递减. 

③若
1

0
e

m  ，则 ln 1m  − .故当 0f x 时， lnx m 或 1x  − ； 

当 ( ) 0f x  时， ln 1m x  − . 

所以 ( )f x 在 ( ), ln m− ， ( )1,− + 上单调递增，在 ( )ln , 1m − 上单调递减. 

综上所述，当
1

e
m = 时， ( )f x 在 ( ),− + 上单调递增； 
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当
1

e
m  时， ( )f x 在 ( ), 1− − ， ( )ln ,m + 上单调递增，在 ( )1, ln m− 上单调递减. 

当
1

0
e

m  时， ( )f x 在 ( ), ln m− ， ( )1,− + 上单调递增，在 ( )ln , 1m − 上单调递减. 

19. 【答案】（1）
6

9
；（2） 11 . 

【分析】（1）计算出 sin A 、 sin ADB ，利用两角和的余弦公式可求得 cos cosBDC ABD =  的值； 

（2）在 ABD△ 中，利用正弦定理可求出 BD的长，然后在 BCD△ 中利用余弦定理可求得 BC 的长. 

【详解】（1）因为
6

cos
3

A = ，
1

cos
3

ADB = ，则A 、 ADB 均为锐角， 

所以， 2 3
sin 1 cos

3
A A= − = ， 2 2 2

sin 1 cos
3

ADB ADB = −  = ， 

( ) ( )cos cos cos sin sin cos cosABD A ADB A ADB A ADB A ADB = − − = − + =  −   

3 2 2 6 1 6

3 3 3 3 9
=  −  = ， 

//AB CD ，则 BDC ABD =  ，因此，
6

cos cos
9

BDC ABD =  = ； 

（2）在 ABD△ 中，由正弦定理可得
sin sin

AB BD

ADB A
=


， 

可得

3
2 6

sin 3 3
sin 2 2

3

AB A
BD

ADB



= = =


， 

在 BCD△ 中，由余弦定理可得 2 2 2 6
2 cos 9 6 2 3 6 11

9
BC BD CD BD CD BDC= + −   = + −    = ， 

因此， 11BC = . 

【点睛】方法点睛：在解三角形的问题中，若已知条件同时含有边和角，但不能直接使用正弦定理或余弦

定理得到答案，要选择“边化角”或“角化边”，变换原则如下： 

（1）若式子中含有正弦的齐次式，优先考虑正弦定理“角化边”； 

（2）若式子中含有 a、b 、 c的齐次式，优先考虑正弦定理“边化角”； 

（3）若式子中含有余弦的齐次式，优先考虑余弦定理“角化边”； 

（4）代数式变形或者三角恒等变换前置； 

（5）含有面积公式的问题，要考虑结合余弦定理求解； 

（6）同时出现两个自由角（或三个自由角）时，要用到三角形的内角和定理. 

20. 【答案】（1） 0y = ；（2）证明见解析；（3）当 0a  或 1a = 时，函数 ( )f x 有一个零点 ；当 0a  且

1a  时，函数 ( )f x 有两个零点. 
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【 分 析 】(1) 求 出 函 数 f（x） 的 导 数 ， 可 得 切 线 的 斜 率 和 切 点 ， 可 得 切 线 的 方 程 ；(2)

( ) ( )ln 1 2
1

x
f x x a x

x
= + + −

+
 ，说明 ( )f x 有可变零点即可；(3)由题意可得函数 ( )f x 的零点个数． 

【详解】（1） ( ) ( ) 2ln 1f x x x ax= + − 的定义域为{ 1}x x −  

因为 ( ) ( ) 20 0ln 0 1 0 0f a= + −  =   

所以切点的坐标为 ( )0,0  

 因为 ( ) ( )ln 1 + 2
1

x
f x x ax

x
= −

+
 +   

( ) ( )
0

0 ln 0 1 + 2 0 0
0 1

f a− = +  =
+

  

所以切线的斜率 0k = ， 

所以切线的方程为 0y =     

（2）方法一： 

令 ( ) ( ) ( )ln 1 2
1

x
g x f x x a x

x
= = + + −

+
   

( )
( )

2

1 1
+ 2

1 1
g x a

x x
= −

+


+
  

因为 1x  − 且 0a  ， 

所以
1

0
1x


+
，
( )

2

1
0

1x


+
， 2 0a−    

从而得到 ( ) 0g x  在 ( )1,− + 上恒成立  

所以 ( ) 0f x  在 ( )1,− + 上单调递增且 ( )0 0f  = ， 

所以 ( )f x 在 上递减，在 递增； 

所以 0x = 时， ( )f x 取得极小值，问题得证  

方法二： 

因为 ( ) ( )ln 1 2
1

x
f x x a x

x
= + + −

+
   

当 0a  时， 

当 0x  时， ( )ln 1 0, 0, 2 0
1

x
x a x

x
+   − 

+
，所以 ( ) 0f x       

当 0x  时，  ln( 1 0, 0, 2 0
1

x
x a x

x
+   − 

+
，所以 ( ) 0f x       

所以 ( )f x 在 上递减，在 递增； 
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所以 0x = 时，函数 ( )f x 取得极小值，问题得证. 

（3）当 0a  或 1a = 时，函数 ( )f x 有一个零点 ；  

当 0a  且 1a  时，函数 ( )f x 有两个零点. 

【点睛】本题考查函数的导数的运用：求切线的方程，确定函数的极值，考查函数的零点个数判断，以及

分类讨论思想方法，属于中档题． 

21. 【答案】（1）答案见解析.     

（2）证明见解析.    （3） 2( 1) 2mm −−  . 

【分析】（1）代入求得 1 2 3 4, , ,a a a a ， 5a ，再由已知可求得所求的值； 

（2）证明必要性：由已知有 *

1 1n nS a a+= − ， *

1 1n nS a a− = − ，两式作差，得证
*

1| | | | 1n n na a a+ − = = ；充分性：

有
*

1n n na a a+= − ，从而得
* * * *

1 2 2 1 3 2 1 1( ) ( ) ( )n n n n nS a a a a a a a a a a a+ += + ++ = − + − ++ − = − ，从而得

证； 

（3）构造数列  1: 0nb b = ，
1 1

1

1

, 1

1, 0

n n n n

n n

n n

a a a a
b a

a a

+ +

+

+

 − − =
− = 

− =
，结合（2）知， 1m mb a+ = ， 

设 2 1 3 2 1, , , m ma a a a a a+− − − 中有 k项为 0， 1m ma a k+ − = − ，分 0k = ， 1k = ，分别讨论可求得满足条

件的数列 na 的个数. 

【小问 1 详解】 

解：因为 1 2 3 4

1 1 3 1
, , ,

2 2 8 4
a a a a= = = = ， 5

5

32
a = ， 

所以
* * *

1 2 31, 1, 1a a a= = − = − ，
*

4 1a = − . 

【小问 2 详解】 

证明：必要性：对 1n = ，有 *

1 2 1S a a= − ，因此
* *

2 1 1 1| | | | | | 1a a S a− = = = ， 

对任意 *nN ，且 2n  ，有 *

1 1n nS a a+= − ， *

1 1n nS a a− = − ，两式作差，得 * *

1 1n n n nS S a a− +− = − ，即

*

1n n na a a+= − ，因此
*

1| | | | 1n n na a a+ − = = ， 

综上，对任意 *nN ，有 1| | 1n na a+ − = . 

充分性：若对任意 *nN ，有 1| | 1n na a+ − = ，则
*

1n n na a a+= − ， 

所以 

* * * *

1 2 2 1 3 2 1 1( ) ( ) ( )n n n n nS a a a a a a a a a a a+ += + ++ = − + − ++ − = − ， 

综上，“对任意 *nN ，有 *

1 1n nS a a+= − ”的充要条件是“对任意 *nN ，有 1 1n na a+ − = ”. 

【小问 3 详解】 

解：构造数列  1: 0nb b = ，
1 1

1

1

, 1

1, 0

n n n n

n n

n n

a a a a
b a

a a

+ +

+

+

 − − =
− = 

− =
， 
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则对任意1 n m  且 *nN ，有
* *

n nb a= ， 1| | 1n nb b+ − = ，结合（2）知， 

* * * * * * *

1 2 1 2 1 1 1m m m m mS a a a b b b b b b+ += + ++ = + + + = − = ，又 *

m mS a= ，因此 1m mb a+ = ， 

设 2 1 3 2 1, , , m ma a a a a a+− − − 中有 k项为 0，则 

1 1 2 1 3 2 1( ) ( ) ( )m m ma a a a a a a a+ += + − + − ++ −  

1 2 1 3 2 1( ) ( ) ( )m mb b b b b b b k+= + − + − + + − −  

1m mb k a k+= − = − ，即 1m ma a k+ − = − ， 

若 0k = ，则 1 0m ma a+ − = 与 2 1a a− ， 3 2 1, , m ma a a a+− − 中有 0 项为 0，即 0k = 矛盾，不符题意， 

若 1k = ，则 1 1m ma a+ − = − ，所以当 1 1m ma a+ − = − ， 2 1a a− ， 3 2 1, , m ma a a a+− − 中有 1 项为 0，其余

2m − 项为 1 时，数列 na 满足条件. 

2 1 3 2 1, , , m ma a a a a a −− −  − 中有一项为 0，共 1m − 种取法，其余 2m − 项每项有1或 1− 两种取法，所以满

足条件的数列 na 的个数为 2( 1) 2mm −−  . 
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