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2022北京西城高二（上）期末 

数    学 

2022.1 

本试卷共5页，150分。考试时长120分钟。考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效。考试结束后，

将本试卷和答题卡一并交回。 

第一部分（选择题 共40分） 

一、选择题共10小题，每小题4分，共40分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

（1）已知直线 l 的一个方向向量为 (1, 1)= −a ，则直线 l 的倾斜角为 

（A） 45  （B）90  

（C）120  （D）135  

（2）在空间直角坐标系Oxyz 中，点 (1, 5, 2)关于 xOy 坐标平面的对称点为 

（A） ( 1, 5, 2)−  （B） (1, 5, 2)−  

（C） (1, 5, 2)−  （D） ( 1, 5, 2)− − −  

（3）抛物线 2 2x p y= 的焦点坐标为 (0,1) ，则其准线方程为 

（A） 1x = −  （B） 1x =  

（C） 1y = −  （D） 1y =  

（4）圆 2 2

1 : 1O x y+ = 与圆 2 2

2 : ( 2) 9O x y− + = 的位置关系为 

（A）外离 （B）外切 

（C）相交 （D）内切 

（5）在 5( 2)x − 的展开式中， 4x 的系数为 

（A） 5−  （B） 10−  

（C） 5  （D）10  

（6）在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1AB BC= = ， 1 2AA = ，则直线 1AC 与平面 1 1BB C C 所成角的大小为 

（A）30  （B） 45  

（C） 60  （D）90  

（7）已知椭圆
2 2

1 2 2
: 1

x y
C

a b
+ = ，双曲线

2 2

2 2 2
: 1

x y
C

a b
− = ，其中 0a b  ．若 1C 与 2C 的焦距之比为1: 3 ，则 2C

的渐近线方程为 

（A） 2 5 0x y =  （B） 5 2 0x y =  

（C） 2 0x y =  （D） 2 0x y =  

（8）将 4 名北京冬奥会志愿者分配到花样滑冰、短道速滑和冰球3个项目进行培训，每名志愿者只分配到1个

项目，每个项目至少分配1名志愿者，则不同的分配方案共有 
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（A） 48种 （B） 36 种 

（C） 24种 （D）12种 

（9）设抛物线的顶点为原点，焦点F 在 x 轴上．过F 的直线交抛物线于点 A ，则以 AF 为直径的圆 

（A）必过原点 （B）必与 x 轴相切 

（C）必与 y 轴相切 （D）必与抛物线的准线相切 

（10）如图，某市规划在两条道路边沿 ,PM PN 之间建造一个半椭圆形状的主题公园，其中 1 2B B 为椭圆的短

轴，OA为椭圆的半长轴．已知 3kmOP = ， 1 2 2kmB B = ， 45MPN  = ．为使

OA尽可能大，其取值应为（精确到 0.1km ） 

（A） 2.9km  

（B） 2.8km  

（C） 2.7km  

（D） 2.6km  

 

第二部分（非选择题 共110 分） 

二、填空题共5小题，每小题5分，共25分。 

（11）圆心为 (1, 0)且过原点的圆的方程是___．  

（12）已知直线 1 : 1 0l ax y+ + = ， 2 : 1 0l x ay+ + = ．若 1 2l l⊥ ，则实数 a = ___．  

（13）在正三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中， 1 2AB AA= = ，则直线 1AA 与 1BC 所成角的大小为___；

直线 1AA 到平面 1 1BB C C 的距离为___．  

（14）设双曲线
2

2 1
3

x
y− = 的两个焦点是 1 2,F F ，点 P 在双曲线上，则 1 2| | | |PF PF− = ___；若 1 2F PF 为锐角，则点

P 的纵坐标的取值范围是___．  

（15）如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，过 1BD 的平面分别交 1 1,AA CC 于点 ,M N ．给出 

下列四个结论： 

① 四边形 1D MBN 一定是平行四边形； 

② 四边形 1D MBN 可能是正方形； 

③ 四边形 1D MBN 为菱形时，其面积最小；  

④ 四边形 1D MBN 为矩形时，其面积最大． 

其中所有正确结论的序号是_______． 
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三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

（16）（本小题 10 分） 

从 2 位女生， 4 位男生中选出3人参加垃圾分类宣传活动． 

（Ⅰ）共有多少种不同的选择方法？ 

（Ⅱ）如果至少有1位女生入选，共有多少种不同的选择方法？ 

 

 

 

 

 

（17）（本小题 15 分） 

如图，在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 3AB = ， 1 2AD AA= = ，点 E 在 AB 上，且 1AE = ． 

（Ⅰ）求直线 1A E 与 1BC 所成角的余弦值； 

（Ⅱ）求二面角 1A EC D− − 的余弦值． 

 

 

 

 

 

（18）（本小题 15 分） 

已知椭圆
2 2

2 2
: 1 ( 0)

x y
C a b

a b
+ =   的一个顶点为 (0,1)P ，且离心率为

3

2
． 

（Ⅰ）求椭圆C 的方程； 

（Ⅱ）直线 :l y x m= + 与椭圆C 交于 ,A B 两点，且 | | | |PA PB= ，求m 的值． 

 

 

 

 

（19）（本小题 15 分） 

设 ,A B 为两定点， 2AB = ，曲线C 是到点 A的距离与到点 B 的距离之比为定值 ( 0)   的点组成的集合． 

（Ⅰ）判断 AB 的中点是否在曲线C 上； 

（Ⅱ）建立适当的平面直角坐标系，求曲线C 的方程，并讨论曲线C 的形状． 
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（20）（本小题 15 分） 

如图，在四棱锥 P ABCD− 中， PD ⊥平面 ABCD ，底面 ABCD 为平行四边形， 120ADC  = ， 2PD AD= = ．点M

在 PB 上，且 PB ⊥平面 ACM ． 

（Ⅰ）证明： AC BD⊥ ； 

（Ⅱ）求
PM

PB
的值；  

（Ⅲ）求点 M 到平面 PAD 的距离． 

 

 

 

 

（21）（本小题 15 分） 

已知椭圆
2

2: 1
4

x
C y+ = ，过点 (1,0)P 的直线 l 交椭圆C 于 ,M N 两点．  

（Ⅰ）证明： | | 3MN ≥ ； 

（Ⅱ）已知两点 1 2( 2,0), (2,0)A A− ．记直线 1A M 的斜率为 1k ，直线 2A N 的斜率为 2k ，求 1

2

k

k
的值． 
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2022北京西城高二（上）期末数学 

参考答案 

一、选择题（共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分） 

（1）D （2）C  （3）C （4）D （5）B 

（6）A （7）A （8）B （9）C  （10）B 

二、填空题（共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

（11） 2 2( 1) 1x y− + =   （12） 0  

（13） 45    3   （14） 2 3    
1 1

( , ) ( , )
2 2

− − +  

（15）①③④ 

注：（13）、（14）题第一空 3 分，第二空 2 分；（15）题少解给 3 分，有错解不给分。 

三、解答题（共 6 小题，共 85 分） 

（16）（共 10 分） 

解：（Ⅰ）从 2 位女生， 4 位男生中选出3人参加垃圾分类宣传活动， 

选择方法数为 3
6C 20= ．………5 分 

（Ⅱ）没有女生入选的选择方法数为 3
4C 4= ，………8 分 

所以至少有1位女生入选的选择方法数为 20 4 16− = ．………10 分 

（17）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）以 D 为原点， 1, ,DA DC DD 的方向分别为 x 轴、 y 轴、 z 轴正方向，建立如图 

所示的空间直角坐标系．………1 分 

则 1(2,0, 2)A ， (2,1, 0)E ， (2, 3, 0)B ， (0, 3, 0)C ， 1(0, 3, 2)C ． 

所以 1 (0,1, 2)A E = − ， 1 ( 2, 0, 2)BC = − ．………4 分 

所以 1 1
1 1

1 1

10
cos ,

5| || |

A E BC
A E BC

A E BC


  = = ．………7 分 

所以直线 1A E 与 1BC 所成角的余弦值为
10

5
． 

（Ⅱ）因为 ( 2, 2, 0)EC = − ． 

设平面 1A EC 的法向量为 ( , , )x y z=m ，则 

1 0,

0,

A E

EC

  =


 =

m

m
 即

2 0,

2 2 0.

y z

x y

− =

− + =

………9 分 

令 2y = ，则 2, 1x z= = ． 

于是 (2,2,1)=m ．………11 分 

显然 1 (0, 0, 2)DD = 是平面 ABCD 的一个法向量．………12 分 
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因为 1
1

1

1
cos ,

3| || |

DD
DD

DD


  = =

m
m

m
，………15 分 

所以二面角 1A EC D− − 的余弦值为
1

3
． 

（18）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）设椭圆的半焦距为 c ．

 

由题意得

2 2 2

1,

3
,

2

,

b

c

a

a b c

=



=

 = +

………3 分 

解得 2a = ．………4 分 

所以椭圆C 的方程为
2

2 1
4

x
y+ = ．………5 分 

（Ⅱ）由 2
2

,

1
4

y x m

x
y

= +



+ =


得 2 25 8 4( 1) 0x mx m+ + − = ．………7 分 

由 2 2(8 ) 4 5 4( 1) 0m m = −   −  ，解得 5 5m−   ．………8 分 

设
1 1( , )A x y ，

2 2( , )B x y ，则 1 2

8

5

m
x x+ = − ．………9 分 

设线段 AB 的中点为 D ， 

则 1 2 4

2 5
D

x x m
x

+
= = − ，

5
D D

m
y x m= + = ．………11 分 

“ | | | |PA PB= ”等价于“ PD AB⊥ ”．………12 分 

所以
1

5 1
4

5

m

m

−

= − ．………14 分 

解得
5

3
m = − ，符合题意．………15 分 

所以
5

3
m = − ． 

（19）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）设 AB 的中点为O ，则 1
OA

OB
= ．………2 分 

所以当 1 = 时，点O 在曲线C 上；………3 分 

当 1  时，点O 不在曲线C 上．………4 分 

（Ⅱ）以点 ,A B 所在的直线为 x 轴，线段 AB 的垂直平分线为 y 轴，建立直角坐标系． 

所以 ( 1,0), (1,0)A B− ．………6 分 

设曲线C 上任意一点为 ( , )P x y ，由题意知
| |

| |

PA

PB
= ．………7 分 
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所以
2 2

2 2

( 1)

( 1)

x y

x y


+ +
=

− +
．………8 分 

整理得 2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) 2(1 ) (1 ) 0x y x   − + − + + + − = ．………10 分 

经检验，曲线C 的方程为 2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) 2(1 ) (1 ) 0x y x   − + − + + + − = ． 

当 1 = 时，曲线C 的方程化为 0x = ．………11 分 

所以曲线C 的形状是直线．………12 分 

当 1  时，曲线C 的方程化为
2 2

2 2

2 2 2

1 4
( )

1 (1 )
x y

 

 

+
+ + =

− −
．………14 分 

所以曲线C 的形状是以
2

2

1
( ,0)

1





+
−

−
为圆心,

2

2

1



−
为半径的圆．………15 分 

（20）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）因为 PB ⊥平面 ACM ， 

所以 PB AC⊥ ．………1 分 

因为 PD ⊥平面 ABCD ， 

所以 PD AC⊥ ．………2 分 

所以 AC ⊥平面 PBD ．………3 分 

所以 AC BD⊥ ．………4 分 

（Ⅱ）取 AB 中点 N ，连接 DN ． 

由（Ⅰ）得四边形 ABCD 为菱形， 

所以 AB AD= ． 

因为 120ADC = ， 

所以 DN DC⊥ ．………5 分 

因为 , ,DP DN DC 两两互相垂直， 

以 D 为原点， , ,DN DC DP的方向分别为 x 轴、 y 轴、 z 轴正方向，建立如图 

所示的空间直角坐标系．………6 分 

则 (0,0, 0)D ， ( 3, 1, 0)A − ， ( 3,1, 0)B ， (0, 0, 2)P ． 

所以 ( 3,1, 2)PB = − ． 

设 ( 3 , , 2 )PM PB   = = − ，其中 0 1≤ ≤ ．………7 分 

所以 ( 3+ 3 ,1+ ,2 2 )AM AP PM   = + = − − ．………8 分 

因为 PB ⊥平面 ACM ， 

所以 PB AM⊥ ，即 0PB AM = ．………9 分 

所以 3+3 (1+ ) (4 4) 0  − + + − = ． 

解得
3

4
 = ，即

3

4

PM

PB
= ．………10 分 

（Ⅲ）由（Ⅱ）得
3 7 1

( , , )
4 4 2

AM = − ．………11 分 
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因为 ( 3, 1, 0)DA = − ， (0, 0,2)DP = ． 

设平面 ADP的法向量为 ( , , )x y z=m ，则 

0,

0,

DA

DP

  =


 =

m

m
 即

3 0,

0.

x y

z

 − =


=
 

令 1x = ，则 3y = ，于是 (1, 3,0)=m ．………13 分 

所以点 M 到平面 PAD 的距离为
| | 3 3

4

AM 
=

m

| m |
．………15 分 

（21）（共 15 分） 

解：（Ⅰ）①当直线 l 的斜率不存在时，
3 3

(1, ), (1, )
2 2

M N − ，或
3 3

(1, ), (1, )
2 2

M N− ． 

此时 | | 3MN = ．………1 分 

②当直线 l 的斜率存在时，设其方程为 ( 1)y k x= − ． 

由 2
2

( 1),

1,
4

y k x

x
y

= −



+ =


得 2 2 2 2(1 4 ) 8 4 4 0k x k x k+ − + − = ．………3 分 

设
1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y ， 

则

2

1 2 2

2

1 2 2

8
,

1 4

4 4
.

1 4

k
x x

k

k
x x

k


+ =

 +


− =
 +

………5 分 

所以 2 2

1 2 1 2| | ( ) ( )MN x x y y= − + −  

2 2

1 2 1 21 ( ) 4k x x x x= +  + −  

4 2

2

4 3 4 1

1 4

k k

k

+ +
=

+
．………7 分 

设 21 4m k= + ，则 1m≥ ． 

所以
2 2 23( 1) 16 3 10 3 3

| | 3
m m m m m

MN
m m m

− + + +
= =  = ．………8 分 

综上 | | 3MN ≥ ． 

（Ⅱ）当直线 l 的斜率不存在时，
3 3

(1, ), (1, )
2 2

M N − ，或
3 3

(1, ), (1, )
2 2

M N− ， 

此时都有 1

2

1

3

k

k
= ．………9 分 

直线 1A M 的斜率为 1
1

1 2

y
k

x
=

+
，直线 2A N 的斜率为 2

2

2 2

y
k

x
=

−
．………11 分 

法一： 1 1 2

2 2 1

( 2)

( 2)

k y x

k y x

−
=

+
 

1 2

2 1

( 1)( 2)

( 1)( 2)

x x

x x

− −
=

− +
………12 分 
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1 2 1 2 2

1 2 1 2 2

2( ) 2

( ) 3 2

x x x x x

x x x x x

− + + +
=

− + + −
………13 分

 

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

(4 4) 2 8 (1 4 ) 2(1 4 )

(4 4) 8 3(1 4 ) 2(1 4 )

k k k x k

k k k x k

− −  + + + +
=

− − + + − +  

2 2

2

2 2

2

2(1 2 ) (1 4 )

6(1 2 ) 3(1 4 )

k k x

k k x

− + + +
=
− + + +

1

3
= ．………15 分 

法二：
2 2 2

1 1 2

2 2 2

2 2 1

( 2)

( 2)

k y x

k y x

−
=

+
 

2 2

1 2

2 2

2 1

(4 )( 2)

(4 )( 2)

x x

x x

− −
=

− +
………12 分 

1 2

1 2

(2 )(2 )

(2 )(2 )

x x

x x

− −
=

+ +
 

1 2 1 2

1 2 1 2

2( ) 4

+2( ) 4

x x x x

x x x x

− + +
=

+ +
………13 分 

2 2 2

2 2 2

(4 4) 2 8 4(1 4 )

(4 4) 2 8 4(1 4 )

k k k

k k k

− −  + +
=

− +  + +

1

9
= ．………14 分 

又 1 1 2

2 2 1

( 2)
0

( 2)

k y x

k y x

−
= 

+
， 

所以 1

2

1

3

k

k
= ．………15 分 

综上， 1

2

1

3

k

k
= ． 
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