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育英学校 2024 届高三年级统一练习（一） 

数        学 

第一部分    选择题（共 40 分） 

一、选择题．（每小题 4 分，共 40 分） 

1. 已知集合 {0, }, { | 1 2}A a B x x= = − < < ，且 A B⊆ ，则 a可以是（    ） 

A. 1−  B. 0  C. 1 D. 2  

【答案】C 

【解析】 

【分析】由 A B⊆ 先求出 a< <-1 2且 0a ≠ ，对照四个选项即可得到答案. 

【详解】解：因为 A B⊆ ，且集合 { }0, , { | 1 2}A a B x x= = − < < ， 

所以 a< <-1 2且 0a ≠ ， 

根据选项情况，由此可以判定只能选择 C． 

故选：C 

2. 
101 x

x
 − 
 

的展开式中 4x 的系数是（    ） 

A. 210−  B. 120−  C. 120  D. 210  

【答案】B 

【解析】 

【分析】先写出展开式通项，然后令 x 的指数部分为 4 ，由此求解出 r 的值，则 4x 项的系数可求. 

【详解】由二项展开式知其通项为 ( ) ( )
10

2 10
1 10 10

1 1
r

r rr r r
rT C x C x

x

−
−

+
 = − = − 
 

， 

令2 10 4r − = ，解得 7r = . 

所以 4x 的系数为 ( )7 7
101 120C− = − . 

故选：B. 

3. 已知双曲线 C：
2 2

2 2 1x y
a b

− = 的一条渐近线的倾斜角为60°，且与椭圆
2

2 1
5
x y+ = 有相等的焦距，则 C

的方程为     （ ） 
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A. 
2

2 1
3
x y− =  B. 

2 2

1
9 3
x y

− =  C. 
2

2 1
3
yx − =  D. 

2 2

1
3 9
x y

− =  

【答案】C 

【解析】 

【分析】 

根据题意，由双曲线的方程分析可得其渐近线方程，分析可得有 3b
a
= ，即 3b a= ，求出椭圆的半焦距，

分析可得 2 2 4a b+ = ，解可得 2a 、 2b 的值，将 2a 、 2b 的值代入双曲线的方程，即可得答案． 

【详解】解：根据题意，双曲线 C：
2 2

2 2 1x y
a b

− = 的焦点在 x 轴上，其渐近线方程为
by x
a

= ± ， 

若其一条渐近线的倾斜角为60°，则该渐近线的方程为 3y x= ， 

则有 3b
a
= ，即 3b a= ， 

椭圆
2

2 1
5
x y+ = 中， 2 5 1 4c = − = ， 

若双曲线与椭圆有相等的焦距，则有 2 2 4a b+ = ， 

解可得 2 1a = ， 2 3b = ， 

则双曲线的方程为
2

2 1
3
yx − = ； 

故选：C． 

【点睛】本题考查双曲线、椭圆的几何性质，注意分析双曲线的焦点位置，属于基础题． 

4. 若 0a b< < ，则下列不等式中正确的是（    ） 

A. 2 2b a<  B. 1 1
a b<  C. 1b

a
>  D. a b− < −  

【答案】A 

【解析】 

【分析】利用作差法判断 A，举反例排除 BCD. 

【详解】对于 A，因为 0a b< < ，所以 0, 0b a b a− > + < ， 

所以 ( )( )2 2 0b ba b a a− = − + < ，则 2 2b a< ，故 A 正确； 
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对于 B，取 2, 1a b= − = − ，满足 0a b< < ，但
1 1 11

2a b
= − > − = ，故 B 错误； 

对于 C，取 2, 1a b= − = − ，满足 0a b< < ，但
1 1
2

b
a
= < ，故 C 错误； 

对于 D，取 2, 1a b= − = − ，满足 0a b< < ，但 2 1a b− = > = − ，故 D 错误. 

故选：A. 

5. 函数 ( ) 2

πsin 12
1 2

x

f x
x x

= −
+

的零点个数为（   ） 

A. 0  B. 1 C. 2  D. 4  

【答案】C 

【解析】 

【分析】由 ( ) 0f x = 可得
π 12sin
2
x x

x
= + ，作出函数

π2sin
2
xy = 与函数

1y x
x

= + 的图象，结合基本不等

式可得出函数 ( )f x 的零点个数. 

【详解】函数 ( )f x 的定义域为{ }0x x ≠ ，由 ( ) 0f x = 可得
π 12sin
2
x x

x
= + ， 

当 0x > 时，由基本不等式可得
1 12 2x x
x x

+ ≥ ⋅ = ，当且仅当 1x = 时，等号成立， 

且 1x = 满足方程
π 12sin
2
x x

x
= + ； 

当 0x < 时，由基本不等式可得 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 12 2x x x
x x x

 
+ = − − + ≤ − − ⋅ = − − − 

，当且仅当 = 1x − 时，等

号成立， 

且 = 1x − 也满足方程
π 12sin
2
x x

x
= + . 

作出函数
π2sin
2
xy = 与对勾函数

1y x
x

= + 的图象如下图所示： 
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由图可知，函数
π2sin
2
xy = 与函数

1y x
x

= + 的图象有 2 个公共点， 

因此，函数 ( )f x 的零点个数为 2 . 

故选：C. 

6. 以抛物线 C 的顶点为圆心的圆交 C 于 A、B 两点，交 C 的准线于 D、E 两点.已知|AB|=4 2 ，|DE|=

2 5 ，则 C 的焦点到准线的距离为                                  

A. 8 B. 6 C. 4 D. 2 

【答案】C 

【解析】 

【详解】试题分析：如图，设抛物线方程为 2 2y px= ， ,AB DE 交 x 轴于 ,C F 点，则 2 2AC = ，即A

点纵坐标为 2 2 ，则A 点横坐标为
4
p
，即

4OC
p

= ，由勾股定理知 2 2 2 2DF OF DO r+ = = ，

2 2 2 2AC OC AO r+ = = ，即
2 2 2 24( 5) ( ) (2 2) ( )

2
p

p
+ = + ，解得 4p = ，即C 的焦点到准线的距离为

4，故选 C. 

考点：抛物线的性质. 
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7. 已知 , ,i j k
  

为共面的三个单位向量，且 i j⊥
 

，则 ( ) ( )i k j k+ ⋅ +
   

的取值范围是（    ） 

A. [－3，3] B. [－2，2] 

C. 2 1, 2 1 − +   D. 1 2,1 2 − +   

【答案】D 

【解析】 

【分析】 

先由数量积的运算律及条件化简 ( ) ( )i k j k+ ⋅ +
   

=  ( ) 1i j k+ ⋅ +
  

，再由数量积的定义将 ( )i j k+ ⋅
  

| | | | cos ,i j k i j k= + ⋅ ⋅ < + >
     

，再化简结合余弦函数的值域求得答案. 

【详解】由 i j⊥
 

得 0i j⋅ =
 

， , ,i j k
  

为共面的三个单位向量, 

则
2 2

| | 2 2i j i j i j+ = + + ⋅ =
     

， 

则 ( ) ( )i k j k+ ⋅ +
    2

( )i j i j k k= ⋅ + + ⋅ +
     

( ) 1i j k= + ⋅ +
  

   

| | | | cos , 1i j k i j k= + ⋅ ⋅ < + > +
     

2 cos , 1i j k= < + > +
  

 

由 1 cos , 1i j k− ≤ < + >≤
  

，则 ( ) ( )i k j k+ ⋅ +
   

的取值范围是 1 2,1 2 − +  .  

故选：D. 

【点睛】本题考查了平面向量数量积的定义与运算，向量垂直的应用，余弦函数的值域，属于中档题. 

8. 已知函数 ( ) sin ( 0)f x xω ω= > ，则“函数 ( )f x 的图象经过点（
4
π

，1）”是“函数 ( )f x 的图象经过点

（ ,0
2
π

）”的 

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件 

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件 

【答案】A 

【解析】 

【分析】 

先由 ( )f x 的图象经过点
π 1
4

 
 
 

， 求出ω；再由 ( )f x 的图象经过点 ,0
2
π 
 
 

求出ω，根据充分条件与必要条

件的概念，即可得出结果. 
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【详解】函数 ( )f x 的图象经过点（
4
π

，1）时，有 sin 1
4
π ω = ，所以， 2

4 2
k k Z，

π πω π= + ∈ ， 

因为 0ω > ，所以 2 8kω = + ， ,k N∈ 函数为： ( ) ( )sin 2 8f x k x= + ， k N∈  

当
2

x π
= 时， ( ) ( )sin 2 8 sin 4 0

2 2
f k kπ π π π  = + × = + = 
 

，所以，充分性成立； 

当函数 ( )f x 的图象经过点（ ,0
2
π

）时， sin 0
2
π ω = ，所以，  ,

2
k k Zπ ω π= ∈ ，即 2kω = ,  k Z∈ ，

( ) sin2 ( 0, )f x kx k k Z= > ∈ ， 

当
4

x π
= 时， sin 2 sin

4 4 2
kf kπ π π   = × =   

   
不一定等于 1，所以，必要性不成立． 

故选 A 

【点睛】本题主要考查充分条件与必要条件 判定，熟记概念即可，属于常考题型. 

9. 设 0 1p< < ，随机变量ξ 的分布列如图，则当 p 在 ( )0,1 内增大时， 

ξ  0  1 2  

P  
1

2
p−

 1
2  

2
p

 

 

A. ( )D ξ 减小 B. ( )D ξ 增大 

C. ( )D ξ 先减小后增大 D. ( )D ξ 先增大后减小 

【答案】D 

【解析】 

【分析】先求数学期望，再求方差，最后根据方差函数确定单调性. 

【详解】
1 1 1( ) 0 1 2

2 2 2 2
p pE pξ −

= × + × + × = + ， 

2 2 2 21 1 1 1 1 1( ) (0 ) (1 ) (2 )
2 2 2 2 2 2 4

p pD p p p p pξ −
∴ = − − + − − + − − = − + + ， 

1 (0,1)
2
∈ ，∴ ( )D ξ 先增后减，因此选 D. 

【点睛】
2 2 2

1 1 1

( ) , ( ) ( ( )) ( ).
n n n

i i i i i i
i i i

E x p D x E p x p Eξ ξ ξ ξ
= = =

= = − = −∑ ∑ ∑  

10. 点 P 从 O 点出发，按逆时针方向沿周长为 l 的图形运动一周，O､P 两点的距离 y 与点 P 所走路程 x 的

函数关系如图所示，那么点 P 所走的图形是（    ） 

的
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A.  B.  

C.  D.  

【答案】C 

【解析】 

【分析】认真观察函数的图象，根据其运动特点，采用排除法，即可求解. 

【详解】观察函数的运动图象，可以发现两个显著特点： 

①点 P 运动到周长的一半时，OP 最大；②点 P 的运动图象是抛物线， 

设点M 为周长的一半，如下图所示： 

图 1 中，因为OM OP≤ ，不符合条件①，因此排除选项 A； 

图 4 中，由OM OP≤ ，不符合条件①，并且OP 的距离不是对称变化的，因此排除选项 D； 

另外，在图 2 中，当点 P 在线段OA上运动时，此时 y x= ，其图象是一条线段，不符合条件②，因此排

除选项 B. 

 

故选：C 

 

第二部分    非选择题（共 110 分） 

二、填空题．（每小题 5 分，共 25 分） 

11. 设{ }na 是等差数列，且 1 1a = ， 1 3 6a a+ = ，则数列{ }na 的通项公式为_____． 

【答案】 2 1na n= −  
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【解析】 

【分析】由 1 1a = ， 1 3 6a a+ = ，可求出 3a ，再求出公差，从而可求出数列{ }na 的通项公式. 

【详解】由题意，等差数列{ }na 中， 1 1a = ， 1 3 6a a+ = ， 

所以 3 5a = ，公差 ( )3 1
1 2
2

d a a= − = ，所以 2 1na n= − . 

故答案为： 2 1na n= − . 

12. 已知不等式|x－m|<1 成立 充分不必要条件是
1 1
3 2

x< < ，则 m 的取值范围是________ 

【答案】
1 4[ , ]
2 3

−  

【解析】 

【分析】先求出不等式的解集 B ，又设
1 1{ | }
3 2

A x x= < < ，则A 是 B 的真子集，再求得m 的取值范围. 

【详解】由不等式|x－m|<1，得 1 1m x m− + < < + ，即其解集 { | 1 1}B x m x m= − + < < + ， 

又设
1 1{ | }
3 2

A x x= < < ，由已知知A 是 B 的真子集， 

得

11
3

11
2

m

m

− + ≤

 + ≥


（等号不同时成立） ，得
1 4
2 3

m− ≤ ≤ . 

故答案为：
1 4[ , ]
2 3

−  

【点睛】本题考查了不等式的解法，考查了将充分不必要条件转化为集合的包含关系，属于基础题. 

13. 椭圆
2 2

1 2: 1
4
x yC

b
+ = 与曲线 2C 关于直线 y x= − 对称， 1C 与 2C 分别在第一、二、三、四象限交于点

1 2 3 4, , ,P P P P ．若四边形 1 2 3 4PP P P 的面积为 4，则点 1P 的坐标为____， 1C 的离心率为____． 

【答案】    ①. (1,1)     ②. 6
3

##
1 6
3

 

【解析】 

【分析】根据题意求得曲线
2 2

2 2: 1
4
y xC

b
+ = ，联立方程组求得

2 4
3

b = ，得到点 1P 的坐标，结合离心率的定

义，即可求解. 

【详解】在椭圆
2 2

1 2: 1
4
x yC

b
+ = 中，取 ,x y y x= − = − ，可得曲线

2 2

2 2: 1
4
y xC

b
+ = ， 

的
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联立方程组

2 2

2

2 2

2

1
4

1
4

x y
b

y x
b


+ =


 + =

，解得
2

2 2
2

4
4

bx y
b

= =
+

， 

因为四边形 1 2 3 4PP P P 的面积为 4 ，所以 24 4x = ，即
2

2

4 1
4

b
b

=
+

，解得
2 4

3
b = ， 

所以 2 2 1x y= = ， 

因为点 1P 位于第一象限，所以点 1P 的坐标为 1(1,1)P ， 

由 2 4a = ，可得 2a = ，则 2 2 2 6
3

c a b= − = ， 

所以椭圆的离心率为
6

3
ce
a

= = . 

故答案为： (1,1) ； 6
3

. 

14. 已知函数 ( )
2 2 ,
4,

x x x m
f x

x x m
− − ≤

= 
− >

. 

①当 m＝0 时，函数 ( )f x 的零点个数为__________. 

②如果函数 ( )f x 恰有两个零点，那么实数 m 的取值范围为__________. 

【答案】    ①. 3    ②. 2 0m− ≤ < 或 4m ≥ . 

【解析】 

【分析】①分段解方程求零点，即得结果，②根据①中零点分类讨论，确定满足条件的实数 m 的取值范围. 

【详解】①当 m＝0 时，由 2

0 0
2 0 4 0

x x
x x x

≤ > 
 − − = − = 

或 得 0 2 4x x x= = − =或 或 ，共 3 个零点； 

②当 2m < − 时， 函数 ( )f x 只有一个零点： 4x = ， 

当 2 0m− ≤ < 时， 函数 ( )f x 有两个零点： 0 4x x= =， ， 

当0 4m≤ < 时， 函数 ( )f x 有三个零点： 2, 0 4x x x= − = =， ， 

当 4m ≥ 时， 函数 ( )f x 有两个零点： 2, 0x x= − = ， 

综上，满足条件的实数 m 的取值范围为 2 0m− ≤ < 或 4m ≥ . 

【点睛】本题利用数形结合法研究零点问题：先对解析式变形，在同一平面直角坐标系中，画出函数的图
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象，然后数形结合求解． 

15. 已知函数 ( ) e ex xf x −= − ，下列命题正确的有_______．（写出所有正确命题的编号） 

① ( )f x 是奇函数； 

② ( )f x 在 R 上是单调递增函数； 

③方程 2( ) 2f x x x= + 有且仅有 1 个实数根； 

④如果对任意 (0 )x∈ +∞， ，都有 ( )f x kx> ，那么 k 的最大值为 2. 

【答案】①②④ 

【解析】 

【详解】 根据题意，依次分析四个命题： 

对于①中， ( ) x xf x e e−= − ，定义域是 R ，且 ( ) ( ) ( ),x xf x e e f x f x−− = − = − 是奇函数，所以是正确

的； 

对于②中，若 ( ) x xf x e e−= − ，则 ( ) 0x xf x e e−= + >′ ，所以 ( )f x 的 R 递增，所以是正确的； 

对于③中， ( ) 2 2f x x x= + ，令 ( ) 2 2x xg x e e x x−= − − − ， 

令 0x = 可得， ( )0 0g = ，即方程 ( ) 2 2f x x x= + 有一根 0x = ， 

( ) ( )3 4
3 4

1 13 13 0, 4 20 0g e g e
e e

= − − = − − ，则方程 ( ) 2 2f x x x= + 有一根 (3, 4) 之间， 

 所以是错误的； 

对于④中，如果对于任意 (0, )x∈ +∞ ，都有 ( )f x kx> ，即 0x xe e kx−− − > 恒成立， 

令 ( ) x xh x e e kx−= − − ，且 ( )0 0h = ， 

若 ( ) 0h x > 恒成立，则必有 ( ) 0x xh x e e k−′ = + − > 恒成立， 

若 0x xe e k−+ − > ，即
1x x x

xk e e e
e

−< + = + 恒成立， 

而
1 2x

xe
e

+ ≥ ，若有 2k < ，所以是正确的，综上可得①②④正确. 

三、简答题．（共 85 分） 

16. 如图,棱锥 P ABCD− 的底面 ABCD是矩形， PA ⊥平面 ABCD， 2PA AD= = , 2 2BD = . 
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（1）求证: BD ⊥平面 PAC ; 

（2）求二面角 P CD B− − 的大小; 

（3）求点C 到平面 PBD 的距离. 

【答案】（1）证明见解析；     

（2）
4
π

     

（3） 2 3
3

 

【解析】 

【分析】（1）先证明 ABCD为正方形,可得 BD AC⊥ ,由 PA ⊥平面 ABCD , BD⊂ 平面 ABCD ,可得

BD PA⊥ ，利用线面垂直的判定定理可得结果； 

（2）先证CD PD⊥ ，即得 PDA∠ 为二面角 P CD B− − 的平面角. 

（3）根据等体积法即可求得点C 到平面 PBD 的距离. 

【小问 1 详解】 

在Rt BAD 中, 2AD = , 2 2BD = , 

∴ 2AB = ，∴底面 ABCD为正方形, 

因此 BD AC⊥ , 

∵ PA ⊥平面 ABCD , BD⊂ 平面 ABCD , 

∴ BD PA⊥ . 

又∵ PA AC A= , ,PA AC ⊂平面 PAC ， 

∴ BD ⊥平面 PAC . 

【小问 2 详解】 

因为 PA ⊥平面 ABCD， 

所以 AD 为 PD在平面 ABCD上的射影. 

又CD AD⊥ , CD PA⊥ ， 
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AD PA A∩ = ， ,AD PA⊂平面 PAD ， 

∴CD ⊥平面 PAD ，而 PD ⊂平面 PAD ， 

所以CD PD⊥ ， 

∴ PDA∠ 为二面角 P CD B− − 的平面角. 

又∵ PA AD= ,∴
4

PDA π
∠ = . 

即二面角 P CD B− − 的大小为
4
π

. 

【小问 3 详解】 

∵ 2PA AB AD= = = , 

∴ 2 2PB PD BD= = = , 

所以
1 32 2 2 2 2 3
2 2PBDS = × × × =

， 

1 2 2 2
2BCDS = × × = ， 

设C 到平面 PBD 的距离为d , 

由 P BCD C PBDV V− −= , 

有
1 1
3 3BCD PBDS PA S d⋅ ⋅ = ⋅ ⋅△ △ ，解得得

2 3
3

d = . 

即求点C 到平面 PBD 的距离为
2 3

3
 

17. 已知函数 ( ) 4 cos sin( )
6

f x a x x π
= − ，且 ( ) 1

3
f π

= .        

(Ⅰ) 求a的值及 ( )f x 的最小正周期； 

(Ⅱ) 若 ( )f x 在区间[0, ]m 上单调递增，求m 的最大值. 

【答案】（Ⅰ） 1a = ,最小正周期为π ；（Ⅱ）
3
π
. 

【解析】 

【分析】(Ⅰ)由题意首先确定 a 的值，然后整理函数的解析式为 ( ) ( )sinf x A x bω ϕ= + + 的形式即可确定

函数的最小正周期； 

(Ⅱ)结合题中所给的区间[0, ]m 和(Ⅰ)中确定的函数解析式得到关于 m 的不等式，求解不等式即可确定 m

的最大值. 
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【详解】（Ⅰ）由已知 ( ) 1
3

f π
= ，得

1 14 1
2 2

a× × = ，解得 1a = . 

( ) 4cos sin( )
6

f x x x π
= −  

3 14cos ( sin cos )
2 2

x x x= −  

22 3 sin cos 2cosx x x= −  

3 sin 2 cos 2 1x x= − −  

2sin(2 ) 1
6

x π
= − −  

所以 ( ) 2sin(2 ) 1
6

f x x π
= − − 的最小正周期为π . 

（Ⅱ）由（Ⅰ）知 ( ) 2sin(2 ) 1.
6

f x x π
= − −  

当 [0, ]x m∈ 时， 2 [ , 2 ] ,
6 6 6

x mπ π π
− ∈ − −  

若 ( )f x 区间[0, ]m 上单调递增， 

则有 2
6 2

m π π
− ≤ ，即

3
m π
≤ . 

所以m 的最大值为
3
π . 

【点睛】本题主要考查三角函数解析式 化简，三角函数的单调性，三角函数最小正周期的求解等知识，

意在考查学生的转化能力和计算求解能力. 

18. 某学校为了解学生的体质健康状况，对高一、高二两个年级的学生进行体质健康测试．现从两个年级学

生中各随机抽取 20 人，将他们的测试数据用茎叶图表示如下： 

高一  高二 

  6 4 3 9 0 5 8  

 9 6 2 3 8 1 4 5 8 

9 8 5 2 1 7 2 3 3 9 

9 7 7 6 4 6 4 5 7 8 

  8 3 0 5 0 2 6  

     4 0 2   

《国家学生体质健康标准》的等级标准如下表．规定：测试数据≥60，体质健康为合格． 

在

的
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等级 优秀 良好 及格 不及格 

测试数据 [90，100] [80，89] [60，79] [0，59] 

 

（1）从该校高二年级学生中随机抽取一名学生，试估计这名学生体质健康合格的概率； 

（2）从两个年级等级为优秀的样本中各随机选取一名学生，求选取的两名学生的测试数据平均数大于 95

的概率； 

（3）设该校高一学生测试数据的平均数和方差分别为 2
1 1,x s ，高二学生测试数据的平均数和方差分别为

2
2 2,x s ，试比较 1x 与 2x 、

2
1s 与

2
2s 的大小．（只需写出结论） 

【答案】（1）
3
4

     

（2）
4
9

     

（3） 2
1 2

2
2 1,x x s s> <  

【解析】 

【分析】（1）根据古典概型的概率公式即可求得答案； 

（2）利用列举法，结合古典概型的概率公式，即可求得答案； 

（3）结合茎叶图中数据即可判断出结论. 

【小问 1 详解】 

由茎叶图可知高二学生样本中体质健康合格的人数为3 4 4 4 15+ + + = ， 

故样本中学生体质健康合格的频率为
15 3
20 4

= ， 

故从该校高二年级学生中随机抽取一名学生，估计这名学生体质健康合格的概率为
3
4
. 

【小问 2 详解】 

设高一年级样本中测试数据为93,94,96的三名学生分别为 1 2 3, ,a a a ， 

高一年级样本中测试数据为90,95,98的三名学生分别为 1 2 3, ,b b b ， 

学 区 的 2 名 学 生 构 成 的 基 本 事 件 共 有

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3 3, , , , , , , , , , , , , , , , ,a b a b a b a b a b a b a b a b a b ，共 9 个， 

其中两名学生的测试数据平均数大于 95 的有 ( ) ( ) ( )1 3 2 3 3 2 3 3, , , , , ,( , )a b a b a b a b ，共 4 个， 

故选取的两名学生的测试数据平均数大于 95 的概率为
4
9

. 
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【小问 3 详解】 

由茎叶图中相应分数段内数据可看出高一学生测试数据的平均数要大于高二学生测试数据的平均数， 

高一学生的测试数据比高二学生的测试数据更为集中，因此高一学生测试数据的方差要小于高二学生测试

数据的方差， 

故 2
1 2

2
2 1,x x s s> < . 

19. 已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

+ = > > 的离心率为
2

2
，以椭圆C 的任意三个顶点为顶点的三角形的面

积是 2 2 ． 

（1）求椭圆C 方程； 

（2）设A 是椭圆C 的右顶点，点 B 在 x 轴上．若椭圆C 上存在点 P ，使得 90APB∠ = ，求点 B 横坐标

的取值范围． 

【答案】（1）
2 2

1
4 2
x y

+ = ；（2） ( 2,0)−  

【解析】 

【分析】（1）依题意得
2

2
c
a
= ， 2 2ab = ，结合 2 2 2a b c= + 解得 ,a b，即可得椭圆C 的方程； 

（2）“椭圆C 上存在点 P ，使得 90APB∠ =  ”等价于“存在不是椭圆左、右顶点的点 P ，使得 0PA PB =
 



成立”，设出点 B 坐标，结合椭圆范围，即可解得点 B 横坐标的取值范围． 

【详解】（1）设椭圆C 的半焦距为 c．依题意，得
2

2
c
a
= ， 2 2ab = ，且 2 2 2a b c= + ． 

解得 2a = ， 2b = ． 

所以椭圆C 的方程为
2 2

1
4 2
x y

+ = ． 

（2）“椭圆C 上存在点 P ，使得 90APB∠ =  ”等价于“存在不是椭圆左、右顶点的点 P ，使得𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ · 𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ = 0

成立”． 

由题知 ( )2,0A ． 

设 ( ),0B t ， ( ),P m n ，则 2 22 4m n+ = ， (2 , ), ( , )PA m n PB t m n= − − = − −
 

 

由𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ · 𝑃𝑃𝑃𝑃�����⃗ = 0得， ( ) ( )2 , , 0m n t m n− − ⋅ − − = ， 

的
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即 ( )( ) 22 0m t m n− − + = ． 

将
2

2 4
2
mn −

= 代入上式，得 ( )( )
242 0

2
mm t m −

− − + = ． 

因为 2 2m− < < ，所以
2 0

2
mt m +

− + = ， 

即 2 2m t= + ，所以 2 2 2 2t− < + < ，解得 2 0t− < < ， 

所以，点 B 横坐标的取值范围是 ( )2,0− ． 

20. 已知函数
3 21( )

4
f x x x x= − + . 

（Ⅰ）求曲线 ( )y f x= 的斜率为 1 的切线方程； 

（Ⅱ）当 [ 2, 4]x∈ − 时，求证： 6 ( )x f x x− ≤ ≤ ； 

（Ⅲ）设 ( ) | ( ) ( ) | ( )F x f x x a a= − + ∈R ，记 ( )F x 在区间[ 2, 4]− 上的最大值为 M（a），当 M（a）最小

时，求 a 的值． 

【答案】（Ⅰ） 0x y− = 和 27 27 64 0x y− − = . 

（Ⅱ）见解析； 

（Ⅲ） 3a = − . 

【解析】 

【分析】(Ⅰ)首先求解导函数，然后利用导函数求得切点的横坐标，据此求得切点坐标即可确定切线方程； 

(Ⅱ)由题意分别证得 ( ) ( )6 0f x x− − ≥ 和 ( ) 0− ≤f x x 即可证得题中的结论； 

(Ⅲ)由题意结合(Ⅱ)中的结论分类讨论即可求得 a 的值. 

【详解】（Ⅰ）
23( ) 2 1

4
f x x x′ = − + ，令

23( ) 2 1 1
4

f x x x′ = − + = 得 0x = 或者
8
3

x = . 

当 0x = 时， (0) 0f = ，此时切线方程为 y x= ，即 0x y− = ； 

当
8
3

x = 时，
8 8( )
3 27

f = ，此时切线方程为
64
27

y x= − ，即 27 27 64 0x y− − = ； 

综上可得所求切线方程为 0x y− = 和 27 27 64 0x y− − = . 

（Ⅱ）设
3 21( ) ( )

4
g x f x x x x= − = − ，

23( ) 2
4

g x x x′ = − ，令
23( ) 2 0

4
g x x x′ = − = 得 0x = 或者

8
3

x = ，所以当 [ 2,0]x∈ − 时， ( ) 0g x′ ≥ ， ( )g x 为增函数；当
8(0, )
3

x∈ 时， ( ) 0g x′ < ， ( )g x 为减函数；

当
8[ , 4]
3

x∈ 时， ( ) 0g x′ ≥ ， ( )g x 为增函数； 
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而 (0) (4) 0g g= = ，所以 ( ) 0g x ≤ ，即 ( )f x x≤ ； 

同理令
3 21( ) ( ) 6 6

4
h x f x x x x= − + = − + ，可求其最小值为 ( 2) 0h − = ，所以 ( ) 0h x ≥ ，即

( ) 6f x x≥ − ，综上可得 6 ( )x f x x− ≤ ≤ . 

（Ⅲ）由（Ⅱ）知 6 ( ) 0f x x− ≤ − ≤ ， 

所以 ( )M a 是 , 6a a + 中的较大者， 

若 6a a≥ + ，即 3a ≤ − 时， ( ) 3M a a a= = − ≥ ； 

若 6a a< + ，即 3a > − 时， ( ) 6 6 3M a a a= + = + > ； 

所以当 ( )M a 最小时， ( ) 3M a = ，此时 3a = − . 

【点睛】本题主要考查利用导函数研究函数的切线方程，利用导函数证明不等式的方法，分类讨论的数学

思想等知识，意在考查学生的转化能力和计算求解能力. 

21. 给定数列{ }na ，若满足 1a a=  ( 0a > 且 1a ≠ )，对于任意的 *, Nn m∈ ，都有 n m n ma a a+ = ⋅ ，则称数

列{ }na 为“指数型数列”． 

（1）已知数列{ } { },n na b 的通项公式分别为 15 3 , 4n n
n na b−= × = ，试判断数列{ } { },n na b 是不是“指数型数

列”； 

（2）已知数列{ }na 满足
*

1 1 1
1 , 3 ( N )
2 n n n na a a a a n+ += = + ∈ ，判断数列

1{ 1}
na
+ 是不是“指数型数

列”．若是，请给出证明，若不是，请说明理由； 

（3）若数列{ }na 是“指数型数列”，且
*

1
1 ( N )
2

aa a
a
+

= ∈
+

，证明数列{ }na 中任意三项都不能构成等差

数列． 

【答案】（1）{ }na 不是指数型数列，{ }nb 是指数型数列     

（2）
1 1

na
 

+ 
 

不是“指数型数列”     

（3）证明见详解 

【解析】 

【分析】（1）利用指数型数列的定义，判断即可； 
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（2）利用
*

1 1 1
1 , 3 ( N )
2 n n n na a a a a n+ += = + ∈ ，说明数列

1 1{ }
2na

+ 是等比数列，然后证明数列
1{ 1}

na
+ 不是

“指数型数列”； 

（3）利用反证法，结合 n 为偶数以及奇数进行证明即可． 

【小问 1 详解】 

对于数列{ }na ， ( )1 1 155 3 5 3 5 3
3

n m n m
n m n ma a a− − + −

+⋅ = × × × = × × ≠ ， 

所以{ }na 不是指数型数列． 

对于数列{ }nb ，对任意 *, Nn m∈ ，因为 4 4 4n m n m
n m n mb b b+
+ = = ⋅ = ⋅ ， 

所以{ }nb 是指数型数列． 

【小问 2 详解】 

证明：由题意，
1{ 1}

na
+ 不是“指数型数列”， 

由 1 13n nn na a a a+ += +
1 1

1 3 1 1 1 11 3
2 2n n n na a a a+ +

 
⇒ = + ⇒ + = + 

 
， 

所以数列
1 1

2na
 

+ 
 

是等比数列，

1
1

1

1 1 1 1 5 33
2 2 2

n
n

na a

−
−  ⋅

+ = + × = 
 

， 

1 1 21 1 1 1 5 3 5 3 25 3 1 1
2 2 2 2 4 2

n m m n

n m n ma a a

− − + −

+

    ⋅ ⋅ ×
+ + = ⋅ = ≠ +    

    
， 

数列
1{ 1}

na
+ 不是“指数型数列”． 

【小问 3 详解】 

证明：因为数列{ }na 是指数型数列，故对于任意的 *, Nn m∈ ， 

有 n m n ma a a+ = ⋅ ， 1 1 1
1
2

n
n

n n n
aa a a a a
a+
+ ⇒ = ⋅ ⇒ = =  + 

， 

假设数列{ }na 中存在三项 ua ， va ， wa 构成等差数列，不妨设u v w< < ， 

则由 2 v u wa a a= + ，得
1 1 12
2 2 2

v u wa a a
a a a
+ + +     = +     + + +     

， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1w v v u w u w ua a a a− − − −+ + = + + + ， 
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当 a为偶数时， ( ) ( )2 2 1w v v ua a− −+ + 是偶数， 

而 ( )2 w ua −+ 是偶数， ( )1 w ua −+ 是奇数， 

故 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1w v v u w u w ua a a a− − − −+ + = + + + 不能成立； 

当 a为奇数时， ( ) ( )2 2 1w v v ua a− −+ + 是偶数，而 ( )2 w ua −+ 是奇数， ( )1 w ua −+ 是偶数， 

故 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1w v v u w u w ua a a a− − − −+ + = + + + 也不能成立． 

所以，对任意 *Na∈ ， ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1w v v u w u w ua a a a− − − −+ + = + + + 不能成立， 

即数列{ }na 的任意三项都不成构成等差数列． 
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