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参考答案 
一、选择题（共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分） 

（1）B    （2）D    （3）C     （4）C    （5）D 

（6）A    （7）B    （8）A     （9）B    （10）C 

二、填空题(（共 5 小题，每小题 5 分，共 25 分） 

（11）1          （12） 2 ；
3

5
  （13） e 1x +  (答案不唯一)   

（14）
3π

4
        （15）①④⑤    

三、解答题共 6 小题，共 85 分。解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程。 

（16）（本小题 13 分） 

解：（Ⅰ） 

方法一：（使用二倍角公式） 

21 1
cos2 1 2sin

2 2
ABC B B= − − = −在 中，因为 ，所以△ . 

3
0 π sin 0 sin

2
B B B   =因为 ， ，所以 .  

sin sin

b c

B C
=由 ， 

7 8 4 3
sin

sin 73

2

C
C

= =得 ，解得 .                     

方法二：（使用特殊角） 

.ABC c b C B 在 中，因为 ，所以△
π

0 0 2 π.
2

B B   所以 ，

1 2π π 3
cos2 2 sin

2 3 3 2
B B B B= − = = =因为 ，所以 , ，所以 .  

（以下同方法一）
 （Ⅱ） 方法一： (使用角C 余弦定理)   

2 2sin cos 1C C+ =因为 ，C为钝角， 24 3 1
cos 1

7 7
C = − − = −所以 （ ） . 

由 2 2 2 2 cosc a b ab C= + − ，得 2 2 2 1
8 7 2 7

7
a a= + −  （- ）.

整理得 2 2 15 0a a+ − = ，解得 3 5 3a a a= = − =或 （舍），所以 . 

所以 ABC△ 的周长为 3 7 8 18a b c+ + = + + = .   

方法二：(使用角 B 余弦定理) 

21 1
cos2 2cos 1

2 2
ABC B B= − − = −在 中，因为 ，所以△ ，

1
cos

2
B = . 

由 2 2 2 2 cosb a c ac B= + − ，得 2 2 2 1
7 8 2 8

2
a a= + −   .          

整理得 2 8 15 0a a− + = ，解得 5 3a a= =或 .          

当 3a = 时，
2 2 2 2 2 27 3 8

cos 0
2 2

b a c
C

ab ab

+ − + −
= =  . 角C 为钝角. 

当 5a = 时， 
2 2 27 5 8

cos 0
2

C
ab

+ −
=  .

2 2 27 8 5
cos 0

2
A

ab

+ −
=  不符合题意. 

所以 3a = ， ABC△ 的周长为 3 7 8 18a b c+ + = + + = .  

（17）（本小题 14 分） 

选条件②： 2 2BC = . 
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（Ⅰ）证明： 

2 BC 2 2ABC AB AC= = =在 中， ， ，△  

2 2 2 .BC AB AC = +           

90 .BAC AB AC = ⊥，即            

1 1 1ABC A B C−在直三棱柱 中， 1AA ABC⊥侧棱 底面 ， 

1AA AB ⊥ ， 1 .AA AC⊥                

以点 A为原点，分别以 1AC AB AA， ， 为 x y z， ， 轴建立空间直角坐标系，则 

2 0)B（0，， ， 1 2 0 2)C（ ，， ， 1(0 2 2)B ，， .       

1 (0 2 2)AB = ，， ，
1 (2 2 2)BC = −， ， . 

1 1 0 2 2 ( 2) 2 2 0AB BC  =  +  − +  = .     

1 1.AB BC ⊥                          

（Ⅱ） 1(0 2 2)B ，， ， 1 2 0 2)C（ ，， ， 1(0 0 2)A ，， ， (1 1 0)D ，， ， (0 2 0)B ，，  

1 1 (0 2 0)A B = ，， ， 1 (11 2)A D = −，， ， 1 (2 2 2)BC = −， ， .            

设平面 1 1A B D 的法向量为 ( )n x y z= ， ， ，则
1 1

1

2 0

2 0.

n A B y

n A D x y z

  = =


 = + − =

，
  

令 1z = 得， (2 0 1)n = ，， .                                 

1 1 1BC A B D 直线 与平面 所成角 的正弦值为: 

1
1

1

| | 6 15
sin cos ,

55 2 3

BC n
BC n

n BC



=   = = =


.     

若选择条件①: 1 1B D BC⊥ . 

（Ⅰ）证明： AD连结 . 1 1 1ABC A B C−在直三棱柱 中， 1CC ABC⊥底面 ，AD ABC面 ， 

       1CC AD ⊥ .              

       ABC AB AC D BC=在 中， ， 为 中点△ ， 

       BC AD ⊥ .              

       1BC CC C=又 ， 

       1 1AD BB C C ⊥平面 .        

       1 1 1BC BB C C又 平面 ， 

1AD BC ⊥ .                  

1 1 1B D BC AD B D D⊥ =由① ， ， 

1 1BC AB D ⊥平面 .           

1 1AB AB D平面 ， 

1 1AB BC ⊥ .                
 

（Ⅱ） 

（方法一）在 1Rt BB D△ 中，由 1 1B D BC⊥ ，得 2

1 1B B BO BC=   

又 1

1

3
BO BC= ，所以 1 2 3BC = ， 1 1= =2 2BC B C .   

（方法二）由 1 1B D BC⊥ ，得 1 1 1=B DB C BB  ， 

1 1 1DBB BB C∽△ △ ，得 1

1 1 1

=
BBDB

BB B C
. 

又 1 1

1
=

2
DB B C ，所以 1 2 3BC = ， 1 1= =2 2BC B C .   

（方法三） 1 1B D BC O BD x= =设 ， ， 

2 2

1

1 1
(2 2

3 3
OB BC x = = +） ， 2 2

1 1

2 2
2 .

3 3
OB B D x= = +  
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2 2 2

1 1 1Rt OBB B B OB OB= +在 中，△ ，
2 2 2 2 21 4

2 (4 2 ) ( 2 )
9 9

x x= + + + . 

解得 2x = . 2 2BC = .               

（以下同选择条件②） 

 

（18）（本小题 13 分） 

（Ⅰ）记事件 A为“从该校高一学生中随机抽取1人，该生平均每天的睡眠时间不少于 8小时”，样本中高

一学生人数为： 3 16 14 7 40+ + + = ，其中平均每天的睡眠时间不少于 8 小时的人数为 37 ，则：

37
( )

40
P A = .                       

（Ⅱ）从高二年级学生中随机抽取 1 人，其平均每天的睡眠时间为 8 小时或 8.5 小时的概率为

16 14 3

40 4
P

+
= = .                                  

X 的可能取值为 0 1 2.，，                           

0 0 2

2

3 1 1
( 0) ( ) ( )

4 4 16
P X C= = = ；    1 1 1

2

3 1 6 3
( 1) ( ) ( )

4 4 16 8
P X C= = = = ； 

3 2 0

2

3 1 9
( 2) ( ) ( ) .

4 4 16
P X C= = =                           

X 的分布列为                                       

  

 

1 3 9 3
( ) 0 1 2

16 8 16 2
E X =  +  +  = .                    

（Ⅲ） 1 2( ) ( )D Y D Y= .                                     

（19）（本小题 15 分） 

解：（Ⅰ）
2 2

(sin ) ' (sin ) ' cos sin
'( )

x x x x x x x
f x

x x

−  −
= = .       

所以
1

'(π)
π

f = − .斜率为
1

π
k = − .                

sin π
(π) 0

π
f = = ，切点为 (π 0)， .                 

所以， ( )f x 在点 πx = 处切线的方程为 
1

1
π

y x= − + .                                  

（Ⅱ）当 (0 π]x ， 时，
sin

( )
x

f x
x

= ，
2

cos sin
'( ) .

x x x
f x

x

 −
=              

令 ( ) cos sing x x x x=  − ， 

则 '( ) (cos ) ' cos ' cos sing x x x x x x x x=  +  − = −  .        

当 (0 π)x ， 时， '( ) 0g x  ， 

所以 ( )g x 在 (0 π)， 单调递减.                     

所以 ( ) (0) 0g x g = .                           

所以 '( ) 0f x  .函数 ( )f x 在 (0 π)， 上单调递减. 

函数 ( )f x 在 (0 π]， 上单调递减.              

所以 ( ) (π) 0f x f =≥ ，即函数 ( )f x 的最小值为 0 .   

（Ⅲ）证明：由（Ⅱ）可知 ( )f x 在 (0 π)， 上单调递减. 

又因为
1 π

0 π
3 6

   ，              

所以
1 π

( ) ( )
3 6

f f .                             

X  0  1  2  

P  
1

16
 

3

8
 

9

16
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所以

1 π
sin sin

3 6
1 π

3 6

 ，即
1 1

sin .
3 π
                  

（20）（本小题 15 分） 

（Ⅰ）解：由题意可得：

.
2 2 2

2 2 3

1

c

b

a b c

 =


=


= +

，

，    解得
2

3.

a

c

=


=

，
 

所以椭圆 E 的标准方程为
2

2 1
4

x
y+ = .            

（Ⅱ）设 1 1 2 2( ) ( )P x y Q x y， ， ， ， (4 )T m， ，由题可知， 2 0 2 0A B−（ ，），（ ，） 

则直线 PB 的方程为 ( 2)
2

m
y x= − .                        

由
2

2

( 2)
2

1
4

m
y x

x
y


= −


 + =


，

，

 整理得 2 2 2 21 4 4 4 0m x m x m+ − + − =（ ） .    

则
2

1 2

4 4
2

1

m
x

m

−
=

+
，即

2

1 2

2 2

1

m
x

m

−
=

+
. 

则 1 2

2

1

m
y

m
= −

+
，

2

2 2

2 2 2
( )

1 1

m m
P

m m

−
−

+ +
， . 

0

4 ( 2) 6
AQ AT

m m
K K

−
= = =

− −
，                            

直线 AT 的方程为 ( 2)
6

m
y x= + . 

由
2

2

( 2)
6

1
4

m
y x

x
y


= +


 + =


，

，

整理得 2 2 2 29 4 4 36 0m x m x m+ + + − =（ ） . 

则
2

2 2

4 36
2

9

m
x

m

−
− =

+
，即

2

2 2

2 18

9

m
x

m

− +
=

+
. 

得
2

2 2

18 2 6
( )

9 9

m m
Q

m m

−

+ +
， . 

当
2 2

2 2

18 2 2 2

9 1

m m

m m

− −
=

+ +
，即 2 3m = 时， 

直线 PQ 方程为 1x = ，直线 PQ 过点 (1 )0， . 

当
2 2

2 2

18 2 2 2

9 1

m m

m m

− −


+ +
时，即 2 3m  时， 

2 2

2 2 2

2 2

6 2

29 1

18 2 2 2 3

9 1

PQ

m m

mm mK
m m m

m m

+
−+ + = =

− − −
−

+ +

. 

所以直线 PQ 方程为
2

2 2 2

2 2 2 2
( )

1 3 1

m m m
y x

m m m

− −
+ = −

+ − +
， 

即
2

2
( 1)

3

m
y x

m
= − −

−
，此时直线 PQ 过定点 (1 )0， . 

综上，直线 PQ 过 x 轴上定点 (1 )0， .                     

（2）方法二： 

①当直线 PQ 斜率不存在时，设直线 PQ 为 ( 2)x t t=   . 
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设 0 0, ,P t y Q t y−（ ）， （ ）， 2 0 2 0A B−（ ，），（ ，）， 

直线 PB 方程为 0 ( 2)
2

y
y x

t
= −

−
. 

令 4x = ，得 02

2

y
y

t
=

−
. 

02
(4 )

2

y
T

t


−
， . 

0

0

2
(6 ) ( 2 )

2

y
AT AQ t y

t
 = = + −

−
， ， ， . 

因为 A T Q， ， 三点共线， 

所以 0

0

2
2 6 0

2

y
AT AQ t y

t
+ + =

−
，（ ）∥ . 

0

2 2
6 0

2

t
y

t

+ 
 + = − 

（ ）
. 

因为 0 0y  ，所以 1t = . 

此时直线 PQ 方程为 1x = ，直线 PQ 过点 1 0（，）. 

②当直线 PQ 斜率存在时， 

设 1 1 2 2P x y Q x y（ ， ）， （ ， ）， 4T m（ ， ），由题可知， 2 2 0A B−（ ，0），（ ，） 

则直线 PB 的方程为 ( 2)
2

m
y x= − . 

由
2

2

( 2)
2

1.
4

m
y x

x
y


= −


 + =


，

整理得 2 2 2 21 4 4 4 0m x m x m+ − + − =（ ） . 

则
2

1 2

4 4
2

1

m
x

m

−
=

+
，即

2

1 2

2 2

1

m
x

m

−
=

+
. 

则 1 2

2

1

m
y

m
= −

+
，

2

2 2

2 2 2
( , )

1 1

m m
P

m m

−
−

+ +
. 

0

4 ( 2) 6
AQ AT

m m
K K

−
= = =

− −
， 

直线 AT 的方程为 ( 2)
6

m
y x= + . 

由
2

2

( 2)
6

1.
4

m
y x

x
y


= +


 + =


，

整理得 2 2 2 29 4 4 36 0m x m x m+ + + − =（ ）  

则
2

2 2

4 36
2

9

m
x

m

−
− =

+
，即

2

2 2

2 18

9

m
x

m

− +
=

+
， 

得
2

2 2

18 2 6
( )

9 9

m m
Q

m m

−

+ +
， ， 

2 2

2 2 2

2 2

6 2

29 1

18 2 2 2 3

9 1

PQ

m m

mm mK
m m m

m m

+
−+ + = =

− − −
−

+ +

. 

所以直线 PQ 方程为
2

2 2 2

2 2 2 2
( )

1 3 1

m m m
y x

m m m

− −
+ = −

+ − +
. 

当 1x = 时 0y = ，此时直线 PQ 过定点 1 0（，）. 

综上，直线 PQ 过 x 轴上定点 1 0（，）.                     

（21）（本题满分 15 分） 
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解： 

（Ⅰ）数列 0 1 2，，具有性质 P ．                      

因为 0 0 1 0 2 0 1 1 2 1 2 2− − − − − −， ， ， ， ， ，均是数列 0 1 2，，中的项， 

所以数列 0 1 2，，具有性质 P ．              

（Ⅱ）证明：设数列{ }na 所有的项组成集合 M . 

1.因为 0ka  ，所以 k k ka a a+  ， k ka a M+  ， 

所以 k ka a M−  ，即 0 M .所以 1 0a = ， 1ka a M−  .   

2.当 2 i k≤ ≤ ，因为 0ia  ，所以 k ia a M+  ， k ia a M−  ． 

（Ⅲ）因为 1 2 2 10 k k k k k k k k ka a a a a a a a a a a− −= −  −  −      −  − = ． 

且 1 2 3 10 k ka a a a a−       ≤ ， 

所以 1k ka a a− = ， 1 2k ka a a−− = ， 2 3k ka a a−− = ，…， 2 1k ka a a −− = ， 1k ka a a− = ， 

即 ( )1 1 1k k i ia a a i k− +− = −≤ ≤ ．   ①           

当 3 2i k −≤ ≤ 时，则 1 1 2k i k ka a a a a− −+  + = ，所以 1k ia a M− +  ，得 1k ia a M− −  ． 

由 1 1 1 2 1 3 3 20 k k k k k k ka a a a a a a a a− − − − − −= −  −      −  − =  

及 1 2 3 3 20 k ka a a a a− −       ≤ ， 

可得 1 1 1k ka a a− −− = ， 1 2 2k ka a a− −− = ， 1 3 3k ka a a− −− = ，…， 1 3 3k ka a a− −− = ． 

所以 1 (1 3)k k i ia a a i k− −− = −≤ ≤ ．        

因为 5k≥ ， 1 1 1k ka a a− −− = ，且 1 2 2k ka a a− −− = ， 

所以 1 1 1k ka a a− −− = ，且 1 2 2k ka a a− −− = ， 

所以 1 (1 1)k k i ia a a i k− −− = −≤ ≤ ．    ②    

① ②两式相减得 ( )1 1 1 1k k i ia a a a i k− +− = − −≤ ≤ . 

所以，当 5k≥ 时， 1 2 3 ka a a a  ， ， ， ， 是等差数列．  
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