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北京市朝阳区 2016-2017 学年度第一学期高三年级期末统一考试

数学答案（理工类） 2017．1

一、选择题：（满分 40 分）

题号 1 2 3 4 5 6 7 8
答案 B D D A C B C B

二、填空题：（满分 30 分）

题号 9 10 11 12 13 14

答案 3 4, 110 30 105
9
4
，[ 2,0] 是， ( ) ,f x x x Q

（注：两空的填空，第一空 3分，第二空 2分）

三、解答题：（满分 80 分）

15．（本小题满分 13 分）

解：（Ⅰ）因为
2( ) 2 3 sin cos 2cos 1f x x x x  

xx 2cos2sin3 

2sin(2 )
6

x 
  ．

所以 )(xf 的最小正周期为． ………………………………………………………7 分

（Ⅱ）因为
2, 2 .

6 4 6 6 3
x x    

     所以-

当 2 ,
6 2 6

x x  
  即 时， )(xf 取得最大值2 ；

当 2 , , ( )
6 6 6

x x f x  
    即 时 取得最小值 1 ．…………………………13 分

16．（本小题满分 13 分）

解：（Ⅰ）作出茎叶图如下：

…………………………………4 分

（Ⅱ）派甲参赛比较合适．理由如下：

 1x 70 2 80 4 90 2 8 9 1 2 4 8 3 5 85
8

              甲 ，

甲 乙

9 8
8 4 2 1

5 3

5
0 0 3 5
0 2 5

7
8
9
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 1x 70 1 80 4 90 3 5 0 0 3 5 0 2 5 85
8

              乙 ，

         2 2 2 2 22 1s 78 85 79 85 81 85 82 85 84 85
8
          甲

     2 2 288 85 93 85 95 85 35.5      ，

         2 2 2 2 22 1s 75 85 80 85 80 85 83 85 85 85
8
          乙

     2 2 290 85 92 85 95 85 41.     

因为 x 甲 x乙 ， 2 2s s 乙甲 ，

所以，甲的成绩较稳定，派甲参赛比较合适． …………………………8 分

注：本小题的结论及理由均不唯一，如果考生能从统计学的角度分析，给出其他

合理回答，同样给分．如

派乙参赛比较合适．理由如下：

从统计的角度看，甲获得 85 分以上（含 85 分）的频率为 1
3
8

f  ，

乙获得 85 分以上（含 85 分）的频率为 2
4 1
8 2

f   ．

因为 2 1f f ，所以派乙参赛比较合适．

（Ⅲ）记“甲同学在一次数学竞赛中成绩高于 80 分”为事件 A，

  6 3A
8 4

P   ． ……………………………………………………… 9 分

随机变量 的可能取值为 0，1，2，3，且
3(3 , )
4

ξ B∼ ．

∴  
3

3
3 1C
4 4

k k
kP k


        
   

， k 0 ,1 , 2 , 3 ．

所以变量 的分布列为：

 0 1 2 3

P
1
64

9
64

27
64

27
64

………………………………………………………11 分

1 9 27 27 90 1 2 3
64 64 64 64 4

          ．

（或
3 93 .
4 4

nP     ） ………………………………………………13 分
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17．（本小题满分 14 分）

证明：（Ⅰ）连结 BD，设 AC BD O ，

因为四边形 ABCD为正方形，

所以O为 BD中点．

设G为DE 的中点，连结 ,OG FG，

则 //OG BE，且
1
2

OG BE ．

由已知 //AF BE，且
1
2

AF BE ，

所以 // ,AF OG OG AF ．

所以四边形 AOGF 为平行四边形．

所以 //AO FG，即 //AC FG．

因为 AC 平面DEF ，FG 平面DEF ，

所以 AC //平面DEF ． ……………………………………………………5 分

（Ⅱ）由已知， // ,AF BE AB BE ，

所以 AF AB ．

因为二面角D AB E  为直二面角，

所以平面 ABCD 平面 ABEF ．

所以 AF 平面 ABCD，

所以 ,AF AD AF AB  ．

四边形 ABCD为正方形，所以 AB AD ．

所以 , ,AD AB AF两两垂直．

以 A为原点， , ,AD AB AF分别为 , ,x y z轴建立空间直

角坐标系（如图）．

因为 2 2AB BE AF   ，

所以 (0 0 0), (0, 2, 0), (2, 2, 0), (2 0 0), (0, 2, 2), (0, 0,1)A B C D E F，， ，， ，

F

A

D C

B

E

O

G

x

y

z

P．F

A

D
C

B

E
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所以 (2, 2, 0), (0, 2, 0), ( 2, 0, 2)AC CD CE    
  

．

（i）设平面CDE的一个法向量为 ( , , )x y zn ，

由
0,

0  

CD

CE

  


 




n

n
得

2 0,  
2 2 0. 
y
x z

 
  

即
0,  

0. 
y
x z


  

取 1x  ，得 (1,0,1)n ．

设直线 AC与平面CDE所成角为，

则
2 1sin cos ,

22 2 2
AC     




n ，

因为0 90  ，所以 30  ．

即直线 AC与平面CDE所成角的大小为30． ………………………………9 分

（ii）假设棱DE 上存在点 P，使得 BP 平面DEF ．

设 (0 1)DP
DE

    ，则DP DE
 

．

设 ( , , )P x y z ，则 ( 2, , )DP x y z 


，

因为 ( 2, 2, 2)DE  


，所以 ( 2, , ) ( 2, 2, 2)x y z    ．

所以 2 2 , 2 , 2x y z       ，所以 P点坐标为 (2 2 , 2 , 2 )   ．

因为 (0, 2,0)B ，所以 (2 2 , 2 2, 2 )BP     


．

又 ( 2,0,1), (0, 2, 1)DF EF    
 

，所以
2(2 2 ) 2 0,

2(2 2) 2 0.

BP DF

BP EF

 

 

      


     

 

 

解得
2
3

  ．

因为
2 [0,1]
3
 ，所以DE 上存在点 P，使得 BP 平面DEF ，且

2
3

DP
DE

 ．

（另解）假设棱DE 上存在点 P，使得 BP 平面DEF ．

设 (0 1)DP
DE

    ，则DP DE
 

．

设 ( , , )P x y z ，则 ( 2, , )DP x y z 


，

因为 ( 2, 2, 2)DE  


，所以 ( 2, , ) ( 2, 2, 2)x y z    ．
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所以 2 2 , 2 , 2x y z       ，所以 P点坐标为 (2 2 , 2 , 2 )   ．

因为 (0, 2,0)B ，所以 (2 2 , 2 2, 2 )BP     


．

设平面DEF 的一个法向量为 0 0 0( , , )x y zm ，

则
0,

0  

m DF

m EF

  


 



 由 ( 2,0,1), (0, 2, 1)DF EF    
 

，

得
0 0

0 0

2 0,  
2 0. 
x z
y z

  
  

取 0 1x  ，得 (1, 1, 2) m ．

由 mBP 


，即 (2 2 , 2 2, 2 ) (1, 1, 2)       ，

可得

2 2 ,  
2 2 ,  
2 2 . 

 
 
 

 
   
 

解得
2
3

  ．

因为
2 [0,1]
3
 ，所以DE 上存在点 P，使得 BP 平面DEF ，且

2
3

DP
DE

 ．

………………………………………………………………14 分

18．（本小题满分 13 分）

解：（Ⅰ）设 0 0( , )P x y ，则

2 2
0 0 1
3 2
x y

  ．

所以直线 PA与 PB的斜率乘积为

2 2
0 0 0 0

2 2
0 00 0

6 2 2
3 3( 3) 33 3

y y y x
x xx x


    

  
．…4 分

（Ⅱ）依题直线 ,OM ON 的斜率乘积为
2
3

 ．

①当直线MN的斜率不存在时，直线 ,OM ON 的斜率为
6

3
 ，设直线OM 的方程

是
6

3
y x ，由

2 22 3 6,

6 ,
3

x y

y x

  






得
6

2
x   ， 1y   ．

取
6( ,1)

2
M ，则

6( , 1)
2

N  ．所以 OMN 的面积为
6

2
．
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②当直线MN的斜率存在时,设直线MN的方程是 y kx m  ,

由 2 2

,
2 3 6 0
y kx m
x y

 
   

得
2 2 2(3 2) 6 3 6 0k x kmx m     ．

因为M ， N 在椭圆C上，

所以
2 2 2 236 4(3 2)(3 6) 0k m k m      ，解得 2 23 2 0k m   ．

设 1 1( , )M x y , 2 2( , )N x y ,则 1 2 2

6
3 2
kmx x
k

  


，
2

1 2 2

3 6
3 2
mx x
k





．

2
2 2 2 2

1 2 1 2 2 2

6 3 6( 1)[( ) 4 ] ( 1)[( ) 4 ]
3 2 3 2
km mMN k x x x x k

k k
 

       
 

2 2 2

2 2

6( 1)(3 2)2
(3 2)

k k m
k

  



．

设点O到直线MN的距离为 d ，则
2 1

m
d

k



．

所以 OMN 的面积为
2 2 2

2 2

1 6 (3 2)
2 (3 2)OMN

m k mS d MN
k

 
   


①．

因为 //OM PA , //ON PB，直线OM ,ON的斜率乘积为
2
3

 ，所以 1 2

1 2

2
3

y y
x x

  ．

所以

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( )( ) ( )y y kx m kx m k x x km x x m
x x x x x x

    
 

2 2

2

2 6
3 6
m k
m





．

由
2 2

2

2 6 2
3 6 3
m k
m


 


，得 2 23 2 2k m  ． ②

由①②，得
2 2 2 2 2 2

2 2 4

6 (3 2) 6 (2 ) 6
(3 2) 4 2OMN

m k m m m mS
k m

  
  


．

综上所述，
6

2OMNS  ． …………………………………13 分

19．（本小题满分 14 分）

解：（Ⅰ）函数 ( )f x 的定义域是 (1, ) ，
(2 2 1)( )

1
x ax af x

x
  


．
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当 1a  时， (2) 4 2 6f a    ， (2) 4 3 7f a   ．

所以函数 ( )f x 在点 (2, (2))f 处的切线方程为 7 6( 2)y x   ．

即 6 5y x  ． …………………………………4 分

（Ⅱ）函数 ( )g x 的定义域为R ，由已知得 ( ) (e 2 )xg x x a   ．

①当 0a  时，函数 ( ) ( 1)exg x x  只有一个零点；

②当 0a  ，因为 e 2 0x a  ，

当 ( , 0)x  时， ( ) 0g x  ；当 (0, )x  时， ( ) 0g x  ．

所以函数 ( )g x 在 ( ,0) 上单调递减，在 (0, ) 上单调递增．

又 (0) 1g   ， (1)g a ，

因为 0x  ，所以 1 0,e 1xx    ，所以 e ( 1) 1x x x   ，所以 2( ) 1g x ax x   .

取 0
1 1 4

2
ax

a
  

 ，显然 0 0x  且 0( ) 0g x  .

所以 (0) (1) 0g g  ， 0( ) (0) 0g x g  ．

由零点存在性定理及函数的单调性知，函数有两个零点．

③当 0a  时，由 ( ) (e 2 ) 0xg x x a    ，得 0x  ，或 ln( 2 )x a  ．

ⅰ) 当
1
2

a   ，则 ln( 2 ) 0a  ．

当 x变化时， ( ), ( )g x g x 变化情况如下表：

x ( ,0) 0 (0, ln( 2 ))a ln( 2 )a (ln( 2 ), )a 

( )g x + 0 － 0 +

( )g x ↗ 1 ↘ ↗

注意到 (0) 1g   ，所以函数 ( )g x 至多有一个零点，不符合题意．

ⅱ) 当
1
2

a   ，则 ln( 2 ) 0a  ， ( )g x 在 ( , )  单调递增，函数 ( )g x 至多有一个零点，
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不符合题意．

若
1
2

a   ，则 ln( 2 ) 0a  ．

当 x变化时， ( ), ( )g x g x 变化情况如下表：

x ( , ln( 2 ))a  ln( 2 )a (ln( 2 ),0)a 0 (0, )

( )g x + 0 － 0 +

( )g x ↗ ↘ 1 ↗

注意到当 0, 0x a  时，
2( ) ( 1)e 0xg x x ax    ， (0) 1g   ，所以函数 ( )g x 至多

有一个零点，不符合题意．

综上， a的取值范围是 (0, ). …………………………………………9 分

（Ⅲ）证明： ( ) ( ) ( 1)e ln( 1) 1xg x f x x x x       ．

设 ( ) ( 1)e ln( 1) 1xh x x x x      ，其定义域为 (1, ) ，则证明 ( ) 0h x  即可．

因为
1( ) e (e )

1 1
x xxh x x x

x x
    

 
，取 3

1 1 ex   ，则 1 3
1 1( ) (e e ) 0xh x x    ，且

(2) 0h  ．

又因为 2

1( ) ( 1)e 0
( 1)

xh x x
x

    


，所以函数 ( )h x 在 (1, ) 上单增．

所以 ( ) 0h x  有唯一的实根 0 (1, 2)x  ，且 0

0

1e
1

x

x



．

当 01 x x  时， ( ) 0h x  ；当 0x x 时， ( ) 0h x  ．

所以函数 ( )h x 的最小值为 0( )h x ．

所以 0
0 0 0 0( ) ( ) ( 1)e ln( 1) 1xh x h x x x x      

0 01 1 0x x     ．

所以 ( ) ( ).f x g x ……………………………………………………14 分

20．（本小题 13 分）
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解：（Ⅰ）（ⅰ） 89 100x , y  ，或 100 89x , y  ；

数列：11 78 90 97, , ,x, , y也是一个“好数列”． …………………………………3 分

（ⅱ）由（ⅰ）可知，数列必含89 100, 两项，

若剩下两项从90 91 99, , ,L 中任取，则都符合条件，有 2
10 45C  种；

若剩下两项从79 80 88, , ,L 中任取一个，则另一项必对应90 91 99, , ,L 中的一个，

有10种；

若取 68 77a  ，则 79 11 88a   ，90 22 99a   ，“好数列”必超过 6 项，

不符合；

若取 67a  ，则 611 78a A   ，另一项可从90 91 99, , ,L 中任取一个，有10种；

若取56 67a  ，则 67 11 78a   ， 78 22 89a   ，“好数列”必超过 6 项，

不符合；

若取 56a  ，则 67b  ，符合条件，

若取 56a  ，则易知“好数列”必超过6 项，不符合；

综上，a,b,c,d共有 66 种不同的取值． ………………………………………7 分

（Ⅱ）证明：由（Ⅰ）易知，一个“好数列”各项任意排列后，还是一个“好数列”．

又“好数列” 1 2 ma ,a , ,aL 各项互不相同，所以，不妨设 1 2 ma a a  L ．

把数列配对： 1 2 1 1
2 2

m m m ma a ,a a , ,a a


  L ，

只要证明每一对和数都不小于 1n  即可．

用反证法，假设存在1
2
mj  ，使 1j m ja a n   ，

因为数列单调递增，所以 1 1 1 2 1 1m j m j m j j m ja a a a a a a n              L ，

又因为“好数列”，故存在1 k m  ，使得 1 (1 )i m j ka a a i j     ，

显然 1>k m ja a   ，故 1k m j   ，所以 ka 只有 1j  个不同取值，而 1i m ja a   有

j 个不同取值，矛盾．

所以， 1 2 1 1
2 2

m m m ma a ,a a , ,a a


  L 每一对和数都不小于 1n  ，

故 1 2 ( 1)
2m
ma a a n    L ，即 1 2 1

2
ma a a n

m
   


L

．…………………13 分


