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2018 北京人大附中高二（下）期末 

                  数    学（文）         2018 年 7 月 5 日 

制卷人：孙福明 审卷人：梁丽萍 成绩：  

说明：本练习共 3 道大题 20 道小题，共 4 页，满分 150 分，考试时间 120 分钟； 

一、选择题（共 8 道小题，每道小题 5 分，共 40 分.请将正确答案填涂在答题卡上.） 

1．设集合 A＝{1,2,3}，B＝{2,3,4}，则 A∪B＝( A )  

A．{1,2,3,4} B．{1,2,3}  

C．{2,3,4} D．{1,3,4}  

2. 设复数 z=i(1+i)（其中 i 是虚数单位），则复数 z 对应的点位于（ B ） 

A．第一象限                        B．第二象限 

C．第三象限                        D．第四象限 

3.  执行如图所示的程序框图，若输入的 a 值为 1，则输出的 k 值为（B） 

A.1                                B.2  

C.3                                D.4 

4. 下列函数中，既是奇函数又在(0，＋∞)上单调递增的是(D) 

A．y＝ex＋e
－x                              B．y＝ln(|x|＋1) 

C．
 

sin x
y

x
                       D．

 

1
y x

x
   

5. 命题“若 x，y 都是偶数，则 x＋y 也是偶数”的逆否命题是( C )  

A．若 x＋y 是偶数，则 x 与 y 不都是偶数 

B．若 x＋y 是偶数，则 x 与 y 都不是偶数  

C．若 x＋y 不是偶数，则 x 与 y 不都是偶数  

D．若 x＋y 不是偶数，则 x 与 y 都不是偶数 

6．已知 lg a＋lg b＝0，则 lg(a＋b)的最小值为(   A    )  

A． lg 2             B．2 2               C．－lg 2          D．2  

7．设 U 为全集，A，B 是集合，则“存在集合 C，使得 A⊆C，B⊆∁UC”是“A∩B=” 的( C ) 

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件 

C．充要条件 D．既不充分也不必要条件 

8. 已知函数
2

2
( )= ( ln )

xe
f x k x

x x
 

，若 x＝2 是函数 f(x)的唯一的一个极值点，则实数 k
 

的取值范围为( A ) 

A．(－∞，e] B．[0，e]  

C．(－∞，e) D．[0，e) 

二、填空题（共 6 道小题，每道小题 5 分，共 30 分.  请将正确答案填在答题卡上.） 

9. 若函数 f(x)满足 f (
2

x
)  log 2  x，则 f(2) =         ． 

10. 设定义在 R 上的函数 f(x)满足 f(x)＝f(x＋2)；且当 0≤x<1 时，f(x)＝2x－1，则 5
( )
2

f 
       

 

11.若实数 x，y 满足约束条件

1 0

0

6 0

x

x y

x y

 


 
   

则 x－2y 的最大值为             ． 
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12.  若 f(x)＝xsin x＋cos x，则 f(－3)， ( )
2

f
 ，f(2)的大小关系为                        

13.已知函数 f (x)  x 2 ， g ( x) 
1

( )
2

x m ，若对任意 x1 0,2 ，存在 x2 1,2 ，使得 f (x1 )  gx2  ，则实

数 m 的取值范围为                
 

14．设函数 f(x)＝ax＋bx－cx，其中 c>a>0，c>b>0.若 a，b，c 是△ABC 的三条边长，给出下列命题： 

①对于∀x∈(－∞，1)，都有 f(x)>0； 

②存在 x>0，使 ax，bx，cx 不能构成一个三角形的三边长； 

③若△ABC 为钝角三角形，则存在 x∈(1,2)，使 f(x)＝0. 

则其中所有正确结论的序号是                  ． 
 

三、解答题（共 6 道小题，共 80 分. 解答应写出必要的文字说明，证明过程或演算步骤.） 

15. (本小题满分 12 分) 

已知集合 A＝{x|3≤3x≤27}，B＝{x|log2x>1}． 

(Ⅰ)求 A∩B，(∁RB)∪A； 

(Ⅱ)已知非空集合 C＝{x|1<x<a}，若 C⊆A，求实数 a 的取值范围． 

 

 

 

 

16.  (本小题满分 12 分) 

给定实数 t，已知命题 p：函数 f(x)＝x2－2tx＋1 有零点；命题 q：∀ x∈[1，＋∞) 

1
x

x
 ≤4t2－1. 

(Ⅰ)当 t＝1 时，判断命题 q 的真假； 

(Ⅱ)若 p∨q 为假命题，求 t 的取值范围． 

 

 

 

17. (本小题满分 13 分) 

已知函数 f(x)＝
3 21 1

3 2

a
x x ax


  ，x∈R，其中 a＞0. 

 

 (Ⅰ)求函数 f(x)的单调区间； 
 

(Ⅱ)若函数 f(x)（x∈(－2,0)）的图象与直线 y=a 有两个不同交点，求 a 的取值范围．  

 
 
 
 
 
 

 

18. (本小题满分 13 分) 

 

某经销商计划销售一款新型的空气净化器，经市场调研发现以下规律：当每台净化器的 

利润为 x （单位：元， x  0 ）时，销售量 q(x) （单位：百台）与 x 的关系满足：若 x 不超过 20， 则               
  

1260
( )

1
q x

x
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若 x 大于或等于 180 ，则销售量为零；当 20 ≤ x ≤180 时， ( )q x a b x  （ a ， b 为实常数）． 

（Ⅰ）求函数 q(x) 的表达式； 

（Ⅱ）当 x 为多少时，总利润（单位：元）取得最大值，并求出该最大值． 

 

（1）当 0  x ≤ 20 时， 
126000 126000

( ) 126000
1 1

x
f x

x x
  

 
 

f (x) 在 [0，20] 上单调递增， 

所以当 x  20 时， f (x) 有最大值 120000 ． ……………………8 

（2）当 20  x ≤180 时， f (x)＝9000x  300 5 x x ， f (x)＝9000  450 5 x ， 
令 f (x)＝0 ，得 x  80 ． 

 

当 20  x  80 时， f (x)  0 ， f (x) 单调递增， 当 80  x ≤180 时， f (x) 

 0 ， f (x) 单调递减， 

所以当 x  80 时， f (x) 有最大值 240000 ． ……………………11 
 

（3）当 180  x 时， f (x)  0 ﹒ ……………………12 
 

答：当 x 等于 80 元时，总利润取得最大值 240000 元．……………………13 

 
 

19. (本小题满分 15 分) 

 
已知函数 f  x  ex   mx （ m 为常数）． 

 

（Ⅰ）若曲线 y  f  x 在点 0, f 0 处的切线斜率为 1 ，求实数 m 的值． 

 

（Ⅱ）求函数 f  x  的极值． 
 

（Ⅲ）证明：当 x  0 时， ex   x2 ． 
 

20.(本小题满分 15 分) 

已知函数 f(x)＝ax－ln x，x∈(0，e]，g(x)=
 

ln x

x

，其中 e 是自然对数的底数，a∈R. 

(Ⅰ)当 a＝1 时，求 f(x)的单调区间； 

(Ⅱ)设函数 F ( x)  x2   g( x)  f ( x)  ln x  a ， 

①求函数 F(x)在区间 [1, e ] 上的最大值； 

②求证：a>1 是函数 F(x)有两个零点的充分条件. 
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数学试题答案 
一、选择题（共 8 道小题，每道小题 5 分，共 40 分.请将正确答案填涂在答题卡上.） 

1． 

解析：由题意得 A∪B＝{1,2,3,4}． 

2. 

解析： z=i(1+i)=-1+ i 

3. 

解析： k=0,b=1，进入循环体，
1

2
a   ，否；k=1,a=-2，否；k=2,a=1,此时 a=b=1，输出 k，k=2. 

4. 

解析：选项 A，B 显然是偶函数，排除；选项 C 是奇函数，但在(0，＋∞)上不是单调递增函数，不符合题意；

选项 D 中， 1
y x

x
  是奇函数，且 y＝x 和 1

y
x

  在(0，＋∞)上均为增函数， 

故 1
y x

x
  在(0，＋∞)上为增函数，所以选项 D 正确． 

5. 

解析： “都是”的否定是“不都是”，故其逆否命题是：“若 x＋y 不是偶数，则 x 与 y 

不都是偶数”． 

6 

解析： 由 lg a＋lg b＝0，可知 a>0，b>0， 

则 lg(ab)＝0，即 ab＝1. 
 

所以 a＋b≥2 ab ＝2，当且仅当 a＝b＝1 时取等号， 所以 lg(a＋b)≥lg 2.

 故 lg(a＋b)的最小值为 lg 2. 

7． 

解析：依题意，若 A⊆C，则∁U C⊆∁UA，若 B⊆∁UC，可得 A∩B＝∅；若 A∩B＝∅，不 妨令 C＝A，显然满足 A⊆C，

B⊆∁UC，故满足条件的集合 C 是存在的． 

8.
 

解析：函数 f(x)的定义域是(0，＋∞)， 

所以
'

2

( ) 2

( )

xe
k x

xf x
x

 

  

因为 x＝2 是函数 f(x)的唯一一个极值点， 所以 x＝2 是导函数 

f′(x)＝0 的唯一根． 

所以 0
xe

k
x
  在(0，＋∞)上无变号零点． 

设 g(x)＝
xe

x
 
，则 g′(x)＝

2

( 1) xx e

x


 

当 x∈(0,1)时，g′(x)<0，当 x∈(1，＋∞)时，g′(x)>0， 所以 g(x)在(0,1)上单调

递减，在(1，＋∞)上单调递增， 

所以 g(x)min＝g(1)＝e，结合 g(x)＝
xe

x

与 y＝k 的图象知，若 x＝2 是函数 f(x)的唯一一个 

极值点，则应需 k≤e. 

二、填空题（共 6 道小题，每道小题 5 分，共 30 分.  请将正确答案填在答题卡上.） 

9. 

解析：令 x=1， f (2)  log2  1=0 
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10.  

解析： 5
( )
2

f 
1

( ) 2 1
2

f    

11. 

解析：画出可行域如图中阴影部分所示，令 z＝x－2y，可知 z＝x－2y 在点 A(1,1)处取得 

最大值－1. 

12.

 
( ) (2) ( 3)
2

f f f


  

解析：函数 f(x)为偶函数，因此 f(－3)＝f(3)． 又 f′(x)＝sin x＋xcos x－sin x＝xcos x， 

当 
[ , ]

2
x




时，f′(x)≤0. 所以 f(x)在区间上是减函数， 

所以 ( ) (2) ( 3)
2

f f f


  

13.  

1

4
m   

解析：对任意 x1  0,2 ，存在 x2  1,2，使得 f (x1 )  gx2  等价于 g ( x) 
1

( )
2

x m 在 

1,2上的最小值
1

4
m 不大于 f (x)  x 2 在 0,2上的最小值 0，

1
0

4
m  ∴

1

4
m   

 

14． 

解析： ①因为 a，b，c 是△ABC 的三条边长，所以 a＋b>c，因为 c>a>0，c>b>0，所以 

0 1
a

c ,
0 1

b

c ，当 x∈(－∞，1)时，f(x)＝ax＋bx－cx＝
(( ) ( ) 1)x x xa b

c
c c

   

( 1) 0x xa b a b c
c c

c c c

 
    ，故①正确； 

②令 a＝2，b＝3，c＝4，则 a，b，c 可以构成三角形，但 a2＝4，b2＝9，c2＝16 却不能 构成三角形，所以②正确； 

③已知 c>a>0，c>b>0，若△ABC 为钝角三角形，则 a2＋b2－c2<0，因为 f(1)＝a＋b－ c>0，f(2)＝a2＋b2－c2<0，

根据零点的存在性定理可知在区间(1,2)上存在零点，所以存在 x∈ (1,2)，使 f(x)＝0，故③正确． 
 

三、解答题（共 6 道小题，共 80 分. 解答应写出必要的文字说明，证明过程或演算步骤.） 

15. 

解：(Ⅰ)∵3≤3x≤27，即 31≤3x≤33，∴1≤x≤3， 

∴A＝{x|1≤x≤3}． ……………………2 

∵log2x>1，即 log2x>log22，∴x>2，∴B＝{x|x>2}． ……………………4 

∴A∩B＝{x|2<x≤3}． ……………………6 

∵∁RB＝{x|x≤2}， 

∴(∁RB)∪A＝{x|x≤3}． ……………………9 

(Ⅱ)由(1)知 A＝{x|1≤x≤3}， 

∵C⊆A，∴1<a≤3. 

∴实数 a 的取值范围是 1<a≤3． ……………………12 

16. 

解：(Ⅰ)当 t＝1 时，
max

1
( ) 0x
x
  ……………………3 

1
x

x
 ≤3 在[1，＋∞)上恒成立，故命题 q 为真命题． ……………………5 
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(Ⅱ)若 p∨q 为假命题，则 p，q 都是假命题． ……………………6 

当 p 为假命题时，Δ＝(－2t)2－4<0，解得－1<t<1； ……………………8 

当 q 为真命题时， max

1
( )x
x
 ≤4t2－1，即 4t2－1≥0，解得 t≤

1

2
 或 t≥

1

2  

∴当 q 为假命题时，
1

2
t

1

2                                                  
……………………10

 

∴t 的取值范围是
1

( ,
2


1

)
2   

                             ……………………12 

17. 

解：(Ⅰ)f′(x)＝x2＋(1－a)x－a＝(x＋1)(x－a)． ……………………1 

由 f′(x)＝0，得 x1＝－1，x2＝a＞0. ……………………2 
 

当 x 变化时，f′(x)，f(x)的变化情况如下表： 
 

 

x (－∞，－1) －1 (－1，a) 
 

a (a，＋∞) 

 

f′(x) ＋ 
 

0 － 
 

0 ＋ 

 

f(x) 
 

 
 

极大值  极小值 
 

 
 

……………………3 
 

故函数 f(x)的单调递增区间是(－∞，－1)，(a，＋∞)； 
 

单调递减区间是(－1，a)． ……………………6 (Ⅱ)  令 g(x)=f(x)-a，

x∈(－2,0)， 

则函数 g(x)在区间(－2,0)内有两个不同的零点， ……………………8 
 

由(Ⅰ)知 g (x)在区间(－2，－1)内单调递增，在区间(－1，0)内单调递减， 

从 而

( 2 ) 0

( 1 ) 0

( 0 ) 0

g

g

g






                                                                           

……………

………11 

解得 0＜a＜

1

3 . 所以 a 的取值范围是(0, 

1

3 ) ……………………13
 

 

18.  

解：（Ⅰ）当 20 ≤ x ≤180 时， 

 

 

 

 

 

 

     （Ⅱ）设总利润 f (x)  x  q(x) ， 
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（1）当 0  x ≤ 20 时， 
126000 126000

( ) 126000
1 1

x
f x

x x
  

 
 

f (x) 在 [0，20] 上单调递增， 

所以当 x  20 时， f (x) 有最大值 120000 ． ……………………8 

（2）当 20  x ≤180 时， f (x)＝9000x  300 5 x x ， f (x)＝9000  450 5 x ， 
令 f (x)＝0 ，得 x  80 ． 

 

当 20  x  80 时， f (x)  0 ， f (x) 单调递增， 当 80  x ≤180 时， f (x) 

 0 ， f (x) 单调递减， 

所以当 x  80 时， f (x) 有最大值 240000 ． ……………………11 
 

（3）当 180  x 时， f (x)  0 ﹒ ……………………12 
 

答：当 x 等于 80 元时，总利润取得最大值 240000 元．……………………13 
 

19. 
 

【解】（Ⅰ） f   x  ex   m ， ……………………1 

由已知，得 f  0  1，e0   m  1，解得 m  2 ．             ……………………2 

（Ⅱ）令 f   x  =0 ，得 x=lnm. ……………………3 
 

列表如下： 
 

x (－∞，lnm) lnm (lnm，+∞) 

f(x) － 0 + 

f(x) ↘ 极小值 f(lnm) ↗ 

∴函数 f  x  在 , ln m 上是减函数，在 ln m,  上是增函数， 

……………………5 

 

∴ f  x  的极小值为 f ln m  m  m ln m ，无极大值．           ……………………7 

 
（Ⅲ）令 g  x  ex   x2 

，                                   ……………………8 则 g  x  ex   

2x ，                                       ……………………9 由（ 2 ）可知， g  x min  2  2 ln 2  2 

 ln 4  0 ，              ……………………11 

∴ g  x  0 恒成立， 

 

∴ g  x  在 0,  上单调递增，                           ……………………13 

 

∴ g  x  g 0  1  0 ，   即 ex   x2   0 ， 
 

故当 x  0 时， ex   x2 ． ……………………15 

20. 

解：(Ⅰ)∵f(x)＝x－ln x，f′(x)＝1－ 1 1
=

x

x x



     

……………………1 

∴当 0＜x＜1 时，f′(x)＜0，此时 f(x)单调递减； 当 1＜x＜e 时，f′(x)

＞0，此时 f(x)单调递增． 

∴f(x)的单调增区间为(1,e)，单调减区间为(0,1). ……………………3 

(Ⅱ)F(x)=xlnx－ax+a， 
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①F (x)=lnx+1－a， 令 F (x)=0，得 x  e
a1 

， ……………………5 
 

所以在区间 ( 0, e
a1 

) 上，F (x)<0，F (x)单调递减，在区间 ( e
a1 

,  ) 上，F (x)>0， 
 

F (x)单调递增. 
 

（ⅰ）当 e
a1 

 1 ，即 0<a≤1 时，在区间[1，e]上，F (x)单调递增，所以 F (x)最大值 为 F(e)=e+a－ae；

 ……………………6 

（ⅱ）当 e
a1 

 e ，即 a≥2 时，在区间[1，e]上，F (x)单调递减，所以 F (x)最大值为 

F (1)=0. ……………………7 
 

（ⅲ）当 1 < ea1  < e ，即 1<a<2 时，F (x)的最大值为 F (e)和 F (1)中较大者： 

令 F (e) － F (1)= e+a－ae>0，解得 a 
1

e

e 
 

所以当 1  a 
1

e

e 
时，F (x)最大值为 F (e)=e+a－ae，当

1

e

e 
 a  2 时，F (x)最大 

值为 F (1)=0 

综上所述，当 0  a 
1

e

e 
时，F (x)最大值为 F (e)=e+a－ae， 

当 a 
1

e

e 
时，F (x)最大值为 F (1)=0. ……………………10 

②“函数 F(x)有两个零点”等价于“方程 xlnx－ax+a=0 两个根”，由于 x>0，也等 
 

价于 “函数 G( x)  ln
a

x a
x

  有两个零点”. ……………………11
 

则 G( x)  2

x a

x

  

当  > 0 时，令 G (x)>0 得  > ，令 G (x)<0 得  <  
 

即函数 G (x)的单调递增区间为( , +∞)，单调递减区间为(0,  )，

 
因此，G (x)min= G (a)= lna-a+1≤0.. ……………………13 

 

又 G (1)=0， 

当  > 1 时，由于 G (a)<0， G(e
a 

) 
a

a

e
 0 ，故函数 G (x)有两个零点 

所以 a  1 是函数 F(x)有两个零点的充分条件.     


