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2023北京五十五中高二 12月月考 

数    学 

本试卷共 4 页，共 150 分，调研时长 120 分钟 

第一部分（选择题  共 50 分） 

一、选择题： 

1. 已知数列 na 是一个等差数列， 3 2a = ，公差
1

2
d = − ，则其首项 1a =（    ） 

A. 3 B. 4 C. 5 D. 6 

2. 下列求导数运算中正确的是（    ） 

A. (4) 2 =  B. 
1

(ln )
ln10

x
x

 =  

C. 
1(3 ) 3x xx − =   D. 

5 ' 4( ) 5x x=  

3. 双曲线
2 2

1
16 9

x y
− = 的渐近线方程为（    ） 

A. 
3

4
y x  B. 

4

3
y x=   C. 

3

5
y x=   D. 

9

16
y x=   

4. 某物体的位移 s（米）与时间 t （秒）的关系为 2s t t= − ，则该物体在 2t = 时的瞬时速度是 

A. 2 米/秒 B. 3米/秒 C. 5米/秒 D. 6米/秒 

5. 已知空间三点 ( ) ( ) ( )1, 1,2 , 3,0, 1 , 2,3, 3A B C− − − ，则向量 AB 与CB的夹角为（    ） 

A. 
π

6
 B. 

π

3
 C. 

2π

3
 D. 

5π

6
 

6. 我国古代数学名著《九章算术》中，将底面为矩形且一侧棱垂直于底面的四棱锥称为阳马.已知四棱锥

P ABCD− 是阳马， PA ⊥平面 ABCD，且 3PE EC= ，若 , ,AB a AD b AP c= = = ，则 DE =（    ） 

   

A. 
3 3 3

8 8 4
a b c+ −  B. 

3 3 1

4 4 3
a b c+ −  

C. 
3 3 2

4 4 3
a b c+ −  D. 

3 1 1

4 4 4
a b c− +  

7. 设等比数列的 na 的前 n项和是 nS ，则“ 1 0a  ”是“ 3 2S S ”的 
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A. 充要条件 B. 充分而不必要条件 

C. 必要不充分条件 D. 既不充分也不必要条件 

8. 2022 北京冬奥会开幕式将我国二十四节气融入倒计时，尽显中国人之浪漫．倒计时依次为：大寒、小

寒、冬至、大雪、小雪、立冬、霜降、寒露、秋分、白露、处暑、立秋、大暑、小暑、夏至、芒种、小

满、立夏、谷雨、清明、春分、惊蛰、雨水、立春，已知从冬至到夏至的日影长等量减少，若冬至、立

冬、秋分三个节气的日影长之和为 31.5 寸，问大雪、寒露的日影长之和为（    ） 

A. 21 寸 B. 20.5 寸 C. 20 寸 D. 19.5 寸 

9. 已知函数 ( )f x 的导函数 ( )f x 的图象如图所示，则下列结论中正确的是（    ） 

 

A. 曲线 ( )y f x= 在点 ( 2, ( 2))f− − 处的切线斜率小于零 

B. 函数 ( )f x 在区间 ( 1,1)− 上单调递增 

C. 函数 ( )f x 在 1x = 处取得极大值 

D. 函数 ( )f x 在区间 ( )3,3− 内至多有两个零点 

10. 如图，已知正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， F 为线段 1BC 的中点， E 为线段 1 1AC 上的动点，则下列四

个结论正确的是（    ） 

 

A. 存在点 E ，使 EF ∥ BD  

B. 三棱锥 1B ACE− 的体积随动点 E 变化而变化 

C. 直线 EF 与 1AD 所成的角不可能等于60  

D. 存在点 E ，使 EF ⊥平面 1 1AB C D  

第二部分（非选择题  共 100 分） 
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二、填空题： 

11. 某大学餐饮中心为了解新生的饮食习惯，在全校大一新生中进行了抽样调查．已知在被调查的新生中有

5 名数学系的学生，其中 2 名喜欢甜品现在从这 5 名学生中随机抽取 3 人、则抽到的 3 人中有人喜欢甜品的

概率为_________． 

12. 求直线 2x = − 与直线 3 1 0x y− + = 的夹角为________. 

13. 已知长方形 ABCD中，AB＝4，BC＝3，则以 A、B为焦点，且过 C、D的椭圆的离心率为______． 

14. 已知点 M（4，2），F 为抛物线 2 2y x= 的焦点，点 P 在抛物线上移动，当|PM|+|PF|最小时，点 P 的坐

标为__________________． 

15. （图 1）庑殿顶是中国古代建筑一种官式建筑，而且等级是最高的，如故宫的英华殿．它屋面有四面

坡， 前后坡屋面全等且相交成一条正脊，两山屋面全等与前后屋面相交成四条垂脊．由于屋顶四面斜坡， 

也称“四阿顶”；（图 2）是庑殿顶的顶盖几何模型图，底面 ABCD是矩形，若四个侧面与底面所成的角均

相等， 已知 2, 1BC EF= = ，则 AB = _______________ 

 

16. 已知点 (2,0)P 和圆 2 2: 36O x y+ = 上两个不同的点M ， N ，满足 90MPN = ，Q 是弦MN 的中

点， 

给出下列四个结论： 

① | |MP 的最小值是 4； 

②点Q 的轨迹是一个圆； 

③若点 (5,3)A ，点 (5,5)B ，则存在点Q ，使得 90AQB = ； 

④△MPN 面积的最大值是18+2 17 ． 

其中所有正确结论的序号是________． 

三、解答题： 

17. 已知 na 是公差为正数的等差数列， 2 3a = − ，且 2a 是 3 4a + 与 5a 的等比中项． 

（1）求 na 的通项公式； 

（2）求 na 的前 n项和 nS ； 
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（3）求 na 的前 n项和 nS 的最小值． 

18. 如图，在直三棱柱 1 1 1ABC A B C 中，M，N，P分别为 1 1, ,AB BC A B 的中点． 

 

（1）求证： //BP 平面 1C MN ； 

（2）若 1, 2AB AC AA AB AC⊥ = = = ，求直线 1B C 与平面 1C MN 所成角的正弦值； 

（3）在（2）的条件下，在 1C N 上是否存在一点 E，使得 1B E 与 BP垂直？若存在，求出
1

NE

NC
的值；若不

存在，说明理由． 

19. 已知椭圆 ( )
2 2

2 2
1 0

x y
C a b

a b
+ =： ＞ ＞ 的离心率为

1

2
，右焦点为 F，点 A（a，0），且|AF|＝1． 

（1）求椭圆 C的方程； 

（2）过点 F的直线 l（不与 x轴重合）交椭圆 C于点 M，N，直线 MA，NA分别与直线 x＝4 交于点 P，

Q，求∠PFQ的大小． 

20. 已知函数 ( ) lnf x x x= ， ( )
ex

x
g x = ． 

（1）求曲线 ( )y f x= 在 ( )1,0 处的切线方程； 

（2）求函数 ( )g x 的最大值； 

（3）当 0x  时，证明： ( ) ( )
2

g x f x
e

−  ． 

21. 若数列 na 满足：
*{0,1}, Nna n  ，且 1 1a = ，则称 na 为一个 X 数列．对于一个 X 数列 na ，

若数列 nb 满足： 1 1b = ，且
*1

1 , N
2

n
n n n

a
b a b n+

+ = −  ，则称 nb 为 na 的伴随数列． 

（1）若 X 数列 na 中， 2 3 41, 0, 1a a a= = = ，写出其伴随数列 nb 中 2 3 4, ,b b b 的值； 

（2）若 na 为一个 X 数列， nb 为 na 的伴随数列 

①证明：“ na 为常数列”是“ nb 为等比数列的充要条件； 
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②求 2023b 的最大值． 
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参考答案 

第一部分（选择题  共 50 分） 

一、选择题： 

1. 【答案】A 

【分析】根据等差数列基本量的计算即可求出. 

【详解】∵ 3 1 2 2a a d= + = ，公差
1

2
d = − ， 

则 1 3 2 2 1 3a a d= − = + = . 

故选：A. 

2. 【答案】D 

【分析】根据初等函数的导数公式即可判断. 

【详解】对 A， (4) 0 = ，故 A 错误； 

对 B，
1

(ln )x
x

 = ，故 B 错误； 

对 C， '(3 ) ln 3 3x x=  ，故 C 错误； 

对 D， 5 4( ) 5x x = ，故 D 正确； 

故选：D. 

3. 【答案】A 

【分析】根据双曲线的方程求出 ,a b的值，代入渐近线方程
b

y x
a

=  即可. 

【详解】因为双曲线
2 2

: 1
16 9

x y
C − = ，所以 4, 3a b= = , 

所以双曲线的渐近线方程为
3

4
=  = 

b
y x x

a
. 

故选：A 

4. 【答案】B 

【分析】根据导数的物理意义，求导后代入 2t = 即可. 

【详解】由 2s t t= − 得： 2 1s t = −     当 2t = 时， 3s =  

即该物体在 2t = 时的瞬时速度为：3米/秒 

本题正确结果： B  

【点睛】本题考查导数的物理意义，属于基础题. 

5. 【答案】C 

【分析】根据已知求出 ,AB CB，进而根据数量积以及模的坐标运算，即可求出答案. 

【详解】由已知可得 ( )2,1, 3AB = − ， ( )1, 3,2CB = − ， 



 

第7页/共18页 
 

所以 cos ,
AB CB

AB CB
AB CB


=

7 1

214 14

−
= = −


. 

又  , 0,πAB CB  ， 

所以
3

π2
,AB CB = ． 

故选：C. 

6. 【答案】D 

【分析】结合已知条件，根据空间向量的线性运算法则求解即可. 

【详解】因为 3PE EC= ，所以
3 3 3 3

( )
4 4 4 4

PE PC AC AP AC AP= = − = − . 

因为 AC AB AD a b= + = + ，所以
3 3 3

4 4 4
PE a b c= + − . 

因为
3 3 1

4 4 4
AE AP PE a b c= + = + + ， 

所以
3 1 1

4 4 4
DE AE AD a b c= − = − + . 

故选：D. 

7. 【答案】A 

【分析】先化解 3 2S S ，再根据公比范围以及不等式性质确定选项. 

【详解】设等比数列的 na 的公比为 q ，则q 0 ，所以
2

3 2 3 1 10 0 0S S a a q a       ， 

即“ 1 0a  ”是“ 3 2S S ”的充要条件，选 A. 

【点睛】本题考查等比数列通项公式以及不等式性质，考查基本分析化简能力，属基本题. 

8. 【答案】A 

【分析】由题意可得日影长可构成等差数列 na ，且 1 4 7 31.5a a a+ + = 可求出 4a ，从而可求出大雪、寒

露的日影长之和为 2 6 42a a a+ = . 

【详解】因为从冬至到夏至的日影长等量减少， 

所以日影长可构成等差数列 na ，  

因为冬至、立冬、秋分三个节气的日影长之和为 31.5， 

所以 1 4 7 31.5a a a+ + = ，则 43 31.5a = ，得 4 10.5a = ， 

所以大雪、寒露的日影长之和为 2 6 42 2 10.5 21a a a+ = =  = （寸）， 

故选：A 

9. 【答案】D 

【分析】根据导函数的图象,可判断原函数的单调性,进而可逐一求解. 
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【详解】根据 ( )f x 图像可知 ( 2)=0f  − ，故 ( )y f x= 在点 ( 2, ( 2))f− − 处的切线斜率等于零，A 错误；

( ) 0f x  在 ( )11− ，，故 ( )f x 在区间 ( 1,1)− 上单调递减，故 B 错误，在 1x = 的左右两侧 ( ) 0f x  ，故

1x = 不是极值点，故 C 错误， ( )f x 在 ( )3 2− −， 单调递增，在 ( )2 3− ， 单调递减，故 ( )f x 在区间 ( )3,3− 内至

多有两个零点，D 正确； 

故选：D 

10. 【答案】D 

【分析】建立空间直角坐标系，利用空间向量来表达出 EF ， BD，
1AD ，从而判断 AC 选项；求出平面

1 1AB C D 的法向量 ( )0,1, 1n = − ，判断 EF 与 ( )0,1, 1n = − 的关系，判断 D 选项；B 选项可以判断出 1 1AC

∥平面 1ACB ，从而得到 E 到平面 1ACB 的距离不变，所以
1E ACBV − 为定值，不随 E的变动而变动，故三棱

锥 1B ACE− 的体积不随动点 E 变化而变化，B 选项错误. 

【详解】以点 D为原点，DA，DC， 1DD 所在直线为 x轴，y轴，z轴建立空间直角坐标系，设正方体边长

为 2，则 ( )1, 2,1F ， ( )0,0,0D ， ( )2,2,0B ， ( )2,0,0A ， ( )1 0,0,2D ， ( )1 2,2,2B ，因为 E 为线段 1 1AC

上运动，设 ( ), 2 , 2E m m− （0 2m  ），则 ( )1 , , 1EF m m= − − ， ( )2, 2,0BD = − − ，若 EF ∥ BD，

则 EF tBD= （ 0t  ），则有 1 0t− =  ，显然无解，故 A 错误； 

因为 1 1AC ∥AC， AC  平面 1ACB ， 1 1AC 平面 1ACB ，故 1 1AC ∥平面 1ACB ，因为 E 为线段 1 1AC 上运

动，故 E 到平面 1ACB 的距离不变，所以
1E ACBV − 为定值，不随 E的变动而变动，故三棱锥 1B ACE− 的体

积不随动点 E 变化而变化，B 错误； 

( )1 2,0,2AD = − ，设直线 EF 与 1AD 所成角为 ，则

( ) ( )
1

2 2

22,0,2 1 , , 1
cos cos ,

8 2 2 2 2 1

mm m
AD EF

m m m m


−−  − −
= = =

 − + − +
，令

1
cos

2
 = ，解得： 1m = ，故当

E为 1 1AC 中点时，此时直线 EF 与 1AD 所成的角为 60°，故 C 错误； 

设平面 1 1AB C D 的法向量为 ( ), ,n x y z= ，则
1

0

2 2 0

n DA x

n AB y z

  = =


 = + =
，令 1y = 得： 1z = − ，故

( )0,1, 1n = − ，因为当 1m = 时， ( ) ( )1 , , 1 0,1, 1m m− − = − 即 EF n= ，故 EF ⊥平面 1 1AB C D ，故 D 正

确. 
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故选：D 

第二部分（非选择题  共 100 分） 

二、填空题： 

11. 【答案】
9

10
 

【分析】利用列举法，结合古典概型概率计算公式求得正确答案. 

【详解】 2 名喜欢甜品的编号 ,a b；3名不喜欢甜品的编号 , ,c d e， 

从中任取3人，基本事件有：         , , , , , , , , , , , , , ,a b c a b d a b e a c d a c e ， 

         , , , , , , , , , , , , , ,a d e b c d b c e b d e c d e ，共10个. 

抽到的 3 人中有人喜欢甜品的事件有：         , , , , , , , , , , , , , ,a b c a b d a b e a c d a c e ， 

       , , , , , , , , , , ,a d e b c d b c e b d e ，共9个. 

所以抽到的 3 人中有人喜欢甜品的概率为
9

10
. 

故答案为：
9

10
 

12. 【答案】
6


 

【分析】先求出直线的斜率，可得它们的倾斜角，从而求出两条直线的夹角． 

【详解】解： 直线 2x = − 的斜率不存在，倾斜角为
2


， 

直线 3 1 0x y− + = 的斜率为 3 ，倾斜角为
3


， 

故直线 2x = − 与直线 3 1 0x y− + = 的夹角为
2 3 6

  
− = ， 

故答案为：
6


． 
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13. 【答案】
1

2
 

【分析】利用椭圆定义及简单几何性质，明确 a 与 c，即可得到椭圆的离心率. 

【详解】由题知， 2 4c AB= = ，解得 2c = ， 

2 2 2 24 3 5AC AB BC= + = + = ， 

由椭圆的定义知： 2 5 3 8a AC BC= + = + = ，解得 4a = ， 

所以椭圆的离心率
2 1

4 2

c
e

a
= = = ． 

故答案为：
1

2
． 

14. 【答案】（2，2） 

【分析】设直线 l 为抛物线的准线，其方程为：x=-
1

2
，过点 P 作 PA⊥l，垂足为 A 点，则|PA|=|PF|，当三

点 A，P，M 共线时，|PM|+|PF|取得最小值|AM|，进而得解． 

【详解】如图所示，设直线 l 为抛物线的准线，其方程为：x=-
1

2
， 

 

过点 P 作 PA⊥l，垂足为 A 点，则|PA|=|PF|， 

∴当三点A，P，M 共线时， 

当|PM|+|PF|取得最小值|AM|，|AM|=4-（-
1

2
）=

9

2
． 

把 y=2 代入抛物线方程可得： 22 2x= ，解得 x=2． 

∴P（2，2） 

故答案为（2，2）． 

【点睛】本题考查了抛物线的定义标准方程及其性质、数形结合思想方法，考查了推理能力与计算能力，

属于中档题． 

15. 【答案】3 

【分析】取 ,AD BC 的中点 ,G M ，连接GM ，过点 F 作 FO ⊥面 ABCD于点O ，过点 E 作 EL ⊥面

ABCD于点 L ；根据题意分析出点 ,O L 在直线GM 上，然后根据 AB GM OG OL LM= = + + 即可求出

AB 的长. 

【详解】取 ,AD BC 的中点 ,G M ，连接GM ， 
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过点 F 作 FO ⊥面 ABCD于点O ，过点 E 作 EL ⊥面 ABCD于点 L ，作OH AB⊥ 于点 H ，连接

,FG FH ， 

因为底面 ABCD是矩形，所以 //AB CD ， 

又因为CD 面CDFE ， AB 面CDFE ，所以 //AB 面CDFE ， 

又因为 AB 面 ABEF ，面CDFE 面 ABEF EF= ， 

所以 //AB EF ， 

因为面 ABEF ，面CDFE 都与底面 ABCD所成的角相等， 

所以点 ,O L 在直线GM 上，且 1OL EF= = ，
1

1
2

OH BC= = ， 

根据三垂线定理可得， FGO 为面 FAD 与面 ABCD所成的角， FHO 为面 ABEF 与面 ABCD所成的

角， 

所以 FGO = FHO ，又OF 为公共边， 

所以Rt RtOFG OFH ，所以 1OG OH= = ， 

同理 1ML = ， 

所以 1 1 1 3AB GM OG OL LM= = + + = + + = . 

 

故答案为：3. 

16. 【答案】①②④ 

【分析】①可以通过设出圆的参数方程，进行求解；②设出 ( ),x y ，找到等量关系，建立方程，求出点Q

的轨迹方程，即可说明；③转化为两圆是否有交点，说明是否存在点Q ；④当 ,PM PN 斜率分别为 1 和-1

时，且点 P，M在 y轴左侧，此时△MPN 面积最大，求出最大值. 

【详解】点M 在圆 2 2: 36O x y+ = 上，设 ( )6cos ,6sinM   ，则

( ) ( )
2 2

| | 6cos 2 6sin 40 24cosMP   = − + = − ，当 cos 1 = 时， | |MP 取得最小值，最小值为 4，

①正确； 

设点Q ( ),x y ，则由题意得：
2 2 2 2PQ QM OM OQ= = − ，则 ( ) ( )

2 2 2 22 36x y x y− + = − + ，整理得：

( )
2 21 17x y− + = ，所以点Q 的轨迹是一个圆，②正确； 

为以 AB 为直径的圆，圆心为 ( )5, 4 ，半径为 1，方程为： ( ) ( )
2 2

5 4 1x y− + − = ，下面判断此圆与点Q
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的轨迹方程 ( )
2 21 17x y− + = 是否有交点，由于 ( )

4 25 1 4 4 2 17 1− + =  + ，两圆相离，故不存在点

Q ，使得 90AQB = ，③错误； 

当 ,PM PN 斜率分别为 1 和-1 时，且点 P，M在 y轴左侧，此时△MPN 为等腰直角三角形，面积最大，

此时 1 17PQ QM QN= = = + ， ( ) ( )
2

max

1
2 1 17 18 2 17

2
PMNS =   + = + ，④正确. 

故答案为：①②④ 

【点睛】轨迹方程问题，一般处理思路，直接法，定义法，相关点法以及交轨法，要能结合题目特征选择

合适的方法进行求解. 

三、解答题： 

17. 【答案】（1） 2 7na n= −      

（2） 2 6nS n n= −      

（3） 9−  

【分析】（1）通过计算等差数列 na 的首项和公差，从而求得 na . 

（2）利用等差数列前 n项和公式求得 nS . 

（3）根据二次函数的性质求得 nS 的最小值. 

【小问 1 详解】 

设等差数列 na 的公差为 , 0d d  ，由于 2a 是 3 4a + 与 5a 的等比中项， 

所以 ( )2

2 3 54a a a= +  ， 

所以
( ) ( ) ( )

1

2

3

3 3 4 3 3

a d

d d

+ = −

− = − + +  − +

， 

解得 12, 5d a= = − ， 

所以 ( )5 1 2 2 7na n n= − + −  = − . 

【小问 2 详解】 

由（1）得
25 2 7

6
2

n

n
S n n n

− + −
=  = −  

【小问 3 详解】 

由（2）得 2 6nS n n= − ，根据二次函数的性质可知， 

当
6

3
2

n
−

= − = 时， nS 取得最小值
2

3 3 6 3 9S = −  = − . 

18. 【答案】（1）证明详见解析     

（2）
15

5
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（3）存在 E ，使得 1B E 与 BP垂直，此时
1

3

5

NE

NC
=  

【分析】（1）根据线面平行的判定定理来证得 //BP 平面 1C MN . 

（2）建立空间直角坐标系，利用向量法求得直线 1B C 与平面 1C MN 所成角的正弦值. 

（3）利用向量法确定符合题意的 E 点的位置. 

【小问 1 详解】 

连接 1A M ，由于 ,M N 分别是 ,AB BC 的中点，所以 //MN AC ， 

由于 1 1 //AC AC ，所以 1 1//MN AC ，所以 1 1, , ,M N C A 四点共面， 

由于 1 1// ,BM A P BM A P= ，所以四边形 1BMA P是平行四边形， 

所以 1//BP A M ，由于 BP 平面 1C MN ， 1A M 平面 1C MN ， 

所以 //BP 平面 1C MN . 

【小问 2 详解】 

若 1, 2AB AC AA AB AC⊥ = = = ，所以在直三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， 

可以A 为空间坐标原点，建立如图所示空间直角坐标系， 

( ) ( ) ( )1 12,0,2 , 0,2,0 , 2,2, 2B C B C = − − ， 

( ) ( ) ( )1 11,0,0 , 0,0,2 , 0,2,2M A C ， ( ) ( )1 11,0,2 , 1,2,2MA MC= − = − ， 

设平面 1C MN 的法向量为 ( ), ,n x y z= ， 

则
1

1

2 0

2 2 0

n MA x z

n MC x y z

  = − + =


 = − + + =

，故可设 ( )2,0,1n = ， 

设直线 1B C 与平面 1C MN 所成角为 ， 

则
1

1

6 15
sin

52 3 5

B C n

B C n



= = =


. 

直线 1B C 与平面 1C MN 所成 
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【小问 3 详解】 

( ) ( ) ( )2,0,0 , 1,0,2 , 1,0,2B P BP = − ， ( )1 2,0,2B ， 

( ) ( ) ( )1 10,2,2 , 1,1,0 , 1,1,2C N NC = − ， 

设 1C N 上是否存在一点 E ，使得 1B E 与 BP 垂直， 

设 1

1

,
NE

NE NC
NC

 = = ， 

则 ( ) ( ) ( )1 1,1,0 , , 2 1 ,1 ,2AE AN NE AN NC      = + = + = + − = − + ， 

则 ( )1 1 ,1 ,2 2B E   = − − + − ， 

由 ( ) ( )1 1 ,1 ,2 2 1,0,2 1 4 4 5 3 0B E BP       = − − + −  − = + + − = − = ， 

解得
3

5
 = ，所以存在 E ，使得 1B E 与 BP垂直，此时

1

3

5

NE

NC
= . 

19. 【答案】（1）
2 2

1
4 3

x y
+ =      

（2）∠PFQ＝90° 

【分析】（1）由题意得

1

2

1

c

a

a c


=


 − =

，

，

求出 a，c，然后求解 b，即可得到椭圆方程． 

（2）当直线 l的斜率不存在时，验证 0FP FQ = ，即∠PFQ＝90°．当直线 l的斜率存在时，设 l：y＝k

（x﹣1），其中 k≠0．联立
( )

2 2

1

3 4 12

y k x

x y

 = −


+ =

，

，
得（4k2+3）x2﹣8k2x+4k2﹣12＝0．由题意，知 Δ＞0 恒成立，

设 M（x1，y1），N（x2，y2），利用韦达定理，结合直线 MA的方程为 ( )1

1

2
2

y
y x

x
= −

−
．求出

1

1

2
4

2

y
P

x

 
 

− 
， 、 2

2

2
4

2

y
Q

x

 
 

− 
， ．利用向量的数量积，转化求解即可． 
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【小问 1 详解】 

由题意得

1

2

1

c

a

a c


=


 − =

，

，

 

解得 a＝2，c＝1， 

从而 2 2 3b a c= − = ， 

所以椭圆 C的方程为
2 2

1
4 3

x y
+ = ． 

【小问 2 详解】 

 

当直线 l的斜率不存在时，有
3

1
2

M
 
 
 
， ，

3
1

2
N
 

− 
 
， ，P（4，﹣3），Q（4，3），F（1，0）， 

则 ( )3 3FP = −， ， ( )3 3FQ = ， ，故 0FP FQ = ，即∠PFQ＝90°． 

当直线 l的斜率存在时，设 l：y＝k（x﹣1），其中 k≠0． 

联立
( )

2 2

1

3 4 12

y k x

x y

 = −


+ =

，

，
得（4k2+3）x2﹣8k2x+4k2﹣12＝0． 

由题意，知 Δ＞0 恒成立，设 M（x1，y1），N（x2，y2），则
2

1 2 2

8

4 3

k
x x

k
+ =

+
，

2

1 2 2

4 12

4 3

k
x x

k

−
=

+
． 

直线 MA的方程为 ( )1

1

2
2

y
y x

x
= −

−
， 

令 x＝4，得
1

1

2

2
P

y
y

x
=

−
，即 1

1

2
4

2

y
P

x

 
 

− 
， ，同理可得 2

2

2
4

2

y
Q

x

 
 

− 
， ． 

所以 1

1

2
3

2

y
FP

x

 
=  

− 
， ， 2

2

2
3

2

y
FQ

x

 
=  

− 
， ． 

因为
( )( )

( )( )

( )( )

( )

( )

22
1 2 1 21 21 2

1 2 1 2 1 2 1 2

4 14 1 14
9 9 9

2 2 2 2 2 4

k x x x xk x xy y
FP FQ

x x x x x x x x

 − + +− −  
 = + = + = +

− − − − − + +
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( ) ( )
( ) ( )

2 2
2

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2

2 2

4 12 8
4 1

4 4 12 8 4 34 3 4 3
9 9

4 12 16 4 12 16 4 4 3
4

4 3 4 3

k k
k

k k k kk k

k k k k k

k k

 −
− +   − − + ++ +   = + = + =

− − − + +
− +

+ +

0，所以∠PFQ＝90°． 

综上，∠PFQ＝90°． 

20. 【答案】（1） 1y x= −      

（2）
1

e
     

（3）证明见解析 

【分析】（1）根据导数的几何意义直接求切线方程； 

（2）根据导数判断函数的单调性，进而可得最大值； 

（3）若证 ( ) ( )
2

g x f x
e

−  ，需证 ( ) ( )
max min

2
g x f x

e
−  ，分别计算函数 ( )f x 与 ( )g x 的最值. 

【小问 1 详解】 

由 ( ) ln 1 = +f x x ，  

得 ( )1 1f  = ，所以曲线 ( )y f x= 在 ( )1,0 处的切线方程： 1y x= − ； 

【小问 2 详解】 

由 ( )
1

ex

x
g x

−
 = ，可知： 

当 ( ),1x − 时， 0g x ，此时函数 ( )g x 单调递增； 

当 ( )1,x + 时， 0g x ，此时函数 ( )g x 单调递减； 

所以当 1x = 时，函数 ( )g x 取得最大值是
1

e
； 

【小问 3 详解】 

由（1）知 ( ) ln 1 = +f x x ， 

当
1

0,x
e

 
 
 

时， 0f x ，此时函数 ( )f x 单调递减， 

当
1

,x
e

 
 + 
 

时， 0f x ，此时函数 ( )f x 单调递增， 

所以当
1

=x
e
时，函数 ( )f x 取得最小值

1

e
− ，  

由（2）知， 1x = 时， ( )g x 取得最大值
1

e
，  

故 ( ) ( ) ( ) ( )
max min

1 1 2
g x f x g x f x

e e e

 
−  − = − − = 

 
， 
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( )f x 取最小值时与 ( )g x 取最大值时 x值不同，故 ( ) ( )
2

g x f x
e

−  ． 

【点睛】导数是研究函数的单调性、极值(最值)最有效的工具，而函数是高中数学中重要的知识点，对导

数的应用的考查主要从以下几个角度进行： (1)考查导数的几何意义，往往与解析几何、微积分相联

系． (2)利用导数求函数的单调区间，判断单调性；已知单调性，求参数． (3)利用导数求函数的最值(极

值)，解决生活中的优化问题． (4)考查数形结合思想的应用． 

21. 【答案】（1） 2 3 4

1 1 1
, ,

2 2 4
b b b= = =      

（2）①证明详见解析；②
1011

1

2
 

【分析】（1）根据伴随数列的知识求得正确答案. 

（2）①根据伴随数列、常数列、等比数列、充要条件等知识证得结论成立. 

②对 1, nna a + 的取值进行分类讨论，利用放缩法求得正确答案. 

【小问 1 详解】 

32 4
2 1 1 3 2 2 4 3 3

1 1 1
, ,

2 2 2 2 2 4

aa a
b a b b a b b a b= −  = = −  = = −  = . 

【小问 2 详解】 

①，充分性：若 X 数列 na 为常数列， 

因为 1 1a = ，所以
*1, Nna n=  ， 

所以
*1

1

1
, N

2 2

n
n n n n

a
b a b b n+

+ = − =  ， 

又因为 1 1 0b =  ，所以伴随数列 nb 是以1为首项， 

以
1

2
为公比的等比数列. 

必要性：（反证法）假设数列 nb 是等比数列，而数列 na 不是常数列. 

所以数列 na 中存在等于 0 的项，设第一个等于零的项为 ka ，其中 *1, Nk k  ， 

所以 1 1

0
1

2
k k kb b b− −= − = ，得等比数列 nb 的公比为1， 

又
1

1
2

k
k k

a
b b+

+ = ，得等比数列 nb 的公比
1 1

2 2

ka +  ，与“ nb 的公比为1”矛盾， 

所以当数列 nb 是等比数列时，数列 na 是常数列. 

综上所述，“ na 为常数列”是“ nb 为等比数列的充要条件. 

②，当 11, 1n na a += = 时， 1

1

2
n nb b+ = ； 
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当 11, 0n na a += = 时， 1n nb b+ = ； 

当 10, 1n na a += = 时， 1

1

2
n nb b+ = ； 

当 10, 0n na a += = 时， 1 0nb + = ； 

所以 2

1

4
n nb b+ = 或 2

1

2
n nb b+ = 或 2 0nb + = ，且 0nb  ，所以 2

1

2
n nb b+  ， 

所以 2023 2021 2019 11011 1011

1 1 1 1

2 2 2 2
b b b b     = ， 

当

*

*

1, 2 1, N

0, 2 , N
n

n k k
a

n k k

 = − 
= 

= 
时， 2023 1011

1

2
b = . 

【点睛】解新定义题型的步骤：(1)理解“新定义”——明确“新定义”的条件、原理、方法、步骤和结

论.(2)重视“举例”,利用“举例”检验是否理解和正确运用“新定义”;归纳“举例”提供的解题方法.归纳

“举例”提供的分类情况.(3)类比新定义中的概念、原理、方法，解决题中需要解决的问题. 
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