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2020 北京人大学附中高三（下）3月月考

数 学

一、选择题（本大题共 10 个小题，每小题 4 分，共 40 分．在每道小题给出的四个备选答案中，只有一个是符合

题目要求的，请将答案涂在机读卡上的相应位置上．）

1．若集合 A＝{x∈R|3x+2＞0}，B＝{x∈R|x2
﹣2x﹣3＞0}，则 A∩B＝（ ）

A．{x∈R|x＜﹣1} B．�襰 � �t h �＜襰＜ h �
�
�

C．�襰 � �t h �
�
＜襰＜�� D．{x∈R|x＞3}

2．向量�
�
，�

�
，�

�
在正方形网格中的位置如图所示．若向量λ�

�
� �

�
与�

�
共线，则实数λ＝（ ）

A．﹣2 B．﹣1 C．1 D．2

3．设曲线 C 是双曲线，则“C的方程为襰� h ��

�
� �”是“C 的渐近线方程为 y＝±2x”的（ ）

A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件

4．某校象棋社团组织中国象棋比赛，采用单循环赛制，即要求每个参赛选手必须且只须和其他选手各比赛一场，

胜者得 2 分，负者得 0 分，平局两人各得 1 分．若冠军获得者得分比其他人都多，且获胜场次比其他人都少，

则本次比赛的参赛人数至少为（ ）

A．4 B．5 C．6 D．7

5．若抛物线 y2＝2px（p＞0）上任意一点到焦点的距离恒大于 1，则 p的取值范围是（ ）

A．p＜1 B．p＞1 C．p＜2 D．p＞2

6．已知函数 f（x）＝cos（2x+φ）（φ为常数）为奇函数，那么 cosφ＝（ ）

A．h �
�

B．0 C．
�
�

D．1



2 / 17

7．已知某几何体的三视图如图所示，则该几何体的最长棱为（ ）

A．4 B．� � C． � D．2

8．已知函数 f（x）�
�h襰 h �，襰 � �
�已襰 h ��，襰＞�

，若方程 f（x）＝x+a 有且只有两个不相等的实数根，则实数 a的取值范

围是（ ）

A．（﹣∞，1） B．（﹣∞，1] C．（0，1） D．[0，+∞）

9．定义：若存在常数 k，使得对定义域 D 内的任意两个 x1，x2（x1≠x2），均有|f（x1）﹣f（x2）|≤k|x1﹣x2|成

立，则称函数 f（x）在定义域 D上满足利普希茨条件．若函数 �已襰� � 襰已襰 � ��满足利普希茨条件，则常数 k

的最小值为（ ）

A．4 B．3 C．1 D．
�
�

10．在边长为 1的正方体中，E，F，G，H 分别为 A1B1，C1D1，AB，CD 的中点，点 P 从 G 出发，沿折线 GBCH 匀速运

动，点 Q 从 H 出发，沿折线 HDAG 匀速运动，且点 P与点 Q 运动的速度相等，记 E，F，P，Q 四点为顶点的三棱

锥的体积为 V，点 P运动的路程为 x，在 0≤x≤2 时，V与 x的图象应为（ ）
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A． B． C． D．

二、填空题（本大题共 6 个小题，每小题 5 分，共 30 分）

11．代数式（1﹣x）（1+x）5
的展开式中 x3

的系数为 ．

12．在复平面内，复数 z＝1﹣2i 对应的点到原点的距离是 ．

13．已知函数若 �已襰� �
t体���襰t，�＜襰 � �，
襰� h ��襰 � �，，襰＞�t

，a，b，c，d是互不相同的正数，且 f（a）＝f（b）＝f（c）＝f

（d），则 abcd 的取值范围是 ．

14．已知双曲线 �： 襰�

��
h ��

��
� � 的一条渐近线的倾斜角为 60°，且与椭圆

襰�

，
� �� � � 有相等焦距，则 C 的方程为

15．设 Sn为等差数列{an}的前 n 项和，若 a1＝1，公差 d＝2，Sn+2﹣Sn＝36，则 n＝ ．

16．如果对于函数 f（x）定义域内任意的两个自变量的值 x1，x2，当 x1＜x2时，都有 f（x1）≤f（x2），且存在两

个不相等的自变量值 y1，y2，使得 f（y1）＝f（y2），就称 f（x）为定义域上的不严格的增函数．

则①�已襰� �
襰，襰 � �
�， h �＜襰＜�
襰，襰 �h �

，②�已襰� �
�，襰 �h �

�

�th襰， h �
�
＜襰 � �

�

，

③�已襰� �
�，襰 � �
�， h �＜襰＜�
h �，襰 �h �

，④�已襰� �
襰，襰 � �
襰 � �，襰＜�

，

四个函数中为不严格增函数的是 ，若已知函数 g（x）的定义域、值域分别为 A、B，A＝{1，2，3}，B⊆A，

且 g（x）为定义域 A上的不严格的增函数，那么这样的 g（x）有 个．

三、解答题（本大题共 6 个小题，共 80 分，解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程．）

17．（13 分）已知{an}是各项为正数的等差数列，Sn为其前 n项和，且 ��h � 已�h � ���．

（Ⅰ）求 a1，a2的值及{an}的通项公式；

（Ⅱ）求数列��h h
�
�
�h�的最小值．
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18．如图，在四棱锥 E﹣ABCD 中，底面 ABCD 为矩形，平面 ABCD⊥平面 ABE，∠AEB＝90°，BE＝BC，F为 CE 的中

点，

（1）求证：AE∥平面 BDF；

（2）求证：平面 BDF⊥平面 ACE；

（3）2AE＝EB，在线段 AE 上找一点 P，使得二面角 P﹣DB﹣F 的余弦值为
��
��

，求 AP 的长．

19．（13 分）某市旅游管理部门为提升该市 26 个旅游景点的服务质量，对该市 26 个旅游景点的交通、安全、环

保、卫生、管理五项指标进行评分．每项评分最低分 0 分，最高分 100 分．每个景点总分为这五项得分之和，

根据考核评分结果，绘制交通得分与安全得分散点图、交通得分与景点总分散点图如图：

请根据图中所提供的信息，完成下列问题：

（1）若从交通得分排名前 5 名的景点中任取 1 个，求其安全得分大于 90 分的概率；

（2）若从景点总分排名前 6 名的景点中任取 3 个，记安全得分不大于 90 分的景点个数为ξ，求随机变量ξ的

分布列和数学期望；

（3）记该市 26 个景点的交通平均得分为襰�，安全平均得分为襰�，写出襰�和襰�的大小关系？（只写出结果）
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20．已知函数 f（x）� �
襰
hx+alnx．

（Ⅰ）求 f（x）在（1，f（1））处的切线方程（用含 a 的式子表示）

（Ⅱ）讨论 f（x）的单调性；

（Ⅲ）若 f（x）存在两个极值点 x1，x2，证明：
�已襰��h�已襰��

襰�h襰�
＜� h �．

21．（13 分）已知椭圆 C：
襰�

��
� ��

��
�1（a＞b＞0）的离心率为

�
�
，以原点为圆心，椭圆 C 的短半轴长为半径的圆与

直线 x﹣y� � �0 相切．

（Ⅰ）求椭圆方程；

（Ⅱ）设 S 为椭圆右顶点，过椭圆 C 的右焦点的直线 l 与椭圆 C 交于 P，Q 两点（异于 S），直线 PS，QS 分别

交直线 x＝4于 A，B 两点．求证：A，B两点的纵坐标之积为定值．

22．（13 分）给定一个 n项的实数列��，��，�，�h已h � ���，任意选取一个实数 c，变换 T（c）将数列 a1，

a2，…，an变换为数列|a1﹣c|，|a2﹣c|，…，|an﹣c|，再将得到的数列继续实施这样的变换，这样的变换可以

连续进行多次，并且每次所选择的实数 c 可以不相同，第 k（k∈N
*
）次变换记为 Tk（ck），其中 ck为第 k 次变

换时选择的实数．如果通过 k 次变换后，数列中的各项均为 0，则称 T1（c1），T2（c2），…，Tk（ck）为“k 次

归零变换”．

（Ⅰ）对数列：1，3，5，7，给出一个“k 次归零变换”，其中 k≤4；

（Ⅱ）证明：对任意 n 项数列，都存在“n 次归零变换”；

（Ⅲ）对于数列 1，2
2
，3

3
，…，nn

，是否存在“n﹣1次归零变换”？请说明理由．
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2020 北京人大学附中高三（下）3月月考数学

参考答案

一、选择题（本大题共 10 个小题，每小题 4 分，共 40 分．在每道小题给出的四个备选答案中，只有一个是符合

题目要求的，请将答案涂在机读卡上的相应位置上．）

1．� � �襰 � �t襰＞ h �
�
�，B＝{x∈R|x＜﹣1，或 x＞3}；

∴A∩B＝{x∈R|x＞3}．

故选：D．

2．根据图形可看出 ��
�
� �

�
� �

�
；

满足 ��
�
� �

�
与�

�
共线；

∴λ＝2．

故选：D．

3．C 的方程为襰� h ��

�
� �，则双曲线的渐近线方程为 y＝±2x，即充分性成立，

双曲线
��

�
hx2

＝1 的渐近线方程也是 y＝±2x，即必要性不成立，

故“C 的方程为襰� h ��

�
� �”是“C 的渐近线方程为 y＝±2x”的充分不必要条件，

故选：A．

4．由题意可得，冠军得分比其他参赛人员高，且获胜场次比其他人都少，所以冠军与其他匹配场次中，平均至少

为 3 场，

A 选项：若最少 4人，当冠军 3次平局时，得 3 分，其他人至少 1 胜 1 平局，最低得 3分，故 A不成立，

B 选项：若最少 5人，当冠军 1负 3平局时，得 3分，其他人至少 1胜 1平，最低得 3分，不成立，

当冠军 1 胜 3 平局时，得 5 分，其他人至少 2 胜 1 平，最低得 5 分，不成立，故 B 不成立，

C 选项：若最少 6人，当冠军 2负 3平局时，得 3分，其他人至少 1胜 1平，最低得 3分，不成立，

当冠军 1 胜 4 平局时，得 6 分，其他人至少 2 胜 1 平，最低得 5 分，成立，故 C 成立，

D 选项：7＞6，故不为最少人数，故不成立，
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故选：C．

5．∵设 P 为抛物线的任意一点，

则 P 到焦点的距离等于到准线：x�h �
�
的距离，

显然当 P 为抛物线的顶点时，P到准线的距离取得最小值
�
�
．

∴
�
�
＞�，即 p＞2．

故选：D．

6．由于函数 f（x）＝cos（2x+φ）（φ为常数）为奇函数，

则φ＝kπ� �
�
，k∈z，∴cosφ＝0，

故选：B．

7．由三视图可知几何体为四棱锥 S﹣ABCD，

由侧视图可知棱锥底面 ABCD 是边长为 2的正方形，

顶点 S 在底面 ABCD 上的射影 M为 CD 的中点，

由主视图可知 SM� �，

∴AM� ，，SA� ��� � ��� �2 �．

由对称性可知 SB＝SA＝2 �．

∴几何体最长的棱为 2 �．

故选：B．

8．函数 f（x）�
�h襰 h �，襰 � �
�已襰 h ��，襰＞�

的图象如图所示，

当 a＜1时，函数 y＝f（x）的图象与函数 y＝x+a 的图象有两个交点，
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即方程 f（x）＝x+a 有且只有两个不相等的实数根．

故选：A．

9．由已知中中利普希茨条件的定义

若函数 f（x）� 襰（x≥1）满足利普希茨条件，

所以存在常数 k，使得对定义域[1，+∞）内的任意两个 x1，x2（x1≠x2），均有|f（x1）﹣f（x2）|≤k|x1﹣x2|

成立，

不妨设 x1＞x2，则 k� 襰�h 襰�
襰�h襰�

� �
襰�� 襰�

．

而 0＜
�

襰�� 襰�
＜

�
�
，所以 k的最小值为

�
�
．

故选：D．

10．（1）当 0� 襰 � �
�
时，点 P 与点 Q运动的速度相等根据下图得出：面 OEF 把几何体 PEFQ 分割为相等的几何体，

∵S△OEF�
�
�
� � � � � �

�
，P 到面 OEF 的距离为 x，

VPEFQ＝2VP﹣OEF＝2� �
�
� �

�
x＝2•

襰
�
� 襰

�
，

�
�

（2）当
�
�
＜x� �

�
时，P在 AB 上，Q 在 C1D1上，P 到

�
�
，S△OEF�

�
�
� � � � � �

�
，
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VPEFQ＝2VP﹣OEF＝2� �
�
� �

�
� �

�
� �

�
�定值．

（3）当
�
�
＜x≤2 时，S△OEF�

�
�
� � � � � �

�
，P到面 OEF 的距离为 2﹣x，

VPEFQ＝2VP﹣OEF＝2� �
�
� �

�
�（2﹣x）� �

�
h �

�
x，

V�

襰
�
，� � 襰＜ �

�
�
�
，

�
�
� 襰＜ �

�
�
�
h �

�
襰， �

�
� 襰 � �

故选：C．

二、填空题（本大题共 6 个小题，每小题 5 分，共 30 分）

11．∵（1﹣x）（1+x）5
＝（1﹣x）（�，

� � �，
�•x� �，

�•x2� �，
�•x3� �，

�•x4� �，
，•x5

），

∴（1﹣x）（1+x）5
展开式中 x3

的系数为

1� �，
� h1� �，

� �0．

故答案为：0．

12．复数 z＝1﹣2i 对应的点（1，﹣2）到原点的距离 d� �� � 已 h ��� � ，．

故答案： ，．

13．先画出函数 �已襰� �
t体���襰t，�＜襰 � �，
襰� h ��襰 � �，，襰＞�t

的图象，如图：

∵a，b，c，d 互不相同，不妨设 a＜b＜c＜d．

且 f（a）＝f（b）＝f（c）＝f（d），

而﹣log4a＝log4b，即有 log4a+log4b＝0，
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可得 ab＝1，

则 abcd＝cd，

由 c+d＝10，可得 cd＜（
���
�
）

2
＝25，

且 cd＝c（10﹣c）＝﹣（c﹣5）
2
+25，

当 c＝4时，d＝6，cd＝24，但此时 b，c 相等，

故 abcd 的范围为（24，25）．

故答案为：（24，25）．

14．由椭圆的方程可得焦距为 4，再由双曲线的渐近线方程可得：
�
�
�tan60°� �，由题意可得 a2

+b2
＝4，解得：

a2
＝1，b2

＝3，

所以双曲线的方程为：x2h ��

�
�1；

故答案为：x2h ��

�
�1．

15．∵等差数列{an}的首项 a1＝1，公差 d＝2，

则�h � h � �h已hh��
�

� h�，

�h�� � 已h� ���，

由 Sn+2﹣Sn＝36，得

（n+2）2﹣n2＝2（2n+2）＝36，解得：n＝8．

故答案为：8．

16．由已知中：函数 f（x）定义域内任意的两个自变量的值 x1，x2，

当 x1＜x2时，都有 f（x1）≤f（x2），

且存在两个不相等的自变量值 y1，y2，使得 f（y1）＝f（y2），
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就称 f（x）为定义域上的不严格的增函数．

①�已襰� �
襰，襰 � �
�， h �＜襰＜�
襰，襰 �h �

，满足条件，为定义在 R上的不严格的增函数；

②�已襰� �
�，襰 �h �

�

�th襰， h �
�
＜襰 � �

�

，当 x1�h
�
�
，x2∈（h �

�
，

�
�
），f（x1）＞f（x2），故不是不严格的增函数；

③�已襰� �
�，襰 � �
�， h �＜襰＜�
h �，襰 �h �

，满足条件，为定义在 R上的不严格的增函数；

④�已襰� �
襰，襰 � �
襰 � �，襰＜�

，当 x1�
�
�
，x2∈（1，

�
�
），f（x1）＞f（x2），故不是不严格的增函数；

故已知的四个函数中为不严格增函数的是①③；

∵函数 g（x）的定义域、值域分别为 A、B，A＝{1，2，3}，B⊆A，且 g（x）为定义域 A上的不严格的增函数，

则满足条件的函数 g（x）有：

g（1）＝g（2）＝g（3）＝1，

g（1）＝g（2）＝g（3）＝2，

g（1）＝g（2）＝g（3）＝3，

g（1）＝g（2）＝1，g（3）＝2，

g（1）＝g（2）＝1，g（3）＝3，

g（1）＝g（2）＝2，g（3）＝3，

g（1）＝1，g（2）＝g（3）＝2，

g（1）＝1，g（2）＝g（3）＝3，

g（1）＝2，g（2）＝g（3）＝3，

故这样的函数共有 9 个，

故答案为：①③；9．

三、解答题（本大题共 6 个小题，共 80 分，解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程．）

17．（Ⅰ）∵��h � 已�h � ���，
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∴当 n＝1 时，��� � 已�� � ���，解得 a1＝1，

当 n＝2时，�已� � ��� � 已�� � ���，解得 a2＝﹣1 或 a2＝3，

∵{an}是各项为正数的等差数列，

∴a2＝3，得{an}的公差 d＝a2﹣a1＝2，

∴数列{an}的通项公式 an＝a1+（n﹣1）d＝2n﹣1；

（Ⅱ）∵��h � 已�h � ���，

∴�h �
已�hh�����

�
� h�，

∴�h h
�
�
�h � h� h �

�
已�h h �� � h� h �h� �

�
� 已hh �

�
�� h �，

�
，

当 n＝3或 n＝4 时，�h h
�
�
�h取得最小值为h ��

�
．

18．证明：（1）设 AC∩BD＝G，连接 FG，易知 G 是 AC 的中点，

∵F是 EC 中点．

∴在△ACE 中，FG∥AE，…（2分）

∵AE⊄平面 BFD，FG⊂平面 BFD，

∴AE∥平面 BFD．…

（2）∵平面 ABCD⊥平面 ABE，BC⊥AB，

平面 ABCD∩平面 ABE＝AB，

∴BC⊥平面 ABE，又∵AE⊂平面 ABE，

∴BC⊥AE，

又∵AE⊥BE，BC∩BE＝B，

∴AE⊥平面 BCE，即 AE⊥BF，…（6分）

在△BCE 中，BE＝CB，F 为 CE 的中点，

∴BF⊥CE，AE∩CE＝E，

∴BF⊥平面 ACE，

又 BF⊂平面 BDF，
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∴平面 BDF⊥平面 ACE．…

（3）如图建立坐标系，设 AE＝1，

则 B（2，0，0），D（0，1，2），C（2，0，2），F（1，0，1），

设 P（0，a，0），��
�
� 已 h �，�，��，��

�
� 已 h �，�，��，��

�
� 已�， h �，��

设h�
�
⊥面 BDF，且h�

�
� 已襰�，��，���，

则由h�
�
⊥��

�
得﹣2x1+y1+2z1＝0，

由h�
�
⊥��

�
得﹣x1+z1＝0，

令 z1＝1得 x1＝1，y1＝0，从而h�
�
� 已�，�，���

设h�
�
⊥面 BDP，且h�

�
� 已襰�，��，���，则

由h�
�
⊥��

�
得﹣2x2+y2+2z2＝0，

由h�
�
⊥��

�
得 2x2﹣ay2＝0，

令 y2＝2得 x2＝a，z2＝a﹣1，从而h�
�
� 已�，�，� h ��，

���� � th�
�
�h�
�
t

th�
�
t�th�

�
t
� t���h�t

�� �����已�h���
� ��

��
，

解得 a＝0 或 a＝1（舍）

即 P 在 E 处．…

19．（1）由图象可知交通得分排名前 5 名的景点中，安全得分大于 90 分的景点有 3个，

∴从交通得分排名前 5 名的景点中任取 1 个，其安全得分大于 90 分的概率为
�
，
．

（2）结合两图象可知景点总分排名前 6名的景点中，安全得分不大于 90 分的景点有 2 个，
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ξ的可能取值为 0，1，2．

P（ξ＝0）�
��
�

��
� �

�
，
，P（ξ＝1）�

��
����

�

��
� � �

，
，P（ξ＝2）�

��
����

�

��
� � �

，
，

∴ξ的分布列为：

ξ 0 1 2

P �
，

�
，

�
，

∴E（ξ）＝0� �
，
�1� �

，
�2� �

，
�1．

（3）由图象可知 26 个景点的交通得分全部在 80 分以上，主要集中在 85 分附近，

安全得分主要集中在 80 分附近，且 80 分以下的景点接近一半，故而襰�＞襰�．

20．（Ⅰ）∵f（x）� �
襰
hx+alnx（x＞0）

∴f′（x）� h襰���襰h�
襰�

（x＞0）

∴当 x＝1 时，f（1）＝0，f′（1）＝﹣2+a，

设切线方程为 y＝（﹣2+a）x+b，代入（1，0），得 b＝2﹣a，

∴f（x）在（1，f（1））处的切线方程为 y＝x+2﹣a．

（Ⅱ）函数的定义域为（0，+∞），

函数的导数 f′（x）� h襰���襰h�
襰�

h，

设 g（x）＝﹣x2
+ax﹣1，注意到 g（0）＝﹣1，

①当 a≤0 时，g（x）＜0恒成立，即 f′（x）＜0 恒成立，此时函数 f（x）在（0，+∞）上是减函数；

②当 a＞0 时，判别式△＝a2
﹣4，

1°当 0＜a≤2 时，△≤0，即 g（x）≤0，即 f′（x）≤0恒成立，此时函数 f（x）在（0，+∞）上是减函数；

2°当 a＞2 时，令 f′（x）＞0，得：
�h ��h�

�
＜x＜

�� ��h�
�

；

令 f′（x）＜0，得：0＜x＜
�h ��h�

�
或 x＞

�� ��h�
�

；

∴当 a＞2 时，f（x）在区间（
�h ��h�

�
，

�� ��h�
�

）单调递增，在（0，
�h ��h�

�
），（

�� ��h�
�

，+∞）单调递减；
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综上所述，综上当 a≤2 时，f（x）在（0，+∞）上是减函数，

当 a＞2时，在（0，
�h ��h�

�
），（

�� ��h�
�

，+∞）上是减函数，

在区间（
�h ��h�

�
，

�� ��h�
�

）上是增函数．

（Ⅲ）（2）由（1）知 a＞2，0＜x1＜1＜x2，x1x2＝1，

则 f（x1）﹣f（x2）� �
襰�
hx1+alnx1﹣[

�
襰�
hx2+alnx2]

＝（x2﹣x1）（1� �
襰�襰�

）+a（lnx1﹣lnx2）

＝2（x2﹣x1）+a（lnx1﹣lnx2），

则
�已襰��h�已襰��

襰�h襰�
�h2� �已体h襰�h体h襰��

襰�h襰�
，

则问题转为证明
体h襰�h体h襰�
襰�h襰�

＜1即可，

即证明 lnx1﹣lnx2＞x1﹣x2，

则 lnx1﹣ln
�
襰
＞x1h

�
襰�
，

即 lnx1+lnx1＞x1h
�
襰�
，

即证 2lnx1＞x1h
�
襰�
在（0，1）上恒成立，

设 h（x）＝2lnx﹣x� �
襰�
，（0＜x＜1），其中 h（1）＝0，

求导得 h′（x）� �
襰
h1h �

襰�
�h 襰�h�襰��

襰�
�h 已襰h���

襰�
＜0，

则 h（x）在（0，1）上单调递减，

∴h（x）＞h（1），即 2lnx﹣x� �
襰
＞0，

故 2lnx＞xh �
襰
，

则
�已襰��h�已襰��

襰�h襰�
＜a﹣2成立．

21．解（Ⅰ）由题意得：e� �
�
� �

�
，b� t�h�� �t

�
� �，a2＝b2+c2，解得：a2＝4，b2＝3，

所以椭圆的方程：
襰�

�
� ��

�
�1；
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（Ⅱ）证明：由（Ⅰ）得，S（2，0），右焦点 F（1，0）由题意得，直线 l的斜率不为零，设直线 l 为：x＝

my+1，设 P（x'，y'），Q（x''，y''），

联立直线 l 与椭圆的方程整理得：（4+3m2
）y2

+6my﹣9＝0，∴y'+y''� h��
�����，y'y''� h�

�����；

∵kPF�
�t

襰th�
，设直线 FP：y� �t

襰th�
（x﹣2），与 x＝4联立，得 y� ��t

襰th�
，即 yA�

��t
襰th�

，

同理可得：yB�
���
襰�h�

，

∴yAyB�
��t��

已襰th��已襰�h��
� ��t��

已��th��已���h��
� ��t��

���t��h�已�t������
�

h��
�����

h���

�����
h� h��

�����
��

� h��
�
�h9，为定值，

所以 A，B 两点的纵坐标之积为定值﹣9．

22．（Ⅰ）方法 1：T1（4）：3，1，1，3；T2（2）：1，1，1，1；T3（1）：0，0，0，0．

方法 2：T1（2）：1，1，3，5；T2（2）：1，1，1，3；T3（2）：1，1，1，1；T4（1）：0，0，0，0．．…

（Ⅱ）经过 k 次变换后，数列记为��
已‴�

，��
已‴�

，�，�h
已‴�

，k＝1，2，…．

取�� �
�
�
已�� � ���，则��

已�� � ��
已�� � �

�
t�� h ��t，即经 T1（c1）后，前两项相等；

取�� �
�
�
已��

已�� � ��
已���，则��

已�� � ��
已�� � ��

已�� � �
�
t��
已�� h ��

已��t，即经 T2（c2）后，前 3项相等；

…

设进行变换 Tk（ck）时，其中�‴ �
�
�
已�‴

已‴h�� � �‴��
已‴h���，变换后数列变为��

已‴�
，��

已‴�
，��

已‴�
，�，�‴��

已‴�
，�‴��

已‴�
，�，

�h
已‴�

，则��
已‴� � ��

已‴� � ��
已‴� � � � �‴��

已‴�
；

那么，进行第 k+1 次变换时，取�‴�� �
�
�
已�‴��

已‴� � �‴��
已‴� �，

则变换后数列变为��
已‴���

，��
已‴���

，��
已‴���

，�，�‴��
已‴���

，�‴��
已‴���

，�‴��
已‴���

，�，�h
已‴���

，

显然有��
已‴��� � ��

已‴��� � ��
已‴��� � � � �‴��

已‴��� � �‴��
已‴���

；

…

经过 n﹣1 次变换后，显然有��
已hh�� � ��

已hh�� � ��
已hh�� � � � �hh�

已hh�� � �h
已hh��

；

最后，取�h � �h
已hh��

，经过变换 Tn（cn）后，数列各项均为 0．

所以对任意数列，都存在“n 次归零变换”． …（9 分）

（Ⅲ）不存在“n﹣1次归零变换”．…
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证明：首先，“归零变换”过程中，若在其中进行某一次变换 Tj（cj）时，cj＜min{a1，a2，…，an}，那么此变

换次数便不是最少．这是因为，这次变换并不是最后的一次变换（因它并未使数列化为全零），设先进行 Tj

（cj）后，再进行 Tj+1（cj+1），由||ai﹣cj|﹣cj+1|＝|ai﹣（cj+cj+1）|，即等价于一次变换 Tj（cj+cj+1），同理，

进行某一步 Tj（cj）时，cj＞max{a1，a2，…，an}；此变换步数也不是最小．

由以上分析可知，如果某一数列经最少的次数的“归零变换”，每一步所取的 ci满足 min{a1，a2，…，

an}≤ci≤max{a1，a2，…，an}．

以下用数学归纳法来证明，对已给数列，不存在“n﹣1 次归零变换”．

（1）当 n＝2 时，对于 1，4，显然不存在“一次归零变换”，结论成立．

（由（Ⅱ）可知，存在“两次归零变换”变换：��已
，
�
�，��已

�
�
�）

（2）假设 n＝k 时成立，即 1，22，33，…，kk不存在“k﹣1 次归零变换”．

当 n＝k+1 时，假设 1，2
2
，3

3
，…，kk

，（k+1）k+1
存在“k 次归零变换”．

此时，对 1，2
2
，3

3
，…，kk

也显然是“k 次归零变换”，由归纳假设以及前面的讨论不难知 1，2
2
，3

3
，…，kk

不存在“k﹣1 次归零变换”，则 k 是最少的变换次数，每一次变换 ci一定满足 � � �t � ‴‴，i＝1，2，…，k．

因为t�tt已‴ � ��‴�� h ��t h ��t h � h �‴t � 已‴ � ��‴�� h 已�� � �� ��� �‴� �（k+1）k+1﹣k•kk＞0

所以，（k+1）k+1
绝不可能变换为 0，与归纳假设矛盾．

所以，当 n＝k+1 时不存在“k次归零变换”．

由（1）（2）命题得证． …（13 分）


