
一、选择题（本大题共 10 个小题，每小题 3 分，共 30 分.在每小题给出的四个选项中 

只有一项是正确选项） 

抛物线方程 

1． 抛物线以 x 轴为对称轴，顶点在坐标原点，焦点到准线的距离为 4，则抛物线的方程为

 （    ） 

A． 2 8y x         B． 2 8y x   

C． 2 8y x 或 2 8y x        D． 2 8x y 或 2 8x y   

【答案】C 

【详解】当抛物线的焦点在 x 轴的正半轴上时，设抛物线的方程为 2 2 ( 0)y px p  ， 

由 4p  ，所以抛物线方程为 2 8y x ； 

当抛物线的焦点在 x 轴的负半轴上时，设抛物线的方程为 2 2 ( 0)y px p   ， 

由 4p  ，所以抛物线方程为 2 8y x  ， 

所以所求抛物线的方程为 2 8y x  . 

故选：C. 

2. 设 P 是双曲线
2 2

1
16 9

x y
  上的点，若 1F ， 2F 是双曲线的两个焦点，则 1 2|| | | ||PF PF 等于 

(  ) 

 A. 4 B. 5 C. 8 D. 10 

【答案】  C  

3. 已知
sin

( )
x

f x
x

 ，那么函数在 x  处的瞬时变化率为 (  )  

 A. −
1

π
 B. 0 C. −

1

π2 D. 
1

π
 

【答案】  A  

【解析】因为 𝑓ʹ(𝑥) =
𝑥cos𝑥−sin𝑥

𝑥2 ， 

所以 𝑓ʹ(π) =
−π

π2 = −
1

π
． 

4. 已知抛物线
2 4y x 的焦点为 F ，定点 (3,1)A ，M 为抛物线上一点，则 | | | |MA MF 的最

小值为（    ） 

A．3    B．4    C．5    D．6 

【答案】B 

5.（2020•天津卷）函数
2

4

1

x
y

x



的图象大致为（    ） 
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A   B.  

C.  D.  

【答案】A 

【解析】由题意首先确定函数的奇偶性，然后考查函数在特殊点的函数值排除错误选项即可

确定函数的图象. 

【详解】由函数的解析式可得：    2

4

1

x
f x f x

x


   


，则函数  f x 为奇函数，其图象

关于坐标原点对称，选项 CD 错误；当 1x  时，
4

2 0
1 1

y   


，选项 B 错误.故选：A. 

【点睛】函数图象的识辨可从以下方面入手：(1)从函数的定义域，判断图象的左右位置；

从函数的值域，判断图象的上下位置．(2)从函数的单调性，判断图象的变化趋势．(3)从函

数的奇偶性，判断图象的对称性．(4)从函数的特征点，排除不合要求的图象．利用上述方

法排除、筛选选项． 

6．已知函数 2( )f x lnx ax  ，那么“ 0a  ”是“ ( )f x 在 (0, ) 上为增函数”的 (   )  

A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件  

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件 

【答案】A 

【解答】解： ( )f x 的定义域是 (0, ) ， 

21 2 1
( ) 2

ax
f x ax

x x


    ， 

0a 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 (0, ) 递增， 

故 0 ( )a f x  递增，是充分条件， 

由 ( )f x 递增，得 0a  或 0a  ，不是必要条件， 

.
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故选： A． 

双曲线几何性质 

7. 双曲线
2 2

1
9 16

x y
  的左、右焦点分别为 1 2,F F ，点 P 在双曲线上，下列结论不正确的是 

( ) 

 A. 该双曲线的离心率为
5

3
 

 B. 该双曲线的渐近线方程为
4

3
y x   

 C. 点 𝑃 到两渐近线的距离的乘积为
144

25
 

 D. 若 1 2PF PF ，则 1 2PF F 的面积为 32 

【答案】  D 

【解析】由题意可知，𝑎 = 3，𝑏 = 4，𝑐 = 5，故离心率 𝑒 =
5

3
，故 A 正确； 

由双曲线的性质可知，双曲线 
𝑥2

9
−

𝑦2

16
= 1 的渐近线方程为 

𝑥2

9
−

𝑦2

16
= 0，即 𝑦 = ±

4

3
𝑥，B

正确； 

设 𝑃(𝑥, 𝑦)，则 𝑃 到两渐近线的距离之积为 
∣∣4𝑥−3𝑦∣∣

5
⋅
∣∣4𝑥+3𝑦∣∣

5
=

∣∣16𝑥2−9𝑦2∣∣

25
=

16×9

25
=

144

25
，C 正

确； 

若 𝑃𝐹1 ⊥ 𝑃𝐹2，则 △ 𝑃𝐹1𝐹2 的面积 𝑆 =
𝑏2

tan45∘ = 16，D 错误． 

8. 应用题 

某工厂要建造一个长方体状的无盖箱子，其容积为 348 m ，高为3 m，如果箱底每 21 m 的造

价为15元，箱壁每 21 m 的造价为12元，则箱子的总造价最低为 (  ) 

 A. 900 元 B. 840 元 C. 818 元 D. 816 元 

 

【答案】 D  

【解析】设箱底一边的长度为 𝑥 m，箱子的总造价为 𝑙 元， 

根据题意，得 𝑙 = 240 + 72(𝑥 +
16

𝑥
)，𝑙ʹ ≡ 72 (1 −

16

𝑥2)． 

令 𝑙ʹ = 0，则 𝑥 = 4 或 𝑥 = −4 （舍去），即当 𝑥 = 4 时，𝑙 有最小值 816．因此，当

箱底是边长为 4 m 的正方形时，箱子的总造价最低，最低总造价是 816 元． 

9．已知函数 ( )f x 的定义域为[ 1 ，5]，其部分自变量与函数值的对应情况如表： 

x  1  0 2 4 5 
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( )f x  3 1 2.5 1 3 

( )f x 的导函数 ( )f x 的图象如图所示．给出下列四个结论： 

① ( )f x 在区间[ 1 ， 0]上单调递增； 

② ( )f x 有 2 个极大值点； 

③ ( )f x 的值域为[1，3] ； 

④如果 [x t ，5]时， ( )f x 的最小值是 1，那么 t 的最大值为 4． 

其中，所有正确结论的序号是 (   )  

 

A．③ B．①④ C．②③ D．③④ 

【答案】D 

【解答】解：根据函数的导数 ( )f x 的图象， 

整理出函数 ( )f x 的图象， 

如图所示： 

 

对于①， ( )f x 在区间[ 1 ， 0]上单调递减，故①错误； 

对于②， ( )f x 有 1 个极大值点，2 个极小值，故②错误； 

对于③，根据函数的极值和端点值 ( )f x 的值域为[1，3] ，故③正确； 
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对于④，如果 [x t ， 5]时， ( )f x 的最小值是 1，那么 t 的最大值为 4，故④正确． 

故选： D ． 

10. 已知椭圆

2
2

1 2
: 1 ( 1)

x
C y m

m
   与双曲线

2
2

2 2
: 1 ( 0)
x

C y n
n

   的焦点重合， 1 2,e e 分别

为 1 2,C C 的离心率，则 (  ) 

 A. m n 且 1 2 1e e   B. m n 且 1 2 1e e   

 C. m n 且 1 2 1e e   D. m n 且 1 2 1e e   

【答案】A 

【解析】由题意知 𝑚2 − 1 = 𝑛2 + 1，即 𝑚2 = 𝑛2 + 2， 

 (𝑒1𝑒2)
2 =

𝑚2−1

𝑚2 ⋅
𝑛2+1

𝑛2 = (1 −
1

𝑚2)(1 +
1

𝑛2)， 

代入 𝑚2 = 𝑛2 + 2，得 𝑚 > 𝑛，(𝑒1𝑒2)
2 > 1． 

 

二、填空题（共 8 个空，每空 4 分，共 32 分.） 

11．若 1(1,1)P , 2 (0,1)P , 3

3
1,

2
P
 
  
 

, 4

3
1,

2
P
 
  
 

四点中恰有三点在椭圆
2 2

2 2
: 1

x y
C

a b
 

( 0)a b  上，则椭圆C 的方程为________. 

【答案】
2

2 1
4

x
y   

【详解】由于 3P ， 4P 关于轴对称，故由题设知C 经过 3P ， 4P 两点，所以
2 2

1 3
1

4a b
  . 

又由
2 2 2 2

1 1 1 3
1

4a b a b
    知，C 不经过点 1P ，所以点 2P 在上，所以 1b  . 

因此 2 4a  ，故C 的方程为
2

2 1
4

x
y  . 

故答案为：
2

2 1
4

x
y  . 

12．点 P 是椭圆
2 2

1
16 9

x y
  上一点，

1F ，
2F 分别是椭圆的左、右焦点，若

1 2| || | 12PF PF  ，

则
1 2F PF 的大小  ． 

【答案】60． 

【解答】解：椭圆
2 2

1
16 9

x y
  ， 
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可得 2 8a  ，设
1| |PF m ，

2| |PF n ， 

可得
2 2 2

1 2

2 8

12

4 2 cos

m n a

mn

c m n mn F PF

  



    

， 

化简可得：
1 2

1
cos

2
F PF   

1 2 60F PF    

13. 函数
3 2( ) 3 9 5f x x x x    在区间[ 4,4] 上的最大值是                ． 

【答案】 10 

抛物线定义 

14.若点 M 到点 ( 4, 0)F 的距离比它到直线 5 0x   的距离小 1，则点 M 的轨迹方程

为         . 

【答案】 2 16y x  

【解答】解法 1：设点 ( , )M x y ，则 2 2( 4) | 5 | 1x y x     ， 

当 5x  时，方程化为 2 2( 4) 5 1x y x     ， 

两边平方，得 2 16 ( 0)y x x ， 

当 5x   时，方程化为 2 2( 4) 5 1x y x      ， 

两边平方，得 2 20( 1)y x  ， 

则 1x  ，与条件矛盾， 

综上所述，点M 的轨迹方程为 2 16y x ． 

解法 2：因为点M 到点 (4,0)F 的距离比它到直线 5 0x   的距离小 1，所以点M 到点 (4,0)F

的距离与它到直线 4 0x   的距离相等， 

因此，由抛物线的定义知，点M 的轨迹是以 (4,0)F 为焦点，以直线 4 0x   为准线的抛物

线， 

其方程为 2 16y x ． 

15.已知 ( )f x 是定义在实数集 R 上的函数，满足 (1) 3f  且 ( )f x 的导函数 ( )f x 在 R 上恒

有 ( ) 2f x  ，则不等式 ( ) 2 1f x x  的解集为_______________  
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答案： (1, )  

16. 若函数
3 2( ) 2 1 ( )f x x ax a R    在 (0, ) 内有且只有一个零点，则 a            ． 

答案：  3 

【解析】因为函数 𝑓(𝑥) = 2𝑥3 − 𝑎𝑥2 + 1(𝑎 ∈ 𝐑) 在 (0,+∞) 内有且只有一个零点， 

所以 𝑓ʹ(𝑥) = 2𝑥(3𝑥 − 𝑎)，𝑥 ∈ (0,+∞)． 

①当 𝑎 ≤ 0 时，𝑓ʹ(𝑥) = 2𝑥(3𝑥 − 𝑎) > 0， 

函数 𝑓(𝑥) 在 (0,+∞) 上单调递增，𝑓(0) = 1， 

 𝑓(𝑥) 在 (0,+∞) 上没有零点，舍去； 

②当 𝑎 > 0 时，𝑓ʹ(𝑥) = 2𝑥(3𝑥 − 𝑎) > 0 的解为 𝑥 >
𝑎

3
， 

所以 𝑓(𝑥) 在 (0,
𝑎

3
) 上递减，在 (

𝑎

3
, +∞) 递增， 

又 𝑓(𝑥) 只有一个零点，所以 𝑓 (
𝑎

3
) = −

𝑎3

27
+ 1 = 0，解得 𝑎 = 3， 

17．关于曲线
2 2

1 1
: 1C
x y

  ，有如下结论： 

①曲线C 关于原点对称； 

②曲线C 关于直线 0x y  对称； 

③曲线C 是封闭图形，且封闭图形的面积大于 2 ； 

④曲线C 不是封闭图形，且它与圆 2 2 2x y  无公共点； 

⑤曲线C 与曲线 :| | | | 2 2D x y  有 4 个公共点，这 4 点构成正方形． 

其中正确结论的个数是             ． 

【答案】4 

【解答】解：对于①，将方程中的 x 换成 x ， y 换成 y 方程不变，故①正确； 

对于②，将方程中的 x 换成 y ， y 换成 x 方程不变，故②正确； 

对于③，由方程得 2 1x  ， 2 1y  ，故曲线C 不是封闭图形，故③错； 

对于④，联立曲线
2 2

1 1
: 1C
x y

  圆 2 2 2x y  ，方程组无解，无公共点，故④正确； 

对于⑤，当 0x  ， 0y  时，联立曲线C 与 2 2x y  只有一解 ( 2, 2) ，根据对称性，

共有 4 个交点，这 4 点构成正方形，正确． 

故答案为：①②④⑤ 
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18. 若存在实常数 k 和 b 使得函数 ( )F x 和 ( )G x 对其公共定义域上的任意实数 𝑥 都满足

( )F x kx b  和 ( )G x kx b  恒成立，则称直线 y kx b  为 ( )F x 和 ( )G x 的“隔离直线”．已

知函数 2( ) ( )f x x x R  ，
1

( ) ( 0)g x x
x

  ， ( ) 2 lnh x e x ，则有下列命题： 

 ① ( ) ( ) ( )F x f x g x  在
3

1
( ,0)

2
 内单调递增； 

 ② ( )f x 和 ( )g x 之间存在“隔离直线”，且b 的最小值为 4 ； 

 ③ ( )f x 和 ( )g x 之间存在"隔离直线''，且 k 的取值范围是 ( 4,0] ； 

 ④ ( )f x 和 ( )h x 之间存在唯一的“隔离直线” 2y ex e  ． 

 其中真命题的序号为                ．（请填上所有正确命题的序号） 

【答案】 ①②④ 

【解析】① 因为 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑥2 −
1

𝑥
，当 𝑥 ∈ (−

1

√2
3 , 0) 时，𝐹ʹ(𝑥) = 2𝑥 +

1

𝑥2 >

0，所以 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 在 (−
1

√2
3 , 0) 内单调递增，故①正确； 

对于②③，设 𝑓(𝑥) 和 𝑔(𝑥) 的隔离直线为 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏，则 𝑥2 ≥ 𝑘𝑥 + 𝑏 对于一切 𝑥 < 0 

成立，则有 Δ =1 𝑘2 + 4𝑏 ≤ 0．又因为 
1

𝑥
≤ 𝑘𝑥 + 𝑏 对于一切 𝑥 < 0 成立，则 𝑘𝑥2 + 𝑏𝑥 −

1 ≤ 0，既 Δ =2 𝑏2 + 4𝑘 ≤ 0，𝑘 ≤ 0，𝑏 ≤ 0，即有 𝑘2 ≤ −4𝑏 且有 𝑏2 ≤ −4𝑘，所以 

𝑘4 ≤ 16𝑏2 ≤ −64𝑘 ⇒ −4 ≤ 𝑘 ≤ 0，同理得 −4 ≤ 𝑏 ≤ 0，故②正确，③错误；④函数 

𝑓(𝑥) 和 ℎ(𝑥) 的图象在 𝑥 = √ e 处有公共点，若存在 𝑓(𝑥) 和 ℎ(𝑥) 的隔离直线，则该

直线过这个公共点．设隔离直线的斜率为 𝑘，则隔离直线的方程为 𝑦 − e = 𝑘(𝑥 − √ e)，

即 𝑦 = 𝑘𝑥 − 𝑘√ e +  e(𝑥 ∈ 𝐑)，可得 𝑥2 − 𝑘𝑥 + 𝑘√ e −  e ≥ 0 当 𝑥 ∈ (0,+∞) 时恒成

立．则 𝛥 ≤ 0，解得 𝑘 = 2√ e，此时直线方程为 𝑦 = 2√ e𝑥 −  e． 

下面证明 ℎ(𝑥) ≤ 2√ e𝑥 −  e．令 𝐺(𝑥) = 2√ e𝑥 −  e − ℎ(𝑥) = 2√ e𝑥 −  e − 2eln𝑥，则 

𝐺ʹ(𝑥) =
2√ e(𝑥−√ e)

𝑥
，当 𝑥 = √ e 时，𝐺ʹ(𝑥) = 0，当 0 < 𝑥 < √e 时，𝐺ʹ(𝑥) < 0，当 𝑥 > √e 

时，𝐺ʹ(𝑥) > 0，当 𝑥 = √ e 时，𝐺(𝑥) 取到极小值 0，也是最小值．所以，𝐺(𝑥) =

2√e𝑥 − e − ℎ(𝑥) ≥ 0，则 ℎ(𝑥) ≤ 2√e𝑥 − e 在 𝑥 > 0 时恒成立．所以 𝑓(𝑥) 和 ℎ(𝑥) 之间

存在唯一的“隔离直线”𝑦 = 2√e𝑥 − e，故④正确． 
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三、解答题（19题 12 分，20题 12分，21题 14分，共 38分） 

19. 已知抛物线 2: 8E y x ，  

（1）求抛物线的焦点及准线方程；（4 分） 

（2）过点 ( 1,1)P  的直线
1l 与抛物线 E 只有一个公共点，求直线

1l 的方程；（4 分） 

（3）过点 (2,3)M 的直线
2l 与抛物线 E 交于点 A，B ．若弦 AB 的中点为M ，求直

线
2l 的方程。（4 分） 

解：（1）焦点： (2,0)，                            ……………………2 分 

准线方程： 2x                                    ……………………2 分 

（2）当斜率为 0 时， 1y  ；                       ……………………1 分 

当斜率不为 0 时，设直线
1l 的方程为 1 ( 1)x m y   ， 

与抛物线联立： 2 8 8 8 0y my m    ，              

264 32 32 0m m     ， 

解得： 1m  或
1

2
 ， 

所以 2 0x y   或 2 1 0x y   。                    ……………………2 分 

综 上 ， 与 抛 物 线 E 只 有 一 个 公 共 点 的 直 线 为 1y  或 2 0x y   或

2 1 0x y   。                                     ……………………1 分 

（3）由题意知直线的斜率存在，设直线
2l 的斜率为 k ， 1(A x ， 1)y ， 2(B x ， 2 )y ， 

则有 2

1 18y x ， 2

2 28y x ，                           ……………………1 分 

两式作差可得： 2 2

1 2 1 28( )y y x x   ，即 1 2

1 2 1 2

8y y

x x y y




 
，……………………1 分 

1 2 2 3 6y y    ，
4

3
ABk  ．                     ……………………1 分 

则直线 l 的方程为
4

3 ( 2)
3

y x   ，即 4 3 1 0x y   ；   ……………………1 分 
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20. 已知椭圆
2 2

2 2
: 1

x y
C

a b
  ( 0)a b  的离心率为

1

2
，右焦点为 F ，点 ( ,0)A a ，且

| | 1AF  。 

（1）求椭圆C 的方程；（4 分） 

（2）过点 F 的直线 l （不与 x 轴重合）交椭圆C 于点 ,M N ，直线 ,MA NA分别与直线 

4x  交于点 ,P Q，求 PFQ 的大小．（8 分） 

解： （1） 由题意得 {
𝑐

𝑎
=

1

2
,

𝑎 − 𝑐 = 1,
 ……………………1 分 

解得 𝑎 = 2，𝑐 = 1，……………………1 分 

从而 𝑏 = √𝑎2 − 𝑐2 = √3，……………………1 分 

所以椭圆 𝐶 的方程为 
𝑥2

4
+

𝑦2

3
= 1．……………………1 分 

    （2） 当直线 𝑙 的斜率不存在时，有 

𝑀(1,
3

2
)，𝑁(1,−

3

2
)，𝑃(4,−3)，𝑄(4,3)，𝐹(1,0)， 

 

则 𝐹𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3,−3)，𝐹𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3,3)， 

故 𝐹𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐹𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0，即 ∠𝑃𝐹𝑄 = 90∘．                    ……………………1 分 

当直线 𝑙 的斜率存在时，设 𝑙：𝑦 = 𝑘(𝑥 − 1)，其中 𝑘 ≠ 0． 

联立 {
𝑦 = 𝑘(𝑥 − 1),

3𝑥2 + 4𝑦2 = 12,
  

得 (4𝑘2 + 3)𝑥2 − 8𝑘2𝑥 + 4𝑘2 − 12 = 0．            ……………………1 分 

由题意，知 𝛥 > 0 恒成立， 

设 𝑀(𝑥1, 𝑦1)，𝑁(𝑥2, 𝑦2)， 

则 𝑥1 + 𝑥2 =
8𝑘2

4𝑘2+3
，𝑥1𝑥2 =

4𝑘2−12

4𝑘2+3
．                  ……………………1 分 

直线 𝑀𝐴 的方程为 𝑦 =
𝑦1

𝑥1−2
(𝑥 − 2)， 
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令 𝑥 = 4，得 𝑦𝑃 =
2𝑦1

𝑥1−2
， 

即 𝑃 (4,
2𝑦1

𝑥1−2
)．                              ……………………1 分 

同理可得 𝑄 (4,
2𝑦2

𝑥2−2
)．                      ……………………1 分 

所以 𝐹𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3,
2𝑦1

𝑥1−2
)，𝐹𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (3,

2𝑦2

𝑥2−2
)．          ……………………1 分 

因为 

 

𝐹𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐹𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 9 +
4𝑦1𝑦2

(𝑥1−2)(𝑥2−2)

= 9 +
4𝑘2(𝑥1−1)(𝑥2−1)

(𝑥1−2)(𝑥2−2)

= 9 +
4𝑘2[𝑥1𝑥2−(𝑥1+𝑥2)+1]

𝑥1𝑥2−2(𝑥1+𝑥2)+4

= 9 +
4𝑘2(

4𝑘2−12

4𝑘2+3
−

8𝑘2

4𝑘2+3
+1)

4𝑘2−12

4𝑘2+3
−

16𝑘2

4𝑘2+3
+4

= 9 +
4𝑘2[(4𝑘2−12)−8𝑘2+(4𝑘2+3)]

(4𝑘2−12)−16𝑘2+4(4𝑘2+3)

= 0

                  ……………………2 分 

所以 ∠𝑃𝐹𝑄 = 90∘． 

综上，∠𝑃𝐹𝑄 = 90∘． 
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21. 已知函数 22
( )f x a x alnx

x
   ，实数 0a  ． 

（1）当 2a  时，求函数 ( )f x 在 1x  处的切线方程；（4分） 

（2）讨论函数 ( )f x 在区间 (0,10)上的单调性和极值情况；（5分） 

（3）若存在 (0, )x  ，使得关于 x的不等式 2( ) 2f x a x  成立，求实数 a的取值范围．（5

分） 

解： 

（1）函数定义域为 (0, )  

当 2a  时，
2

2 2

2 2 4 2 2
( ) 4

x x
f x

x x x

 
      ，……………………1 分 

所以 (1) 4f   且 (1) 6f  ，                  ……………………2 分 

所以函数 ( )f x 在 1x  处的切线方程为 6 4( 1)y x   ，即 4 2 0x y   。……………………1 分 

（2）
2 2

2

2 2 2

2 2 ( 2)( 1)
( )

a a x ax ax ax
f x a

x x x x

   
       ， ( 0)x  ，……………………1 分 

令 ( ) 0f x  ，可得
1

x
a

 ，
2

x
a

  （舍 ) ．            

①当
1

10
a
 即

1

10
a  时， 

当 x变化时， '( ), ( )f x f x 随 x 的变化情况如下表： 
 

(0,
1

)
a

 
1

a
 (

1
,10)

a
 

'( )f x    0    

  ( )f x   极小值  

……………………1 分 

所以函数 ( )f x 在区间
1

(0, )
a

上单调递减，在区间
1

(
a
，10) 上的单调递增， ( )f x 在

1
x

a
 时

取到极小值
1

( ) 3 lnf a a a
a

  ，无极大值。               ……………………1 分 

②当
1

10
a
 即

1
0

10
a 时， ( ) 0f x  ,函数 ( )f x 在区间 (0,10)上单调递减， 

无极值．……………………1 分 

综上所述，当
1

10
a  时，函数 ( )f x 在区间

1
(0, )

a
上单调递减，在区间

1
(

a
，10) 上的单调递

x

关注北京高考在线官方微信：北京高考资讯(微信号:bjgkzx)， 获取更多试题资料及排名分析信息。



增， ( )f x 在
1

x
a

 时取到极小值
1

( ) 3 lnf a a a
a

  ，无极大值。 

当
1

0
10

a 时，函数 ( )f x 在区间 (0,10)上单调递减，无极值．   ……………………1 分 

（3）存在 (0, )x  ，使得不等式 2( ) 2f x a x  成立 

等价于存在 (0, )x  ，使得不等式
2

2 0alnx
x
   成立，           ……………………1 分 

令
2

( ) 2g x alnx
x

   ， ( 0)x  ， 

2 2

2 2
( )

a ax
g x

x x x


     ， 

0a  ，当 x变化时， '( ), ( )g x g x 随 x 的变化情况如下表： 

 2
(0, )

a
 

2

a
 

2
( , )
a
  

'( )g x    0    

  ( )g x   极小值  

所以当
2

x
a

 时， ( )g x 取到最小值
2

( ) ( 2 ) 2g a a ln lna
a

    ，  ……………………1 分 

依题意 2 2 0a aln alna    ．  

令 ( ) 2 2h x x xln xlnx    ，                              ……………………1 分 

( ) 2h x ln lnx   ，令 ( ) 0h x  可得 2x  ． 

当 x变化时， ( ), ( )h x h x 随 x 的变化情况如下表： 
 (0,2)  2  (2, )  

'( )h x    0    

  ( )h x   极大值  

所以当 2x  时， ( )h x 取到最大值且 (2) 0h  。……………………1 分 

所以满足 2 2 0a aln alna    的实数 a的取值范围是 (0 ，2) (2 ， ) ．…………………1 分 

x

x
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